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本 书 是 第 二 版 ， 其 第 一 版 是 根据 高 等 教育 部 1954 年 颁布 的 高 
等 工业 学 校 高 等 数学 教学 太 网 而 编写 的 ， 本 版 则 参 限 1962 年 高 将 
工业 学 和议 高 等 数学 课程 编审 委员 会 审 订 的 现行 《高 等 数学 (基础 部 
分 】 霜 学 太 人 网“ 试行 草案 3 作 了 修订 . 
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避 希 忠 、 方 淑 灵 、 王 福 权 、 王 福 保 、 王 瘟 善 、 陈 奴 南 、 经 贞 开 等 。 
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使 用 说 明 


为 更 好 地 适应 我 国 中 学 教师 培训 的 要 求 ,1990 年 和 1991 
年 国家 教委 师范 司 对 1983 年 由 原 教育 部 制定 的 中 学 教师 进 
修 高 等 师范 专科 各 专业 的 教学 计划 和 教学 大 细 进 行 了 修订 。 
今后 中 学 教师 学 历 培 训 金 部 执行 新 的 教学 计划 和 教学 大 岗 。 
物理 专业 高 等 数学 教材 正在 按 大 网 要 求 编写 。 在 新 教材 出 版 
前 仍 用 交 映 川 等 编 的 《高等 数学 讲义 》 上 、 下 灿 进 行 教学 。 

按 新 的 教学 太 岗 要 求 使 用 本 教材 时 ， 还 省“ 场 论 ”、“ 行 
列 式 、 矩 阵 、 线 性 方程 组 ”两 部 分 内 容 及 习题 , 需 男 外 补充 。 
”读者 可 分 别 阅 读 谢 树 艺 比 《 工 程 数 学 一 一 矢量 分 析 与 场 论 》 
《高等 教育 出 版 社 , 1978 年 ) 二 、 三 章 及 同济 大 学 数学 教研 室 
编 《 工 程 数 学 一 一 线性 代数 (第 二 版 ) 和 高 等 发 育 出 版 社 ,1991 
年 ) 的 前 四 章 。 习 题 可 使 用 与 本 书 配套 的 闻 济 大 学 数学 教研 
室 编 《高 等 数学 习题 集 》( 修 订 版 )》 (高等 教育 出 版 社 ，1965 
年 ) 

为 使 读者 更 好 地 使 用 本 溃 ， 兹 介绍 如 下 参考 书目 ， 

1。 高 等 数学 学 习 方法 指导 书 (上 、 下 册 》)， 同 济 大 学 高 
等 数学 教研 窒 编 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1981 年 ; 

2. 《高 等 效 学 习题 集 》 习 题 选 解 (上 、 下 册 ])， 桂 子 鹏 等 
编 离 等 教育 出 版 社 ，1980 年 。 


第 二 版 序言 


本 书 原 是 根据 1954 年 高 等 教育 部 颁发 的 高 等 工业 学 校 高 等 数学 
教学 大 网 编写 的 , 在 内 容 的 深 广 度 以 及 章节 次 序 方 面 , 与 1962 年 高 等 
工业 学 校 高 等 数学 课程 教材 编审 委员 会 审 订 的 现行 《高 等 数学 (基础 部 
分 ) 教 学 大 纲 ( 试 行 草案 )》 不 完全 相符 , 为 了 教学 上 的 方便 ,在 这 次 出 版 
前 作 了 部 分 的 修订 ， 

(1) 在 教材 内 容 的 深 广度 以 及 章节 次 序 方面 ,力求 做 到 基本 符合 
现行 教学 大 网 ， 凡 超出 大 网 要 求 的 内 容 , 概 用 小 字 排 印 ， 

(2) 根据 兄弟 院 校 与 我 们 自己 九 年 来 在 教学 实践 中 的 经 验 , 发 现 
源 书 的 某 些 缺 点 和 某 些 使 学 生理 解 起 来 比较 困难 的 地 方 , 这 次 尽 可 能 
加 以 修改 或 重 写 ， 

(3) 在 这 一 版 本 中 ,平面 曲线 的 参数 方程 单独 成 为 一 章 ， 中 值 定 
理 及 导数 的 应 用 收 改 较 多 , 并 分 成 两 章 ， 曲 组 积 分 及 曲面 积分 , 微分 方 
程 两 章 几 乎 全 部 重 写 , 并 把 微分 方程 移 到 最 后 一 章 , 

编者 
一 九 六 四 年 四 月 
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绪 论 


在 高 等 工业 学 校 各 专业 的 教学 计划 中 , 高 等 数学 (包括 解析 几何 . 微 
积分 与 微分 方程 ?是 一 门 基础 理论 课 , 它 的 目的 是 为 学 习 物 理 . 力 学 以 及 
专业 课程 打 好 数学 基础 ， 在 开始 学 习 高 等 数学 的 时 候 , 首先 对 数学 研究 
的 对 象 及 其 特点 , 它 与 生产 实践 的 关系 , 它 对 自然 科学 .工程 技术 的 作用 
等 问题 , 有 一 个 初步 的 了 解 是 必要 的 .这 不 仅 能 帮助 我 们 对 数学 有 一 个 
正确 的 认识 , 而 且 也 有 助 于 今后 的 学 习 ， 下 面 我 们 就 来 谈 谈 这 些 问 题 ， 


一 ”数学 研究 的 对 象 及 其 特点 


数学 研究 的 对 象 是 什么 ? 我 们 先 来 看 一 看 过 去 学 过 的 算术 ,代数 , 几 
何 . 三 角 等 所 谓 初等 数学 ， 算 术 与 代数 研究 的 是 数量 关系 ， 几 何 研 究 的 
是 几何 图 形 或 者 说 是 空间 形式 ， 三 角 刚 上 既 研 究 数量 关系 , 也 研究 空间 形 
式 ， 事 实 上 , 不 仅 初等 数学 是 以 空间 形式 与 数量 关系 为 研究 对 象 , 任何 数 
学 分 科 , 包括 我 们 即将 学 习 的 高 等 教学 , 也 仍然 是 以 这 二 者 为 对 象 ， 所 以 
说 , 数学 是 研究 现实 世界 中 的 空间 形式 和 数量 关系 的 科学 ， 

数学 研究 的 对 象 决定 了 它 的 两 人 基本 特点 ， 高 度 的 抽象 性 和 应 用 的 
广泛 性 ， 数 学 的 抽象 性 表现 在 它 暂 时 抛弃 事物 的 具体 内 容 , 而 单纯 从 量 
的 关系 来 考察 ， 例 如 , 二 头 牛 和 三 头 牛 放 在 一 起 , 共 合 五 头 牛 ， 二 把 钢 头 
和 三 把 钠 头 放 在 一 起 , 共 合 五 把 钢 头 等 等 ， 我 们 把 “和 牛 ”"、' 狗 头 ” 等 等 
事物 的 具体 内 容 扳 开 , 单纯 从 量 的 关系 上 考察 , 就 得 出 ~ 种 抽象 的 数量 关 
系 ，2 十 3 二 5， 现实 世界 中 许多 更 为 复杂 的 数量 关系 , 就 表现 为 更 抽象 的 
形式 .但 这 种 抽象 形式 , 只 是 表面 上 掩盖 了 它 的 实际 来 源 , 其 内 容 却 是 非 
常 现实 的 ， 我 们 千 万 不 要 被 这 种 表面 的 抽象 形式 所 迷惑 而 否认 它 的 现实 
总 义 .任何 科学 都 有 很 多 的 应 用 , 但 数学 的 应 用 却 特别 广泛 ， 狼 学 上 的 革 


2 绪 论 

.一 个 数量 关系 ,往往 不 仅 适 用 于 某 一 个 具体 问题 , 而 是 适用 于 很 多 的 具体 
问题 . 例如, 上 面 所 说 的 数量 关系 ，2 十 3=5, 就 不 仅 适用 于 二 头 牛 和 三 头 
牛 ， 二 把 钢 头 和 三 把 钢 头 ， 也 适用 于 二 辆 车 子 和 三 辆 车 于， 二 亩 地 和 三 
雷 地 ， 等 等 . 又 如 函数 关系 y 二 ax2, 它 可 以 描述 圆 的 面积 y 与 半径 x 的 关 
系 ( 当 2= x 时 )， 也 可 以 描述 自由 落体 落下 的 距离 y 与 时 间 x 的 关系 ( 当 


a = 二 9 时 ) 等 等 . 各 种 不 同性 质 的 问题 所 以 会 具有 相同 的 数学 形式 , 即 相 


同 的 数量 关系 , 那 是 因为 量 的 关系 不 只 是 存在 于 某 一 种 特定 的 物质 形态 
或 其 特定 的 运动 形式 中 , 而 是 普 超 地 存在 于 各 种 物质 形态 和 各 种 运动 形 
式 中 . 数学 , 正 是 因为 它 是 从 现实 世界 中 抽象 出 来 的 , 正确 地 反映 了 客观 
世界 联系 形式 的 一 部 分 , 所 以 它 才 能 被 应 用 , 才能 指导 实践 


二 ”数学 和 生产 实践 的 关系 


数学 的 发 展 归根 到 席 依赖 于 人 闫 生产 实践, 正如 恩格斯 所 说 ，“ 和 其 
他 一 切 科 学 一 样 ,数学 是 从 人 的 需要 中 产生 的 ， 是 从 丈量 土地 和 测量 容 
积 , 从 计算 时 间 和 制造 器 血 产 生 的 .” 例 如 , 自从 人 类 需要 比较 事物 的 多 
少 , 计算 劳动 果实 , 随 之 而 来 的 就 产生 了 数 的 概念 和 简单 的 量 的 关系 ， 由 
于 量 地 的 需要 , 就 产生 了 几何 学 ， 由 于 力学 的 需要 , 在 十 七 世纪 就 诞生 了 
微 积分 学 等 等 .出 此 可 见 ， 生 产 实践 是 数学 知识 的 泉源 ， 生 产 的 发 展 给 
数学 提供 日 益 丰富 的 研究 材料 , 开辟 日 益 广阔 的 研究 领域 , 促进 了 数学 新 
理论 新 方法 的 建立 ， 闭 种 认为 数学 的 发 展 纯粹 是 个 别 天 才 数 学 家 的 自由 
创造 , 而 和 生产 实 晚 无关 的 观点 是 训 无 根据 的 ， 微 积分 学 产生 的 例子 可 
以 更 好 地 说 明 这 一 点 ， 尽 管 在 古代 , 在 计算 曲线 所 围绕 的 面积 时 已 有 了 
类似 现在 的 积分 概念 , 但 微 积分 学 不 能 诞生 在 古代 , 而 还 是 诞生 在 十 七 世 
纪 . 这 是 因为 十 代 各 国生 产 力 很 低 , 还 没有 具备 为 研究 运动 状态 所 必需 的 
数学 一 一 微 积 分 学 的 诞生 的 条 件 ， 那 时 即使 有 个 别 数学 家 有 一 点 想法 ， 
也 不 能 超越 历史 条 件 的 限制 . 到 了 十 五 世纪 以 后 的 欧洲 , 资本 主义 逐渐 发 


绪 论 了 
展 , 由 于 航海 .采矿 .修筑 运河 等 的 需要 , 必须 研究 各 种 力学 , 这 一 切 都 需 
要 锐 新 的 数学 工具 来 囊 达 运动 规律 , 从 而 微 积分 学 的 诞生 就 成 为 必需 的 
了 ， 也 有 人 说 ， 古 代数 学 的 诞生 虽然 是 起 源 于 人 类 生产 实践 , 但 现代 数 
学 则 不 然 . 这 种 “现代 数学 例外 论 ” 也 是 没有 根据 的 ， 事 实 上 , 尽管 自从 
十 九 世纪 以 来 ,数学 日 益 取 得 更 加 抽象 的 形式 , 但 生产 实践 始终 是 数学 发 
展 的 基本 推动 力量 , 现代 数学 中 许多 发 展 得 最 迅速 .影响 最 大 的 新 学 科 如 
微分 方程 论 .概率 论 和 数理 统计 . 计算 数学 .规划 论 和 信息 论 等 都 是 由 生 
产 实践 的 需要 所 引起 的 . | 
生产 实践 不 仅 直接 推动 数学 的 发 展 , 而 且 也 通过 推动 自然 科学 的 发 
展 而 间接 地 推动 数学 的 发 展 ， 例 如 微 积分 学 就 是 由 于 力学 的 需要 而 产生 
的 ， 反 过 来 , 数学 的 发 展 又 促进 了 自然 科学 的 前 进 , 促进 社会 生 沪 的 发 
展 。 
生产 实践 的 需要 不 仅 促使 数学 理论 的 发 展 ， 则 时 , 数学 理论 反映 客 
观 现 实 的 真实 性 , 也 要 受 实 践 的 考验 .. 所 以 说 ， 实 践 是 科学 真实 性 的 准 
强 , 列宁 教导 我 们 , “生活 ,实践 的 观点 , 应 该 是 认识 论 的 首先 的 和 基本 的 
现 点 .” . 
最 后 , 顺便 指出 一 下 ， 我 们 说 数学 的 发 展 归根 到 底 依 赖 于 生产 实践 ， 
这 并 不 是 说 数学 发 展 的 每 一 步 又 都 是 由 于 生产 实践 的 推动 ， 在 历史 发 展 
的 一 定 阶 段 , 数学 知识 已 经 有 了 丰富 的 积累 , 于 是 在 大 量 材料 的 基础 上 ， 
有 了 和 报 括 建立 新 理论 的 必要 和 可 能 ， 同 时 在 积累 的 大 量 知识 的 基础 上 ， 
在 理论 概括 的 过 程 中 , 产生 了 一 些 理论 本 身 的 矛盾 , 这 些 也 引起 数学 新 理 
论 的 建立 .例如 复数 就 不 是 象 我 们 说 过 的 整数 那样 从 现实 世界 中 提取 出 
来 的 , 而 是 由 于 推广 代数 方程 解 的 概念 而 创造 的 一 种 新 的 概念 , 后 来 由 这 
种 概念 发 展 成 解析 函数 理论 , 成 为 研究 流体 力学 .弹性 力学 的 有 力 工具 . 
侨 科 夫 斯 医 关 于 飞机 的 机 咽 的 理论 , 就 是 科 用 这 种 理论 得 出 的 。 又 如 罗 
巴 切 夫 斯 基 几 何 学 或 称 非 欧 几 何 学 是 从 几何 学 体系 的 内 部 产生 的 , 妇 从 
欧 先 几何 平行 公设 是 否 可 以 从 其 他 公理 公设 推出 来 这 祥 一 个 纯 理 论 的 问 


me et mr, 


4 销 诺 
” 题 建立 起 来 的 ， 后 来 也 终于 成 为 说 明 很 多 自然 现象 的 数学 工具 ， 

由 此 可 见 , 当 谈 到 数学 发 展 归根 到 底 依 束 于 人 类 生产 实践 时 , 如 果 以 
为 数学 发 展 的 每 一 步骤 都 是 在 生产 实践 提出 了 要 求 之 后 才 是 可 能 的 , 那 
就 未 免 把 人 类 认识 的 发 展 过 程 过 于 简单 化 了 ， 但 如 果 因 而 否认 数学 的 发 
展 依赖 于 生产 实践 , 那 就 陷入 错误 的 唯心 主义 观点 , 当 我 们 把 认识 的 一 个 
特定 阶段 孤立 她 加 以 考察 时 , 似乎 是 从 理论 到 理论 , 或 先 有 理论 而 后 把 它 
用 到 实际 中 去 ， 但 从 认识 发 展 的 总 过 程 来 看 , 却 总 是 按照 实践 一 一 理论 
一 一 实践 的 这 个 马克 思 主 义 的 认识 论 公式 前 进 的 . 


三 ”高 等 数学 的 对 象 .方法 和 它 对 自然 科学 的 作用 


一 直到 十 七 世纪 以 前 , 人 类 关于 数学 的 知识 基本 上 停留 在 所 谓 却 等 
数学 的 阶段 ， 那 时 人 们 只 考 处 了 现实 世界 中 最 简单 的 量 的 关系 , 而 且 主 
要 只 考虑 了 常量 与 固定 的 图 形 。 这 是 因为 当时 人 们 对 于 害 观 世界 的 认识 
还 是 不 深刻 的 , 还 不 善于 从 世界 的 变化 中 观察 它 , 为 了 把 握 某 种 事物 ,只 
能 暂时 把 它 看 成 不 变 的 . 

贿 着 生产 力 的 发 展 , 自然 科学 也 眼 着 一 道 发 展 ， 到 十 六 世纪 , 由 于 航 
海 .采矿 .修筑 运河 等 生产 实践 的 需要 , 使 得 力学 的 各 个 分 支 发 展 起 来 , 对 
于 运动 的 研究 成 了 当时 自然 科学 的 中 心 问题 ， 对 运动 的 研究 , 对 各 种 变 
化 过 程 和 各 称 变 化 着 的 量 之 癌 的 依赖 关系 的 研究 , 引起 了 许多 新 的 数学 
上 的 问题 , 这 些 问题 和 已 往 的 数学 问题 有 着 原则 性 的 区 别 . 要 解决 它们 ， 
初等 数学 已 不 够 用 了 , 需要 创立 全 新 的 概念 和 方法 . 这 就 促使 数学 在 这 些 
年 代 里 有 了 一 个 飞跃 的 发 展 一 一 从 初等 数学 到 高 等 数学 . 

标志 着 阁 学 飞跃 发 展 的 是 十 七 世纪 初 法 国 数 学 家 向 卡 儿 把 变量 引进 
了 数学 , 并 创立 了 坐标 概念 . 于 是 在 数学 中 不 再 限制 于 考 虚 常量 和 固定 的 
图 形 , 进而 考虑 变 的 量 和 图 形 ， 数 学 对 象 的 这 种 重大 扩展 就 决定 了 谈 量 
数学 即 高 等 数学 的 新 时 代 ， 随 后 , 微 积分 法 也 就 在 那 时 产生 , 而 总 的 说 来 
它们 是 由 牛顿 和 芋 布 尼 兹 初步 总 结 起 来 的 


- 请 论 ， 站 

初等 数学 与 高 等 数学 的 基本 区 别 不 仅 是 在 研究 的 对 象 一 一 前 者 主要 
是 常量 与 固定 的 图 形 , 而 后 者 是 变量 积 图形 的 变化 , 而 且 还 在 方法 上 也 有 
根本 性 的 区 别 ， 初 等 数学 的 方法 一 般 说 来 是 静止 的 .孤立 的 , 而 高 等 数学 
则 是 动 的 .联系 的 , 因而 也 是 辩证 的 ， 世 界 本 来 是 在 永恒 的 变化 中 , 所 以 
只 有 从 世界 的 变化 中 去 认识 它 , 才能 对 它 获 得 更 深刻 的 了 解 . 

对 于 自然 科学 与 工程 技术 来 说 , 数学 是 其 理论 研究 的 重要 工具 , 而 且 
起 着 越 来 越 重要 的 作用 ， 尤 其 是 在 现代 物理 , 关于 微观 世界 的 研究 中 , 如 
果 没 有 现代 数学 , 就 不 可 能 前 进 ， 谈 到 工程 技术 , 不 但 尖端 技术 离 不 开 数 
学 , 就 是 各 种 工程 设计 也 不 能 离开 数学 ， 轧 格 斯 在 《 反 杜 林 论 ?一 书 中 莉 
说 ， “………" 要 确立 辩证 的 同时 又 是 唯物 主义 的 自然 观 , 需要 具备 数学 和 让 
然 科 学 的 知识 , ”因此 , 要 咎 握 近 代 技 术科 学 , 高 等 数学 是 必须 具备 的 基 
础 理论 知识 . 


第 一 篇 解析 几何 


第 一 章 ”行列 式 及 线性 方程 组 
$1.4 二 阶 行列 式 和 二 元 线性 方程 组 


考察 两 个 二 元 线性 方程 所 组 成 的 方程 组 : 
{7 + by = Ci, 
zx + Pay = C2. 
为 求 方程 组 上 的 解 , 先 以 玉 忆 乘 第 一 个 方程 , 5, 遍 莱 第 二 个 方程 , 然后 再 
由 第 一 个 方程 碱 去 第 二 个 方程 , 如 此 便 消去 #5, 得 
Caiba— db) Tr = cbs ~ Cabi, (2) 
四 辣 样 方法 消去 x, 得 
(ba— A200 = A cs ddl. (3) 
荐 代数 式 & Ds 一 和 a 所 二 0, 用 它 除 (2) 和 《3) 的 两 端 , 得 


一 Cibzs— Cabl .iC2™ wal 
Cbs— Hab” tba— Gab 


为 了 使 公式 :41 便 于 记忆 , 我 们 在 下 面 引入 二 阶 行列 式 的 概念 ， 
设 已 知 四 个 数 排 成 正方 家 
(2 2 
. A, Bs’ 
则 数 A1B 一 A:Bt 称 为 对 应 于 这 外 表 的 二 阶 行列 式 ， 这 个 二 阶 行 狮 式 用 
记号 


C1) 


‘4) 


A1B 
A: Bs: 


表示 , 因此 有 定义 


[第 一 章 ] 行列 起 及 线性 方程 组 . 了 


A Bi 
] A, B, = AiB:— AsB, | (9) 
数 A1、A2、Bi、 Bz 叫 艇 这 个 行列 式 的 元 素 , 横 排 叫做 行 , 竖 排 叫做 列 , 
—251 
例如 | | = 一 2 3 一 一 人 .5 地 
从 定 尺 (5) 易 知 
4 4 | |A,B,1 BA| |A.B, 
| =| 生 | pe =- | 和 Bl 


这 就 是 ， 二 阶 行列 式 的 行 改 为 同 号 数 的 列 , 列 改 为 同 号 数 的 行 , 它 的 什 
不 变 ， 但 两 列 ( 或 两 行 ) 对 调 , 则 要 改变 符号 . 
显然 , 利用 行列 式 便 可 将 方程 组 (1} 的 解 (4) 表 示 为 : 


| cr bh 此 1 Cl 

1] ea bs | dz Cz 
四 | Y ti bi (6 

人 2 bz tt2 D2 


分 母 中 的 行列 式 基 由 方程 组 (1 的 系数 所 组 成 的 , 这 行列 式 就 称 为 方程 
组 (了 ?的 系数 行列 式 , 我 们 用 和 表 示 这 个 行列 式 , 并 用 Az 及 As 表示 公式 
(6) 的 分 子 中 的 两 个 行列 式 , 则 


z= 人 yx= 人 至 《各 二 0 ， 
值得 注意 ;将 方程 组 (D 的 常数 项 (在 各 方程 右 侧 的 ) 代 换行 列 式 A 中 未 
知 数 了 的 系数 便 得 Az， 代 换行 列 式 A 中 未 知 数 y 的 系数 便 得 Ay。 
其 次 ,我 们 来 讨论 方程 组 (1 的 系数 行列 式 等 于 零 的 情形 ， 仍 利用 
记号 BAzr 及 By, 则 (2) 和 (C3) 可 写 为 
A r=-As, A y=A,. 《7) 
当 和 = 但 AxAs 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 时 , 则 显而易见 , + 和 y 无 
论 取 甚么 数值 总 不 能 使 (7) 中 的 两 个 等 式 同 时 成 立 ， 因 此 方程 组 (也 是 没 
有 解 的 . 
另外 一 种 情形 是 ，A.Az 及 Au 都 等 于 零 ， 这 时 因 


pe 
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Cibza— az =0, Cib2— C2 =0, QC2— daC1 = 0, 

故 

er 

bz Ca 

这 表明 , 方程 组 Cl} 中 的 一 个 方程 可 由 另 一 方程 葬 上 一 适当 的 常数 得 到 ， 
因此 要 解 方 程 组 (1), 实际 内 要 解 其 中 一 个 方程 就 够 了 ， 这 时 方程 组 (]) 
有 无 限 多 组 解 . 


综合 以 上 讨论 可 得 结论 如 下 ， 
1 车 入 二 0, 则 方程 组 (1) 有 了 崔 一 确定 的 解 ， 
| Ar _ A 


A" 2 一 人 
2 车 和 = 小 但 各 < 及 As 中 至 少 有 一 个 不 等 于 霍 , 则 方程 组 !1) 没 有 


解 . 
8 车 A=As 一 Ay 二 0， 方程 组 (1) 有 无 限 多 组 解 
例 1. 解 方 程 组 
: [i A 
tT—2y+i3=0. 
4 一 |” | = 一 ?0， 放 方程 组 有 唯一 确定 解 
加 8 3| _|2 81 _ 
r= | 3 3|- 2 -| 3 14 
r+- 全 = 二 =1, y= 例 = 二 =2 
局 2， 解 方程 组 
{se 
67z 一 27 三 5 
一 3 1 二 一 二 一 1 1 一 一 - 
a= | 1 | =6 6=0, As E :| 3@*0. 


方程 组 无 解 ， 如 果 把 第 一 个 方程 习 2 且 与 第 二 个 方程 比较 , 便 知 这 两 个 
方程 是 不 相 容 的 . 


{ 人 2 
27 一 438 一 个 一 
1 一 2 3-2| 1 3 
一 三 六 一 一 小 ， 起, 二 一 0 
| He A 1 | 1 


方程 组 有 无 限 多 组 解 . 事实 上 , 把 第 一 个 方程 乘 2 便 得 第 二 个 方程, 这 方 
程 组 实际 可 看 成 一 个 方程 | 


一 2y 二 3. 
取 y 为 性 意 值 而 x =2y 十 3， 便 得 方程 组 的 无 限 多 组 解 . 


5§1.2 三 阶 行列 式 


用 三 阶 行列 式 来 解 二 元 线性 方程 组 的 方法 , 可 以 加 以 推广 .一 般 地 , 
利用 交 阶 行列 式 可 以 解 怀 元 线性 方程 组 ， 但 是 对 于 这 种 一 般 情形 ,我们 
不 准备 讨论 ， 我 们 只 限于 讨论 如 何 利用 三 阶 行列 式 来 解 三 元 线性 方 和 
组 ， 为 此 , 先 说 明 三 阶 行列 式 这 个 概念 

设 已 知 九 个 数 排 成 正方 表 


21 Bb Ci 
ds Bs es 了 
ds bs Cs 


则 数 gBbscs 十 azBsci+ gsBics— dPbsCz— Hz2b1C3— LabzCl 称 为 对 应 于 这 
个 表 的 三 崇 行 列 式 。 这 个 三 阶 行列 式 用 记号 


CGI 有 Cl 
人 2 ba Ca 
{3 ba Ca 
表示 , 因此 有 定义 
a Br Ci 
| A bz ca | = dacst qabacit dsbica— bacs— dabics— Gabzcr, 


ts bs Cs 
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与 二 酬 行 列 式 一 样 , 数 & cai is bi az、as Ci、 cavcs 思 短 这 行列 式 的 元 


” 素 , 横 排 叫做 行 , 竖 排 叫做 列 . 


根据 上 还 定 文 ,我们 发 现下 面 的 三 阶 行列 式 的 计算 法 则 (通常 叫 它 
做 对 和 角 线 法 则 ): 

从 三 险 行 列 式 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 叫做 主 对 角 钱 , 从 右上 龟 到 
左下 前 的 对 第 线 叫 做 第 二 对 角 线 我们 注意 到 ， 在 三 阶 行列 式 的 定义 
中 , 有 并 项 前 符 导 是 正 的 , 有 三 项 的 符 导 是 负 的 ;符号 是 正 的 三 项 中 , 有 
一 项 是 们 在 主 对 角 线 了 于 个 元 素 的 乘积 , 其 他 秃 项 中 的 每 一 项 都 是 位 在 
主 对 角 线 的 - -条 平行 线 上 的 两 个 元 素 与 对 第 上 的 元 素 的 乘积 .利用 第 二 
对 角 线 可 以 类 似 地 得 出 符号 是 负 的 三 项 的 组 成 规律 . 这 样 我 们 就 得 到 计 
算 三 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 ,现在 我 们 把 计算 法 则 用 下 面 的 两 个 图 表示 


左 图 指出 计算 三 阶 行 列 式 的 正 项 规则 ， 右 图 指出 计算 负 项 规则 . 
例 计算 行列 式 


1 2 
和 一 | 一 1 3 
2 5 
利用 对 角 线 法 则 得 
各 一 1.3.2 十 2.4.2 十 (一 11 -5.3 一 1 5.4 一 (一 站 ,2.2 一 2.3.3 


一 有 十 16 一 15 一 20 十 4 一 18 一 一 27. 
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§ 1.3 “三 阶 行列 式 的 主要 性 质 


性 质 I .把 行列 式 的 行 疏 为 同 号 数 的 列 , 列 改 为 同 号 数 的 行 , 行列 式 
的 值 不 变 , 即 | 


1 Bi Cl Rl dH G3 
Ca Ba Cai 一 Bl pa bs 
ts ba Cs C1 Ca C3 


利用 对 角 线 法 则 计算 等 式 左右 两 边 的 行列 式 , 这 性 质 便 得 到 证 实 ， 

由 此 可 见 , 对 于 行列 式 的 行 成 立 的 性 质 对 于 列 也 一 定 成 立 ， 反 过 
来 ,也 是 对 的 ， 

性 质 工 。 对 谓 行 列 式 的 两 行 (或 两 列 ), 行列 式 的 符号 改变 , 但 绝对 
值 不 变 . 

例如 , 对 调 第 一 行 与 第 二 行 , 得 


dr bh ci (G2 b: Cs 

da Bb2 Ca | = |abe 
| 3 pa 三 3 [A bs Ca 
这 性 质 也 容易 用 对 第 线 法 则 来 证 实 . 


性 质 人 H，。 有 两 行 {或 两 列 ) 相 同 的 行列 式 的 值 必 等 于 零 . 

事实 上 , 把 相同 两 行 对 调 , 行列 式 当 然 不 变 .但 另 一 方面 , 根据 性 质 
IT, 它 应 改变 符 导 ， 因 此 如 果 用 A 表示 行列 式 的 值 ， 则 A 二 一 A， 即 
24= 小 前 和 = 人 

性 质 本 。 把 一 个 行列 式 的 某 一 行 (或 一 列 ) 的 所 有 元 素 同 冬 以 某 一 
数 的 结果 , 等 于 以 数 钱 桶 这 个 行列 式 . 


例如 ， 
kar kb Kei a br cr 
dz 62 C2 一 下 | Ga be Cz . 
1 ba Ca ta bs Cs 


pt re 
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事实 上 , 如 冰 按 对 拥 线 尘 则 计算 左 侧 的 行列 式 ,所 得 各 项 皆 含 有 因 
子 廊 。 提 出 公司 子 厂 后, 所 简 的 多 项 式 便 可 写成 右 侧 的 行列 式 .， 

由 性 质 宁 ,我 们 可 以 得 出 以 下 推论 

推论 1， 一 个 行列 式 中 某 一 行 (或 一 列 } 溃 元素 的 公 因 子 可 以 所 到 行 
列 式 记号 的 外 边 . 

推论 2， 如 果 一 个 行列 式 中 有 一 行 (或 一 列 ) 的 元 素 全 部 是 零 ， 那 末 
这 个 行列 式 等 于 霍 . 

性 质 Y。 如 果 行 列 式 的 两 行 (或 两 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 , 那 末 此 行 
列 式 等 于 零 。 例 如 ， 由 性 质 坟 各 性质 焉 易 知 


A Db ci tH bl Cr 
ka kb KCl =k ar bl ea =0, 
Ga bs Cs ts bs Cs | 


性 质 页 ， 如 果 行 列 式 的 一 行 ( 或 一 列 ) 的 元 未 都 是 两 项 式 , 那 末 此 行 - 
列 式 等 于 两 个 行列 式 的 和 , 例如 ， 


Ct a D+ hi Cit ei | bl Ci a BD 1 
tz be CL =|laz Ba cl |a be ca 
3 ,bs 全 3 Ca ps Ca 如 ba ca 


事实 上 , 如 果 按 对 角 线 法 则 计算 左 侧 的 行列 式 , 所 得 各 项 都 含有 两 = 
项 式 作为 它 的 因子 ， 乘 开 两 项 式 后 , 集合 含有 ai. ai.ci 的 各 项 , 即 得 到 右 
侧 的 第 一 个 行列 式 ， 集 合 含有 a1. bi, ci 的 各 项 , 即 得 到 右 侧 的 第 二 个 行 
列 式 . . 

性 质 杆 。 把 行列 式 的 某 一 行 (或 某 一 列 }) 所 有 的 元 索 同 乘 以 一 数 后 ， 
加 于 另 一 行 (或 另 一 列 ) 的 对 应 元 素 , 行列 式 的 值 不 变 - 

这 性 质 可 由 性 质 页 和 人 性 质 Y 推 得 . 例如 用 某 数 上 乘 行列 起 第 二 列 的 
各 元 素 , 然后 加 到 第 一 列 的 各 对 应 元 素 上 去 , 此 时 , 根据 性 质 克 得 


= 
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Oo 


ait kb Bb Ci ti Bb Ci Rb Bb Ca 
az 二 ka Bs cia|=|as be colt |gb: bs cal|; 
Ca 十 [Ba bs C3 ds pa Ca Ros ds Cs 


又 因为 等 号 右边 的 第 二 个 行列 式 中 有 两 烈 的 对 应 元 素 成 比例 , 根据 性 质 
Y ,这 第 二 个 行列 式 等 于 零 . 于是, 我 们 便 得 等 式 


at kb bh Cc a hb Cl 
dat kb bs Ca|= la bs C2 
tat kb ba Ca ta Ba Ca 


$1.4 行列 式 的 按 行 按 列 展开 


我 们 现在 要 和 莘 用 上 节 所 得 行 烈 式 的 性 质 来 简化 行列 式 的 计算 .为 
此 , 首先 引入 于 行列 式 和 代数 余 于 式 两 个 新 的 概念 . 

把 行列 式 中 基 一 元 素 所 在 的 行 和 列 划 去 后 , 留 下 来 的 行列 式 称 为 这 
行列 式 对 应 于 该 元 素 的 于 行列 式 。 例如， 
好 1 Ci 


2 bz Ca 
ta bs Cs 


行列 式 很 对 应 于 元 素 bs 的 子 行列 式 为 


起 二 


Hl ?| 
a2 Co| 


设 行列 式 中 某 一 元 袁 所 在 的 行 数 为 奔 , 列 数 为 了 ,将 对 应 于 该 元 素 
的 子 行列 式 屁 上 (一 了 所 得 的 式 子 称 为 对 应 于 该 元 素 的 代数 侠 子 式 . 
例如 ,行列 式 A 对 应 于 元 素 # 的 代数 余子 式 为 
Rl Cl 
2 C2 ’ 
因为 5 在 第 2 列 第 3 行 ,而 (一 D1 二 《一 1 = 一 1， 某 元 素 的 代数 余子 
式 , 我 们 用 这 个 元 素 前 大 写字 母 并 附 以 相同 的 下 标 来 表示 , 例如 元 素 @a 
的 代数 余子 式 用 4 pz 的 代数 余子 式 用 好 表示 , 其 他 依 此 类 推 ， 


吾 ; 一 一 
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定理 1 行列 式 等 于 它 的 任意 一 列 (或 一 行 ) 的 各 元 索 与 对 应 于 它们 
的 代数 余子 式 的 乘积 的 和 . . 
换 句 话说 , 我 们 可 以 按 某 一 列 ( 或 某 一 行 ) 展 开行 列 式 : 
A 二 At dds tds, 和 二 A 十 Bi+ ci0， 
A=bBtbBthBa A=asAst brBit CCCs 
A=cCtcaCst eC A=adst bsBst caCs. 
证 ”我们 只 项 证 实 第 一 个 等 式 , 因为 其 他 五 个 等 式 的 证 法 完全 相 
同 . 
用 对 角 线 法 则 展开 行列 式 A, 把 含有 元 素 g. 4az 和 es 的 项 分 别 括 在 
一 起 ， 并 将 公 因子 Cl ds 和 性 提出 得 
A= Abacs— hac — dhca— bac + oath cs — bd), 
但 Ai= bacs— bacs, As=— (bc ~ bat, ;= bics— bc, 
因此 第 一 个 等 式 态 = 4 和 十 482As 十 3 得 证 . 
例 ”将 行列 式 


A= | 一 1 


按 第 一 行 展开 , 并 计算 它 的 值 ， 
3 4 1] 4 
1 -| 2 5 
一 (6 一 20) —2(~2—8) +3( 一 5 一 0) = 一 27， 
结果 与 $1.2 中 用 对 角 线 法 则 所 算得 的 一 致 . 
定理 2 行列 式 蘑 一 列 ( 或 某 一 行 ) 的 各 元 素 与 另 一 列 ( 或 另 一 行 ) 对 
应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘积 的 和 恒 等 于 棱 . 
换 名 话说 , 正面 的 等 式 成 立 : 
biAit BoAdzst BadAa=0, ciAit cadst csAd:=0, 
Gil 有 到: 十 aaBet aBa=0, ciBit+ csBet cBs=0, 


w= 
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GaC1 十 GaCa 十 is 一 0， Ci 二 paCz 十 psCs 一 小 
G2 i+ bsBt Cat =0, tsAit baBi+ ca =0, 
和 didzsi|+ bh Bt ciCs=), gadA2t+ bsBzs+ csC;=0, 
tAds+h Bsat c=0, gsAdsat+ beBs C2 Cs=d, 


证 我 们 只 和 需 证 实 第 一 个 等 式 , 因为 其 他 十 一 个 等 式 竟 证 法 完全 想 
同 ， 

将 行列 式 A 中 第 一 列 的 元 素 az、 43 换 成 第 二 列 的 元 素 记 Bz、 bs 
得 行列 式 4 根据 性 质 醒 ,A 一 0， 另 一 方面 ,把 行列 式 A 按 第 一 列 展 
开 , 而 第 一 列 各 元 素 的 代数 余子 式 就 是 对 应 于 行列 式 A& 中 第 一 列 和 名 元 素 
的 代数 余子 式 A1, 42、 43, 因此 ,得 

At bads+t bys=0. 
例 计算 行列 式 


从 第 二 列 的 元 素 中 碱 去 第 一 列 对 应 元 素 的 2 倍 , 再 从 第 三 列 的 元 素 
中 减 去 第 一 列 对 应 元 素 的 5 倍 , 最 后 按 第 二 行 展开 得 ， 


2 3 4| 12 -1I-6 | 
125|=|1 0 0 i =—8. 
4 7 6 4 一 —14 


$1.5 三 元 线性 方程 组 
我 们 已 经 引入 了 三 阶 行列 式 的 概 铭 ,现在 可 以 讨论 如 何 利用 三 阶 行 
列 式 来 解 三 元 线性 方程 级 | 
A hy cs=d, 
Wzt + bay C2 = ds, C1) 
at hay Caz = ds 


16 解析 几 和 苛 [第 一 篇 ] 
的 问题 。 我 们 假定 , 这 方程 组 的 系数 行列 式 


dt Bb ci 
站 一 | ez bs ca 
Cs ba Ca 


不 等 于 零 ， 像 以 前 一 样 , 我 们 仍 用 41、A。、… 表示 行列 式 A 对 应 于 元 素 
02,“ 的 代数 余子 式 . 
我 们 以 4 4:、 4 分 别 乘 方程 组 (1 的 第 一 .第 二 和 第 三 个 方程 的 两 
边 , 然后 将 这 些 方程 加 起 来 , 得 : 
adit wadst asAda) r+ Ch At baAdst+ bada)y 
ticAltecsAstcad) 3s= At dsAst dsAa. 
根据 $1.4 的 定理 1 和 和 定理 之 ,上 式 可 写 为 : 
BT=dh At dAst dds;. 
应 用 同样 的 方法 , 可 以 从 方程 组 C1) 中 消去 上 和 之 或 了 和 和 y .因此 上 从 方程 
组 5 可 以 得 出 下 面 的 方程 组 : 
上 :7 一 人 4 二 did， 
A-:y= diBit+ dB2 + dsBs, (C2) 
A:z= 0+ dC daCs. 


从 方程 组 (1 可 以 推出 方程 组 (2), 因此 方程 组 (1 的 解 世 一 定 是 方 
程 组 (2 的 和解 ， 反 过 来 也 容易 证 明 , 方程 组 (2) 的 解 也 一 定 是 方程 组 (1) 的 
解 , 因为 从 方程 组 (2} 也 能 够 推出 方程 组 C1)， 事 实 上 , 以 cc 分 别 乘 
方程 组 (2) 的 第 一 .第 二 和 第 三 个 方程 的 两 边 , 然后 将 这 些 方程 加 起 来 ， 
得 ， 

ACarthytes)= dtaAdt+hB teed) 
+ dzcardat biBst eC tdstarAst biBst ciCs). 
根据 3 1.4 的 定理 1 和 定理 2, 上 式 就 是 : 
Mart+hyteaz) = dh. 
约 去 A( 计 0 , 即 得 方程 组 (1L) 中 的 第 一 个 方程 ， 用 同样 的 方法 了 地 可 以 推 
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出 第 二 和 第 三 个 方程 ， 这 样 的 两 个 方程 组 1 与 (2 叫做 等 价 的 . 

我 们 取 然 已 经 证 明了 方程 组 (1} 和 方程 组 (2) 是 等 价 的 , 因此 代替 解 
方程 组 (1) 可 以 解 方程 组 (2), 耐 解 方程 组 (2) 这 件 事 是 很 容易 的 , 只 要 用 
A( 二 由 除 一 下 就 可 以 解 册 . 

如 果 用 记号 A*.A,.Az 分 别 表示 方程 组 (2) 中 第 一 .第 二 .第 三 个 方 
程 的 右边 的 式 子 , 则 方程 组 <2) 可 写 为 。 

rT 一 访 z， 让 :二 六 yg， 起 :有 二 访 z. (3} 
这 里 Ar= dAiTdAst dA 是 把 A=aAl+ dAdst+ ddA; 中 的 
U1 Qa G3 撞 成 届 、 ds、 ds 后 得 到 的 , 因此 
dd 1 Ci 
Ar= | da Bs cz |. 
Ws Ba Ca 
这 就 是 说 , A: 是 一 个 三 阶 行列 式 , 它 是 把 行列 式 A 中 的 第 一 列 元 素 换 成 
1, dz. ds 而 得 到 的 . 


同样 的 考察 使 我 们 得 到 
a dd Ci ua bi A 
Ay= | ds Cel, Ax= | dz. bz ds 
a ds Ca Gs ba ds 
总 结 以 上 讨论 得 结论 如 下 : 
如 果 方 程 组 {1) 的 系数 行列 式 4 地 0, 则 方程 组 1) 有 了 玲 一 实 定 的 解 . 
Ar Ay _Ar 


其 中 A:、Av、 丰 是 把 行列 式 入 中 对 应 未 知 数 的 各 系数 换 成 (在 等 号 右边 
的 ) 常 数 项 后 的 三 阶 行列 式 . 
例 解 方程 组 
2xX—3y 十 之 十 1 二 00, 
十 十 Zz 二 6, 
3r 二 Ty~2z 二 一 ], 
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2-3 1| |1-40 1 4 
A=|1 1 1|=|1 1 1|=-|! {| =-2 
3 1-2| |5 30 
一 1 -3 1 一 1 一 3 1 
Ac=| 6 1 1|=| 7 40 =|_7 4 = 
-1 1-2| |-3-50 
2 -1 1 oo01| | ， 
As=|1 6 1|=|-1 7 1 -| } 7|=-46. 
3 —1 —2 “7 一 3 —2 
2 -3 1] |0 -5 —13 
As=|1 1 6|=|1 1 6 = | -|=-6, 
3 1-1| |o -2 —19. 
—23 _ -46_ 。 ,_ -69 


并 二 一 59 一 一 ]， 3 二 一 29 二 2 3 二 一 533 一 9. 


如 果 A= 小 但 AAA 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 则 方程 组 {1) 是 没 
有 解 的 . 因为 zx.yY、z 无 论 取 什么 值 均 不 能 使 方程 组 (37 满足 ,因此 方程 组 
(3) 亦 即 方程 组 (2 没有 解 ， 但 方程 组 (1) 的 解 也 一 定 是 方程 组 避 ) 的 解 ， 
现在 方程 组 (2 无 解 , 故 方程 组 (1 也 无 解 ， 

如 果 入 二 0, 上 且 Az 和 AAy 太 :也 均 为 者 ,这 时 方程 组 (1) 可 能 没有 解 ,也 
可 能 有 无 限 甸 组 解 。 这 两 方面 的 例子 都 不 难 找 到 ， 

例 1. 解 方程 组 

二 yy 二 Zz 三 1， + 2， 下 十 十 放 二 3 

关于 这 方程 组 , A=10.Az=Av=Axs:= 一 0， 很 显然 , 这 方程 组 中 的 三 个 
方程 是 惩 些 了 矛盾 的 , 因而 无 解 . 

例 2。 解 方程 组 

谦 十 3 十 一 1， 2x+2y+22=2, 37+3y+32=3. 
关于 这 方程 组 ,和 =0.Az>=4s = 和 :=0. 容 易 看 出 , 第 一 个 方程 
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莱 2 得 第 二 个 方程 , 第 一 个 方程 筠 3 得 第 三 个 方程 。 要 解 这 方程 组 只 要 
解 第 一 个 方程 就 行 了 , 因此 这 方程 组 有 无 限 多 组 的 解 ， 


8$1.6 齐 次 线性 方程 组 


先 讨论 含有 两 个 三 元 齐 次 线性 方程 的 方程 组 
人 
Qaxt Ft by Caz = 0. 
很 显然 的 , x 二 y= 二 二 0 是 方程 组 <1) 的 一 组 解 , 这 组 解 称 为 齐 次 线性 方 
程 组 的 零 解 ， 现 在 的 问题 是 ， 方 程 组 (1 除了 这 组 零 解 以 外 , 是 否 还 
有 不 全 是 等 的 解 ? 如 果 有 , 则 如 何 来 求 ? 下 面 我 们 分 两 种 情形 来 讨论 这 
个 问题 . 
-. 工 。 方程 组 (1 的 系数 所 组 成 的 三 个 行列 式 ， 


C1) 


a: 让 全 1 cj Bb! Ci 
Ws bs : Ha cz| bs Cz 
中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ,例如 第 一 个 不 等 于 零 . 
将 方程 组 (1 改写 为 


| dx + hy=— cz, 

如 2Y 十 bey = 一 CaZE， 
在 这 里 可 给 未 知 数 z 以 任意 的 数值 , 当 = 的 数值 给 定 后 , 则 方程 组 (2) 有 
唯一 的 一 组 解 , 这 组 解 可 以 利用 1,1 公式 (外 求 得 为 


C2) 


1 pi | a og 
Ca tz 水 二 和 时 和 时 
二 - , = (3) 
好 1 $1 ? 总 1 br 
[fo bs 2 bo 

— Cz | bi cy 人 之 C1 A 
因 二 ER = ， 

— C2 bzl Dba Ca da ~ Ca C2 dz 
故 53? 式 可 写 为 ， 


TT 一 
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| he 
ba Cs | 
一 Zs 三 六 ， (4) 
1 1 了 1 bh 
tz bs a2 bz 


其 中 的 可 以 取 任 意 的 数值 . 


亡 
日 交 = 下 ， 
全 A hi 
a bo 


则 得 七 一 天 


他 1 D1 


记 一 寿 ， 《9) 


dz D2 


其 中 让 是 任意 的 常数 ， 车 取 生 0, 便 得 方程 组 (1) 的 x、y,z 不 全 是 零 的 
解 , 叫做 方 程 组 C1} 的 非 老 解 .值得 注意 , 公式 (5) 的 三 个 行列 式 可 从 方程 
组 (1) 的 系数 表 

dl Et 

Ga ba C2 
中 划 去 相当 的 列 而 得 到 , 但 在 划 去 第 二 列 时 , 还 需要 对 调 所 得 行列 式 中 
两 烈 的 位 置 | 

以 上 的 结论 虽然 是 在 第 一 个 行列 式 不 等 于 零 的 假定 下 得 到 的 , 但 如 
果 第 一 个 行列 式 等 于 零 而 第 二 或 第 三 个 行列 式 不 等 于 零 时 , 结论 并 不 会 
改变 , 这 是 不 难 用 局 样 的 推论 来 加 以 证 实 的 ， 因 此 , 车 三 个 行列 式 中 至 少 
有 一 个 不 等 了 于 零 , 财 齐 次 方程 组 (1T) 的 解 由 公式 (5) 所 确定 ， 

工 。 三 个 行列 式 都 等 于 堆 ， 即 六 cz 一 上 ac 一 0， ercs 一 Cacli= 小 
A1ba— its=0. 这 时 方程 组 C1) 的 对 应 系数 成 比例 ， 因而 方程 组 41} 变 
成 一 个 方程 

+hyt+ cz 二 0. 
假定 有 一 个 系数 , 例如 gi 友 0D, 便 得 


r= 二 一 by es 
1 ” 
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其 中 yy 和 zz 可 取 任 何 数 值 。 因 此 ,车 三 个 行列 式 都 等 于 零 , 齐 次 方程 组 


OD 也 一 定 有 非 零 解 . 
解 方 程 组 xz 十 28 一 32 三 0，2r 十 3 十 之 一 人 0. 


例 1 
把 方程 组 的 系数 组 成 一 表 
1 2 一 
2 3 1 
依次 划 去 一 列 做 出 三 个 行列 式 
2 一 3 -3 1 1 2 
3 1 全 | 1 :| = 23| 7 


《中间 的 行列 式 是 对 调 过 两 列 而 懂 成 的 )， 按 公式 (5) 方 程 组 的 解 是 . 
X=1lik. y= —7k, z=—k, 


其 中 五 是 任意 的 . 
例 3. 解 方 程 组 2r 一 y 一 Sz 二 0,，4r 一 2y 一 10z= 二 0. 
把 系数 组 成 一 表 
2 一 1 一 5 
#4 一 2 一 10. 
竹 出 三 个 行列 式 
一 一 和 一 5 2 2 一 工 
医 | 1 et ?| | 
因此 , 方程 组 变 起 一 个 方程 ; 
2 一 中 一 5E 一 作 : 
如 果 用 2 除 第 二 个 方程 , 便 林 直接 看 出 这 结果 方程 组 的 解 是 
区 一 2 一 8E， 


其 中 x 和 有 z 可 以 取 任 和 柯 值 . 
现在 转 入 讨论 含有 三 个 三 元 齐 次 线性 方程 的 方程 组 


Cx hy+ c=0, 
HT bey + Cs2 =0, 
Mat 十 如 sz 十 女 3 总 一 个 ， > 


(6) 
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若 方 程 组 (6) 的 系数 行列 式 生 二 0， 按 841.5， 这 时 方程 组 只 有 唯 
一 的 一 组 零 解 ，+ 三 Y 一 了 二 小 由 此 可 得 出 一 结论 如 果 方 程 组 (6 有、 
y、 Zz 不 全 为 零 的 解 , 也 就 是 方程 组 上 6) 有 非 零 解 , 那 就 必须 么 =， 

反之 ,如 果 A 二 小 我 们 可 以 证 明 方 程 组 (6) 一 定 有 非 零 解 .现在 分 微 
两 种 情形 证 明 如 下 ，“ 

(I) 如 果 委 二 0, 但 它 的 子 行列 式 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 比如 说 
tr pi 
C2z ba 
在 这 个 条 件 干 , 方程 组 56) 的 前 两 个 方程 有 无 限 多 组 非 零 解 , 这些 解 由 前 
面 的 公式 (5) 所 确定 : 
bb! C1 
bs Ce 


0 


a oh 


区 二 在 (5) 


ts Dba 


容易 证 实 ,所 有 这 些 解 也 满足 方程 组 (6) 的 第 三 个 方程 ， 事 实 上 ,将 它们 
代入 方程 组 (6 的 第 三 个 方程 , 便 得 ， 


bi Cl A Cl 


dat day Cag -hla 一 C3 


ba Ce 


a1 hi j=£a. 
A2 Ue 


因为 入 =0, 所 以 结果 是 零 .， 因此 对 于 任意 的 大 ,公式 (5) 确 定 方程 组 (6) 
的 解 ， 如 果 上 半 0 则 这 组 解 是 非 零 解 . 

(II 如 果 A=0 且 它 的 子 行列 式 都 等 于 零 . 此 时 方程 组 (6) 中 前 任 
何 两 个 方程 的 系数 成 比例 ,因此 方程 组 6) 实际 上 只 有 一 个 方程 ， 显 然 ， 
这 样 的 方程 组 有 无 限 多 组 非 零 解 , 因为 可 以 给 两 个 未 知 数 以 任意 的 值 ， 
而 第 三 个 未 知 数 可 从 方程 组 的 一 个 方程 中 求 得 . | 

以 上 关于 方程 组 (6) 的 讨论 中 ,我 们 看 到 “方程 组 (6) 有 非 零 解 ”这 
个 结论 与 “条 件 A 二 0” 之 间 有 如 下 的 美 系 , “如 果 方 程 组 (6) 有 非 零 解 
这 个 结论 成 立 , 就 有 条 件 A 二 0”, 换 名 话说 , “如果 没有 条 件 么 一 由 方程 
组 就 没有 非 零 解 "， 这 样 ,条 件 A=0 叫 做 方程 组 (6) 有 非 学 解 的 
必要 条 人 忻 ， 又 “如 果 条 件 妨 =0 成 立 , 则 方程 组 (6) 一 定 有 非 零 解 ", 这 


Hs Ca 
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样 , 能 保证 方程 组 (67 有 非 零 解 的 条 件 入 =0, 咀 做 方程 组 有 非 零 解 的 完 
分 条 件 ， 所 以 , 条 件 和 一 0, 既是 方程 组 (6) 有 非 等 解 的 必要 条 件 , 又 是 充 
分 条 件 , 因 之 , 我 们 得 到 定理 ， 

齐 次 线性 方程 组 [6) 有 非 零 解 的 必要 与 充分 条 件 是 这 方程 组 的 系数 
行列 式 科 一 0. 
我 们 必须 注意 ， 一 般 来 说 , 基 一 结论 的 必要 条 忻 , 不 一 定 同时 是 充 
分 条 件 ,例如 “两 组 对 边 两 两 平行 ”是 一 个 四 边 形 为 甘 形 的 必要 条 性 ， 
但 不 是 充分 条 件 , 同样 , 某 一 结论 的 充分 条 件 并 不 一 定 同时 是 必要 条 件 ， 
例如 “每 边 各 长 在 寸 ”是 一 个 四 边 形 为 蒜 形 的 充分 条 件 , 但 不 是 必要 条 
件 . 、 
例 1. 解 方程 组 
a3y+ta=0, z+y+s=0, x+ —2z=0. 
方程 组 的 系数 行列 式 
2-3 1| 
A=|1 1 1|=-23 


3 1.—2 


不 等 于 零 、 因 此 , 所 给 方程 组 只 有 零 解 . 
例 3. 解 方 程 组 站 
xX+yta=0, 3r—y+2z=0, x—3y=(. 
方程 组 的 系数 行列 式 、， 本 
ad 
A=|3 -1 2|=0 
|1-30 


行列 式 A 的 子 行列 式 , 例如 
| 
. 3 -1 BM 
不 等 于 零 ， 解 前 两 个 方程 , 得 


~ 
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1 | | 1 1 : 


=3k,， y=% 二 
7 2 3 


1 1 


=— dé 
一 二 


其 中 天 是 任意 的 ， 取 天 和 0 就 得 所 求 方程 组 的 非 零 解 . 

” 例 3， 解 方程 级。 
rx—y+2=0, Sr~—2y+2z=0 3r—3y+3z=0. 

” 方程 组 的 系数 行列 式 - : 


1 一 1 
”A=|2 一 2 2|=0. 
3 一 3 3 


行列 式 A& 的 所 有 子 行列 式 也 都 等 于 零 。 因 此 ,方程 组 实际 上 只 有 一 个 方 
程 , 这 是 很 明显 的 , 只 要 用 2 除 第 二 方程 且 必 3 除 第 三 方程 就 会 看 得 出 
来 . 要 找 方程 组 的 解 , 只 要 解 第 一 个 方程 就 行 了 ， 由 此 获得 ， 

y= 十 儿 ， 


”其 中 过 和 之 是 任意 的 ， 


81.7 高 阶 行列 式 概念 


”二 阶 及 三 阶 行列 式 的 概念 , 可 类 伏地 推广 至 查 阶 或 更 高 阶 的 行列 

式 . 在 $1.3 中 就 三 院 行列 式 所 证 明 的 性 质 , 对 任意 阶 行列 式 也 完全 成 

立 。 但 是 必须 注意 , 对 于 四 阶 及 更 高 阶 的 行列 式 , 在 $1.2 中 讲述 的 对 外 

线 法 则 不 能 适用 , 因此 我 们 必须 用 § 1.4 中 按 一 行 (或 一 列 ) 展 开行 列 式 

的 方法 来 计算 高 阶 行列 式 ， 如 同时 利用 性 质 全 使 同一 行 或 同一 列 中 的 基 

些 元 素 为 等 , 则 计算 可 变 得 简单 些 ， 现 在 以 四 阶 行列 式 为 柚 说 明 如 下 
例 1. 计算 四 阶 行列 式 
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3 1 一 1 2 


解法 1。 在 这 个 行列 式 有 里， 第 三 : 行 有 一 -个 元 素 是 等 我 们 按照 
$ 1.4 的 定理 1 把 A 按 第 一 行 展开 ,得 


1 一 1 2 3 1 2 
. A=2( Dr 1 3 一 4| 十 1Lxf( 一 Dat | -5 1—4 
一 5 3 一 3 1 一 5 一 3 
3 1—1 
十 (一 1( 一 1)s | 一 5 t+ 3 
， 1 -5 3 
计算 出 三 个 三 阶 行列 式 , 就 得 从 


站 二 2 10 一 各 十 和 三 蝗 


解法 2. 如 果 应 用 行列 式 的 性 岳 砚 : 由 第 一 列 减 去 第 三 列 的 二 售 ， 
再 把 第 三 列 加 到 第 四 列 上 , 得 


-1 1 3-1 
A= 0 0 1 0 
. -5 -5 3 0 
根据 $ 1.4 的 定理 1 
5 I 1 
A=1Xx(—D3[—1l 1 一 1 =40， 
-5 —5 0 


”通过 上 述 的 例题 , 我 们 看 到 , 直接 应 用 § 1.4 的 定理 1 来 计算 一 个 
院 行 烈 式 , 还 是 比较 麻烦 的 ， 因 为 这 时 我 们 还 要 计算 许多 2 一 1 阶 的 行 
列 式 ， 鹿 际 计 算 时 我 们 常 先 应 用 行列 式 的 性 质 刀 ， 使 行列 式 的 某 一 行 
《或 某 一 列 ) 中 除去 一 个 元 素 外 ， 招 其 余 的 元 素 都 化 为 等 ， 然后 应 用 定 
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理 1 来 计算 . 
， 例 2。 计算 四 阶 行列 式 


古 一 


ca 四 和 
名 ho 避 必 
oo 四 和 
ca -3 


' . 7 3 、 . 
应 用 性 质 姓 ， 由 第 二 列 袜 去 第 一 列 的 二 售 , 由 第 三 列 减 去 第 一 列 的 
二 倍 , 由 第 四 列 减 去 第 一 列 的 三 倍 , 得 


2 0 0 0 os 
A=|4 6 3 5| -9 4 2 一 4| =296 
3—4 2 一 4 本 

4 3 一 3 


2 4 3 一 


第 二 章 “平面 上 的 直角 坐标 .曲线 及 其 方程 
§2.1 轴 和 轴 上 的 线段 


任意 一 条 直线 , 它 有 两 个 相反 的 方向 ， 我 们 可 以 随意 指定 其 中 的 一 
个 叫做 它 的 正 向 , 这 样 指定 了 正 向 的 直线 … 
称 为 轴 。 图 2.1 表示 一 个 轴 , 它 的 正 向 是 、 
外 左 至 右 的 。 为 了 表示 这 正 向 , 我 们 在 右 端 加 一 箭头 ，' 酌 21 

设 有 任意 两 点 4 和 万 , 用 直线 联结 4 和 有 吾 得 一 线段 .在 几何 及 力学 
的 许多 问题 中 , 不 但 线 眉 的 长 度 慎 得 福 意 ,网 时 线段 的 方向 也 有 闭 重 要 
的 意义 ， 这 就 是 说 , 认 清 A4 和 万 中 嘟 一 个 是 起 点 , 综 一 个 是 终点 这 件 事 是 
有 意义 的 .从 起 点 到 终点 的 方向 是 线段 的 方向 .有 方向 的 钱 段 时 向 有 向 
线段 . 以 A 为 起 点 , 五 为 终点 的 有 向 线段 ; 我 们 用 记号 闷 万 表示 它 ; 这 样 ， 
到 页 和 4 表示 两 个 不 同 的 有 向 线段 ;因为 有 了 和 吾 4 的 长 度 最 热 相 
同 , 但 是 AB 的 方向 是 类 4 到 如 ,而 吾 A 的 方向 是 从 记 到 AA: 

设 已 知 一 轴 . A4 和 B 是 该 轴 上 的 任意 两 点 . 这样 , 4B 便 是 办 上 的 有 
向 线段 了 .我 们 规定 这 样 一 个 数 叫 做 轴 上 有 向 线段 刀 的 什 , 这 数 的 编 
对 值 等 于 A 万 的 长 度 ( 这 里 当然 蛋 定 预先 已 指定 了 单位 长 度 ), 这 数 的 符 
号 则 这 样 决定 ， 如 果 AB 的 方向 和 轴 约 下 向 相 何 , 就 取 正 号 ; 如 积 有 A 如 
的 方向 和 轴 的 正 向 相反 , 就 取 负 号 ， -4 巨 的 值 我 们 用 记号 及 表示 . AB 
的 长 度 用 记号 |48| 吹 示 。 显 然 ,|4BI= Em 
84 但 48B= 一 BA. 


在 图 2.2 中 表示 著 一 个 轴 & 和 轴 上 4 Pp ee 
的 由 个 点 4 B.C.D, 瑟 .是 单位 长 度 . 疼 2.2: 


假设 点 4 已. C. 是 这 样 排列 的 。4 和 瑟 间 的 距离 等 于 2 ， C 和 DD 间 的 
距离 等 于 3 从 A 到 B 的 方向 和 轴 的 正身 相同 , 从 C 到 万 的 方向 和 
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办 的 方向 相反 在 这 种 情况 下 , 我 们 便 得 ， | 
AB=2, BA=—2, |ABI=|8A|=2; 

Cp=—3, DC=$, [CDIl=|DC|=3. 


如 图 2.3, A.B.C 是 轴 上 任意 三 4 a wo 
点 , 则 AB.BC 和 AC 的 值 4B.8C 和 一 
4C 间 成 立 下 面 关 系 式 ， 4 _C_B 
AB+BC=AC. GD 图 2:3 


值得 注意 , 这 关系 式 的 成 立 并 不 受 4. 忆 、 C 三 点 在 轴 上 排列 的 情 花 所 限 
制 。 因 此 , 要 证 明 这 关系 式 成 立 , 必须 证 明 它 对 于 一 切 可 能 的 排列 情形 
都 成 立 . 我 们 可 以 把 4, 娟 .C 在 轴 上 排列 的 情形 分 成 两 类 ，1 “AB 和 BC 
的 方向 相同 , 2" 有 4B 和 BC 的 方向 相反 . 下 面具 要 证 明 (1) 式 在 这 两 种 场合 
中 都 成 立 . 如 于 万 记 和 BC 的 方向 相同 ; 网 [AC)==|ABI+IBCI 有 EAB. BC 
和 4C 的 符 导 相同 , 因此 (1) 式 成 立 。 如 困 及 BB 和 BC 的 方向 相反 , 则 |AC| 
为 |4B 和 |BCI 之 差 . AC 的 答 号 和 万 B、 BC 中 较 长 者 的 值 的 符号 相同 . 因 
”此 , 根据 代数 中 的 加 法 原则 , 知道 (1) 式 也 成 立 . 
{DD 式 可 以 推广 . 设 A1, 4 43.….4x 是 轴 上 任意 的 关 个 点 , 则 
人 4、 有 :24s nr 的 值 4 人 dz Asds AniAn 间 成 立 F 面 关 
AiAs 二 Ad 二 -十 AAn_1An 二 AiAn. {2) 
事实 上 ,我 们 只 要 应 用 数学 归纳 法 并 利用 (1) 式 , (2) 式 便 可 得 证 . 


$2.2 直线 上 点 的 坐标 - 数 轴 


用 数 来 决定 点 的 位 置 的 方法 , 称 为 坐标 法 ， 是 解析 几何 的 出 发 点 
下 面 我 们 先 讲 一 种 用 数 来 决定 直线 上 ，  : 
点 的 位 置 的 方法 . | 
设 有 在 一 直线 . 首先 , 指定 它 的 正 -9 PP 
向 , 这 样 , 这 直线 就 成 为 一 个 轴 了 。 .时 3.4. 
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再 在 直线 上 任意 取 一 点 口 , 称 为 原点 . 此 外 , 取 定 一 单位 长 度 . 我 们 规定 ， 
这 直线 ( 轴 ) 上 的 任意 点 和 这 样 的 数 到 对 应 ， 这 数 + 等 于 这 灿 上 以 O 为 
起 点 ， 以 了 为 终点 的 有 向 线段 OP OP 的 值 OP， 
OP= 二 

这 数 z 称 为 直线 上 记忆 的 举 标 依照 这 种 规定 ,已 知 直线 上 任意 一 点 已 
必 有 一 确定 的 数 了 作为 它 的 坐标 . 反 过 来 , 已 知 一 数 工 , 可 在 直线 上 决定 
一 点 PP, 这 点 也 的 举 标 是 等 于 x 的 . 

如 果 这 轴 的 位 置 是 水 平 的 , 且 正 向 是 自 左 至 右 ， 则 容易 明 自 ， 在 点 O 
之 右 的 点 , 它们 的 坐标 都 是 正 数 ， 在 点 之 左 的 点 ,它们 的 举 标 都 是 负 
数 ， 点 0 的 毕 标 是 委 ， z 

上面 我 们 使 狼 科 首席 下 备 入 信 和 秆 Sy 了 一半 岂 济 关 末 所 调 到 
轴 , 就 是 这 样 的 直线 ， 这 直线 上 的 点 和 数 之 问 是 已 进 立 起 一 一 对 应 关系 
的 ， 


下 面 我 位 证明 一 个 很 有 用 的 公式 . 设 P, 户 是 直线 上 任意 两 点 , 也 的 
华 标 为 Xi 户 的 坐标 为 2, 则 互 玉 的 值 P 忆 等 于 ts 一 Xiy 即 


| Pb= Ta FI 一 (1 
证 明 根据 $2.1 的 (1) 式 
， UP+ PP= OPP, 
出 此 - PP= OP— OOP. 
但 OP:=— Ti, OP = = 
所 以 | PhP=r3—k1, 


例 已 知 直线 上 点 4 号 .C、 万 的 学 标 依次 为 5. 一 1, 一 8&.2, 求 4B、. 
CD 和 DB 的 值 及 长 度 。 、 
解 4 = 一 1 一 5 一 一 6， |AB|=6. 
CD=2—(—8)=10, |CDI=10. 
DB=—1—2=~3, JDBI=3. 
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$2.3 平面 上 的 点 的 向 卡 儿 直角 举 标 


在 直线 上 的 点 和 数 之 间 已 建立 起 一 一 对 应 关系 的 基础 土 , 我 们 再 讲 
一 种 用 数 来 决定 平面 上 点 的 位 置 的 方法 . 

在 平面 上 选 定 两 条 互相 垂直 的 直线 , 并 分 别 指定 这 两 条 直线 的 正 
向 ， 这 样 , 这 两 条 直线 已 成 为 两 个 轴 了 ， 按 任意 次 序 把 这 两 个 轴 编号 , 一 
个 称 为 第 一 轴 , 另 一 个 称 为 第 二 轴 ， 此 外 , 取 定 一 单位 长 度 (通常 , 两 轴 上 
取 同一 个 单位 长 度 ; 但 也 可 以 各 取 不 同 的 单位 长 度 .), 并 把 两 轴 的 交点 
作为 第 一 轴 的 原点 , 同时 也 作为 第 二 轴 的 原点 。 用 字母 马 表 示 这 共同 原 
点 . 这 样 , 按照 $ 2.2 所 说 明 的 方法 , 现在 这 两 个 辆 都 已 成 为 数 困 了 . 这 就 
是 说 , 第 一 轴 上 任意 点 已 有 确定 的 数 z 与 之 对 应 ; x 即 也 在 第 一 轴 上 的 
坐标 . 同样 地 , 第 二 轴 上 任意 点 刀 也 有 确定 的 数 》 与 之 对 应 , y 即日 在 第 
二 轴 上 的 坐标 | 

通常 ,第 一 轴 取 水 平 位 置 , 正 向 自 左 至 右 ， 第 二 轴 取 铅 直 位 置 , 正 向 
自 下 至 上 ， 第 一 轴 也 称 横 轴 或 了 轴 ， 第 二 加 也 称 纵 四 或 ， 轴 . 

现在 我 们 可 以 使 平面 上 任意 一 点 
村 的 位 置 用 两 个 有 一 定 次 序 的 数 来 决 
定 ， 过 点 姥 向 横 轴 作 垂 线 得 垂 足 已. P 
称 为 点 好 在 横 轴 上 的 投影 (如 图 
2.5)， 设 点 忆 在 横 轴 上 的 坐标 为 数 工 ， 
则 称 数 z 为 点 虹 的 摸 标 ， 同 样 地 , 过 点 
计 向 纵 轴 作 惟 线 得 慌 足 昌 , @ 称 为 点 . 
六 在 纵 轴 上 的 投影 。 设 点 日 在 纵 轴 上 :图 2.5. 

的 坐标 为 数 y, 则 称 数 y 为 点 开 的 纵 标 . 记号 必 (x, 四 表示 横 标 为 x 而 纵 
标 为 y 的 点 1 - 

依照 上 述 方法 , 当 平面 上 取 定 了 z+ 轴 和 轴 之 后 ,如果 已 知 平面 上 

”任意 一 点 村 的 位 置 , 则 点 村 的 举 标 7 .y 便 可 确定 ， 反 过 来 , 如 果 已 知 平 
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面 上 菜 点 肝 的 举 标 为 x,5, 旭 点 寻 的 位 置 也 可 确定 ， 方 法 是 这 样 的 ， 在 
横 轴 上 取 定 以 数 z 为 坐标 的 点 P。 在 纵 轴 上 取 定 以 数 y 为 坐标 的 点 日 ， 
过 户 作 平行 纵 轴 的 直线 . 过 @ 作 平行 模 轴 的 直线 这 两 直线 的 交点 即 点 
于 的 位 置 . 

上 上述 使 平 面 上 点 的 位 置 可 用 两 个 有 序 的 狼 ( 即 点 的 坐标 ) 来 决定 的 
方法 , 是 十 七 世纪 法 国 数学 家 币 卡 北 所 提出 的 , 因此 这 种 点 的 坐标 便 称 
为 平面 上 点 的 箔 卡 儿 直角 举 标 . 在 平面 上 取 定 x 轴 和 y 轴 而 使 平面 上 点 
前 位 置 可 用 它 的 坐标 x.z 来 决定 这 回 事 , 称 为 在 平面 上 导入 坐标 系 
XOy。 以 后 我 们 总 假定 平面 上 已 导入 坐标 系 XOy 而 不 再 声明 . 

必须 指出 ， 在 平面 上 导入 坐标 系 xOy 后 本 使 平面 上 的 点 和 一 对 有 
序 的 实数 5`y 之 问 建立 一 一 对 应 关系 这 件 事 是 有 头等 重要 意义 的 , 因为 
它 是 解析 几何 学 的 基础 . . 

z 轴 和 2 轴 都 称 为 坐标 轩 ， 两 轴 的 公 、 y 
夫 原 点 口 称 为 坐标 原点 两 轴 将 平面 分 
成 四 个 部 分 ， 这些 部 分 称 为 象限 ， 四 个 象 
限 有 一 定 的 次 序 . 在 正 的 + 半 轴 和 正 的 y 
半 轴 之 间 的 称 为 第 I 象限, 在 正 的 y 半 轴 . 
和 货 的 x 半 轴 之 间 的 称 为 第 工 象限 . 在 负 
前 工 半 轴 和 负 的 y 半 轴 之 间 的 称 为 第 王 | 
和 象限, 在 负 的 zy 半 轴 和 正 的 之 半 轴 之 间 的 - 图 2.6 
称 为 第 本 象限 (图 2.6). 

设 点 M 的 坐标 为 7.y， 如 果 x >0,y>0, 出 于 三 第 工 象 限 ， 如 果 
< 之 0,8 >0, 则 胖 在 第 二 和 象限， 如果 x 万 0, 了 去 由 则 对 在 第 王 象 恨 . 如 果 
>0,z<0. 则 好 在 第 本 象限. 

设 点 下 的 坐标 为 ,yy 根据 初等 几何 上 点 的 办 对 称 与 心 对 称 的 定义 ， 
则 易 知 点 (x ,yg) 与 点 (X,Y) 关于 工 轴 相对 称 : 点 (x,y) 与 点 (一 x 办 
关于 4 轴 相 对 称 ; 而 点 (zx ,办 与 点 (一 ,一 关于 原点 相对 称 . 


IC ctr) 


型 解析 几何 . [第 一 篇 


52.4 坐标 变换 问题 作 


平面 上 点 的 坐标 是 与 平面 上 所 导入 的 坐标 系 有 关 的 . 平面 上 同一 点 ， 
对 对 不 同 的 坐标 系 zOz 和 z'O'Y 会 有 不 同 的 坐标 7.y 和 xz 
所 谓 坐标 变换 的 问题 是 ; 平面 上 有 两 不 同 的 坐标 系 rOV 和 xz' On 
平面 上 任意 一 点 MM, 它 在 坐标 系 xOvy 下 的 坐标 是 x、y, 在 坐标 系 x Oy 
下 的 举 标 是 zy 6 2.7,x、y 和 x^y' 间 的 关系 如 何 ? 或 者 说 ,如何 用 
Ty “来 表示 和 vy? 反 过 来 , 如何 用 x、 Y 来 表示 x 和 8? 


“图 2. 7. 

我 们 可 以 设想 , 坐标 系 : 0O'y 是 由 学 标 系 x0Oy 经 过 两 种 运动 后 
所 得 到 的 (图 2.8). 

I 坐标 轴 的 方向 不 变 , 原点 从 口 移 到 OO'， 这样, XOy 先 运动 到 
x ”O'y”。 这 种 坐标 轴 的 运动 , 称 为 轴 的 平移 . 

2 原点 不 动 , 从 标 四 旋转 某 一 角度 这 样 , x” Dry 运动 到 OA。 
这 种 坐标 轴 的 运动 , 称 为 轴 的 旋转 . 

当然 , 也 可 设想 先 有 四 的 旋转 而 后 有 轴 的 平移 ， 结果 还 是 一 样 的 . 

下 面 我 们 分 别 来 讨论 ; 在 轴 的 平移 和 轴 的 施 转 下 , .2 和 xz ! 癌 的 
关系 如 何 ? 

I 。 轴 的 平移 | 

设 有 原点 不 同 而 轴 的 方向 相同 的 两 价 标 系 XOy 和 x 0O’y 。 为 方便 


喇 这 一 节 可 以 先 到 $ 4.9 的 前 面 讲 . 
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起 见 ,我 们 称 坐 标 系 xOy 为 旧 系 , 坐标 系 z“028 为 新 系 , 因为 可 以 设想 
新 系 是 由 旧 系 经 轴 的 平移 得 到 的 .点 0" 在 旧 系 下 的 举 标 设 为 4. 5, 在 
新 系 下 的 坐标 当然 为 0， 平面 上 任意 点 及 在 旧 系 下 的 坐标 为 x、y, 在 


新 系 下 的 坐标 为 z'.、y， 现 在 来 研究 爸 标 +x、y 和 光标 7'.# 间 的 关系 


(图 2.9) . 
” 刷 点 于 在 工 轴 和 xz" 轴 上 上 的 投影 顺 次 泡 己 和 局 ， 又 点 0 在 + 轴 上 的 投 

影 泳 A. 则 OP=rx,0’P’=x", 
O04 二 x， 根据 $2.1 前 (1) 式 得 ~ 


| OP=OA+AP. . 
但 AP=0'P', 7 
因此 DOP=O4+GOP .| 
即 t=at+r, 


用 同样 方法 可 得 p=b+y. 
这 样 我 们 就 得 到 了 在 辅 的 平移 下 ， 
用 新 系 的 坐标 家 示 旧 系 的 坐标 的 公式 ; 人 一 
| {= 4 ‘+a 
y=y 十 帮 
将 (了 D 式 移 项 便 可 得 在 轴 的 平移 下 用 但 取信 标 表示 新 系 坐标 的 公式 


下 二 + 一 a, 
、 y 一 站 一 六 - 

例 两 坐标 系 有 相间 方向 的 二. 流 则 系 的 所 O 关 于 新 系 的 生 标 是 
7. 一 5, 求 新 系 的 原点 0' 关 于 旧 系 的 坐标 . 

甫 已 知 点 0 关 于 新 系 的 坐标 是 :' 二 7.y 二 5, 关于 旧 系 的 全 标 
为 x 二 0.5 二 0， 设 点 0' 关 于 旧 系 的 坐标 为 a. 6, 则 由 (1 得 

站 二 于 一 X= 一 7 p=y—y =5. 
。 轴 的 旋转 
再 而 上 有 一 - 举 标 系 XOy。 现在 原点 O 不 动 ， 将 两 镍 都 旋转 a 角 ， 


(1) 


(2) 


对 . 粗 析 几 柯 .. | [第 一 箱 ] 
这 样 就 得 到 一 新 的 洗 标 又 xDO8 证 . 
面 上 任意 点 时 在 提 系 和 新 系 下 的 党 标 
顺 次 用 zz 和 zz 表示 . 现在 来 研究 
,坐标 了 和 坐标 5 z 间 的 美 系 ( 图 : 
2.107 . 
设 点 衣 在 工 轴 . ? 轴 、 工 轴 、2 
轴 上 的 投影 顺 次 为 己 、 包 . 忆 .和 则 . 
OP=7r,08Q0=y,0P’=7x ,0 =y. 
驻 设 <POM = 6, 则 
X=OP=|OM|-cos(a+0 =|ONM| cose cos0—|OM| sina sing. 
[OMIcos6 = OP 一 
lOM| sin6= P'M= 08: =#, 
+ T=7'C0S0— ysing, 
y= 08= PM=|0OM| sin(at0)= 
=| OM| sine cosg&+| OM| coga sing. 
Y 一 X'sing + ¥cosa. 
这 样 就 得 到 了 在 轴 的 旋转 下 用 新 系 坐标 表示 旧 系 坐标 的 公式 ， 
{= x COSA— -V'sine, ， 
多 二 Sin 十 Cosea. 


图 2.10 


sR 


-8 


为 了 获得 在 轴 的 旋转 下 用 旧 系 坐标 表示 新 系 坐 标的 公式 , 我 们 把 公 
式 (3) 中 的 两 个 等 式 看 作 是 两 个 关于 人.y 的 二 元 一 次 方程 把 这 两 个 方 
程 联 立 并 解 出 x“ 和 y“ 便 能 达到 目的 .但 也 可 这 样 来 推论 ， 新 系 是 由 旧 系 
旋转 a 角 所 得 到 的 , 反 过 来 旧 系 醒 本 由 新 系 旋转 一 a 角 得 到 ， 因 此 , 将 公 
式 (3) 中 的 新 旧 系 坐标 互 换 , 同时 以 一 “ 代 便 获 得 在 轴 的 旋转 下 用 上 
系 坐标 表示 新 系 坐 标的 公式 ， 。 -，， 


上 
下 一 二 COSC 十 sina, 


; _ (4) 
yy xnatycosa. 


便 “把 坐标 轴 旋 转 135" 后 , 点 末 (2,0} 的 举 标 将 如 何 ? 
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” 解 已 知 虚 弄 关于 困 系 的 坐标 ，z 一 2.y = 站 且 @ 一 135， 由 (得 上 
型 关于 新 系 的 坐标 为 
xz 一 2cos 135 一 一 3 in135 = 一 VE 


§2.5 两 点 间 的 下 帘 


设 有 两 点 Mi (zi， fi) 、 Ts ye). 现 
在 要 计算 这 两 点 间 的 卫 离 d= LMM D 


(图 2.1D. 2 Dd 
建 B. 


过 14)、 M4: 分 别 引 垂直 于 > 轴 的 直 
0 


缀 Mi4、M3 和 垂直 于 y 轴 的 直线 
六 LC、 中 . 延长 CM 与 BM 相交 于 NN， 
Ad 是 一 直角 三 角形 根据 商 高 定 


理 得 . 图 2.11 
MEINEAINM oD 
但 - MN|=|AB|, INM:|=ICD|, 
又 根据 §2.2 公 式 (D 有 
| AB=Xs x CD= nh. 二 (2) 半 
从 而 , (2) 式 可 写 为 | 
148P= (za 一 5， ICDP=(y—1). Re | 
将 (3) 式 代入 (1) 式 得 | : : 的 
_ | 一 十 (一 加 )2 
因此 | d=y 《za 一 了 和 十 (一 的 和 天。 


例 1.。 求 点 43， 必 和 点 46, 切 间 的 更 离 , 

解 d(T V5 

例 2， 求 点 用 (Xx， 玫 和 坐标 原点 Ol0, 轨 阿 的 拭 离 ， 
解 d=Vri + 
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§2.6 线段 的 定 比分 点 


在 某 一 辅 上 已 知 两 点 Mixzi J 和 有 Ms (xz, y2)， 设 点 形 在 同一 轴 上 
且 使 两 有 向 级 段 村 六 和 训 吨 的 值 之 比 等 于 A， 


MM 二 及 
MMM; 


求 点 术 的 坐标 和 vu 


这 县 ， :MM,, 型 二 垂直 于 钠 的 直线 及 叫 ， 入、 MP 及 要 家 于 5 轴 


的 直线 轩 @1、 人 a, MB. 


因 MPIMPI MP MON 全 
MOY MoQs( 图 2.12), 利 由 平行 强人 
间 请 强 自 的 比值 相等 这 性 质 , 我 们 得 


PP_ MM = 
PP MM; ’ 
QQ MM 一 下 和 
QQ: MM: . 六 可 
但 根据 $2.2 公式 人 1) 知 围 2. 地， 
PP=zx—2Y, PPa= rex, QO=y—y, 外 龟 : 一 拓 一 四， 
充 一 迹 1 yb 
因此 Tir hb yy 


解 出 xz、2， 便 得 分 点 好 的 坐标 公式 ， 


车 [A=] 即 点 对 为 线段 村 柄 的 中 点 时 , 得 中 点 坐标 公式 


十 yty 
工 一 -2 zy 一 2 


例 A(1, 区 和 刀 ( 一 1 人 为 商 已 知 点 ， 求 分 线段 AB 得 比值 为 1:2 的 
点 肝 的 坐标 . 
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解 1 =2 tl y= 和 4= 去 - 


1 
著 二 一 一 一 一 一 一 一 1 人 
1 二 3 t+ 二 3 


2 


2.7 平面 上 由 线 方程 的 概念 


在 初等 几何 学 中 ,我 们 只 研究 过 很 少数 的 曲线 ， 直 线圈 周 和 折 线 . 
但 实用 上 和 殴 要 我 们 研究 更 多 的 曲线 、 因 此 我 们 应 该 育 虑 初等 几何 学 更 完 
所 的 方 沽 , 以 便 广 泛 地 , 有 效 地 来 研究 各 种 曲 岳 的 形状 甸 特 性 ， 自从 管 卡 
此 揭 洛 了 使 平面 上 的 玫 伍 元素 (点 ) 和 一 对 有 序 的 实验 王 .7 (点 的 坐标 ) 
， 翅 闻 建 立 一 一 对 应 美 系 (§ 3.3) 的 方法 之 后 , 我 们 号 有 三 能 把 点 的 分 布 中 
的 包 何 尖 录 航 研 究 归 至 隆 它们 的 举 标 间 丹 代 准 关系 的 研究 ， 利 用 代数 来 
确 帘 几何 问题 , 这 是 一 个 新 的 方法 , 在 $2.5 一 2.6 中 ,我 们 已 初步 看 到 
了 这 方法 的 运用 ,我 们 将 会 看 到 , 这 方法 对 曲线 的 研究 来 赔 , 也 是 一 个 好 
的 方法 。 这 方法 是 解析 几何 学 的 基本 方法 ， 事 实 上 , 所 谓 “解析 几何 学 ” 
就 是 应 用 代数 方法 来 研究 几何 图 形 的 科学 ， | | 

为 了 可 以 用 代数 方法 来 研究 曲线 下 面 来 建立 平面 上 的 曲线 与 包含 - 

‘两 个 变量 的 方程 之 间 的 对 应 关系 . 

在 解析 几何 中 , 曲线 都 看 做 点 的 几何 罗 迹 ， 这 就 是 说 . 曲线 是 一 些 点 
的 集合 , 这 些 点 是 有 着 共同 的 性 质 的 . 以 t 和 y 表 示 定 曲线 上 的 任何 一 
点 关于 某 攻 卡 儿 坐标 系 的 坐标 , 我 们 人 异 助 于 工 和 8 间 的 方程 来 表示 曲线 
上 一 切 点 的 共同 性 质 . 这 样 , 便 形 成 了 变量 坐标 z 与 y 间 的 方程 . 定 曲线 
上 任何 点 的 坐标 都 满足 这 方程 , 而 不 在 曲线 上 的 任何 点 的 坐标 则 不 满足 
它 ， 这 方程 称 为 该 曲线 的 方 和 性， 方程 中 所 含有 的 坐标 工 和 32 称 为 流动 坐 
标 

所 以 凡 变 量 过 与 y 各 的 方程 为 定 曲线 上 的 任何 点 的 坐标 所 满足 ， 
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而 不 在 定 曲 线 上 的 任何 一 点 的 坐标 都 不 满足 它 ,这 样 的 方程 称 为 定 身 线 
的 方程 ， 

下 面 举 几 个 说 明 建立 已 知 曲线 的 方程 的 例子 . 

例 1， 求 平分 坐标 系 xOy 中 第 了 和 Dp 
第 卫 象 限 的 两 直角 的 直线 (图 2. 13 中 直线 
AB) 的 方程 . 

从 初等 几何 知道 ， 角 的 平分 线 是 到 角 
的 两 边 有 等 距离 的 点 的 几何 轨迹 。 所 以 平 
分 线 4B 上 的 各 点 到 两 坐标 轴 的 距离 相 
等 。 因此 对 于 平分 线 4B 上 的 任何 点 M(x 
幼 成 立 等 式 |g|=|x|, 图 213 

其 次 , 平分 线 4B 上 任何 点 的 横 标 和 纵 标 有 相同 的 符号 , 因此 横 标 和 
纵 标 相等 ， 这 性 质 是 直线 4B 上 的 一 切 点 的 共同 性 质 , 且 只 有 直线 4B 上 
的 点 才 有 这 性 质 , 把 这 性 质 用 方程 的 形式 表示 为 z=y 或 5 一 y=0. 这 就 
是 所 求 的 平分 线 的 方程 ; 直线 4 下 上 任何 点 的 坐标 都 满足 这 方程 , 而 不 在 
直线 4 召 上 的 任何 点 的 坐标 决 不 满足 这 方程 ， 

例 2.。 求 平分 坐标 系 zOg 中 第 工 和 第 本 象限 的 两 直角 的 直线 (图 

2.13 中 直线 CD) 的 方程. 
和 前 讽 英 做 ,直线 CD 上 任何 点 与 两 从 标 辆 的 距离 相等 但 是 直线 
. CD 上 的 点 在 第 象限 时 , 有 正 的 纵 标 和 负 的 横 标 ， 而 在 第 W 象限 时 却 ， 
相反 . 因此 这 直线 上 的 一 切 点 的 共同 性 质 是 ， 这 些 点 的 横 标 与 纵 标的 绝 
-对 值 相 等 而 符号 模 反 ， 


Y 


. | . 
二 一 y 或 zx 十 y= 二 0 ， _ 


这 俩 中 直 线 CD 的 方程 

- 例 3. :联结 两 点 4(1， 分 和 如 (一 一 3, 和 得 一 线段 才 万 ， 求生 直 且 平分 
7 万 的 直线 的 方程 
。 从 初等 几何 知道 :所 求 直线 是 与 点 4 和 点 距离 相等 的 点 的 几何 轨 


的 
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迹 . 
设 册 iY,#) 为 直线 上 任意 一 点 ， 按 $2. 5 两 点 间 的 距离 4 公式 得 ; 
AMI=v(r D+ (Gy 0, 
IBM|=V tr T+ A. 
国 14 李 |=|Bi|， 
所 以 vir—D)+t{y—n) =y(r 3) +(y — 4d. 
显然 ， 凡是 这 垂直 平分 直线 上 的 点 的 坐标 是 能 满足 这 方程 的 . 如 果 点 不 
在 这 直线 上 , 则 它 的 坐标 不 能 满 是 这 方程 ， 这 是 因为 这 点 与 点 4 和 点 B 
距离 和 不 等 的 缘故 . 
反 这 方程 的 两 边 平 方 且 花 乔 , 间 所 求 垂直 平分 线 的 方程 为 
27—y+5=0. 
全 4 一 直线 平行 于 轴 且 在 x 轴 的 上 方 ， 距 x 轴 有 2 单位 长 的 中 
离 ， 求 这 直线 的 方程 
明显 地 , 这 直线 可 看 做 纵 标 等 于 2 的 点 的 几何 轨迹 , 即 
J 二 2 或 yy 一 2=0. 


这 便 是 所 求 直 线 的 方程 . 
例 5.， 求 中 心 在 点 C(&, 如 ,半径 等 于 有 R 的 圆 的 方程 ， 
从 圆 的 定义 知道 ,这 圆 是 和 点 C 的 距离 等 于 忆 的 一 动 点 的 几何 轨 
迹 ， 设 于 (7x, 为 图 上 尾 意 一 点 , 则 


:CHM|= 
但 ICMI=V (xr a) + (yb)s, | 
因此 Vr— a +(y— b= 


两 边 平方 消 陈 根 号 , 得 中 心 为 点 (&, 四 ,半径 等 于 忆 的 圆 的 方程 为 ; 
{x—a) +(y—b)= PR? 
特别 是 , 车 中 心 为 坐标 原点 , 即 a= 二 56=0, 则 贺 的 方程 为 ， 
r+ y=R’. 
”上 面 看 到 , 曲线 可 由 它 的 点 的 坐标 间 的 方程 来 表示 ， 反 过 来 , 变量 
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工 各 了 间 的 方程 一 般 说 来 是 表示 曲线 , 这 曲线 上 点 的 坐标 + 和 满足 这 
方程 . 

两 符 标 了 和， 间 的 方程 FCr_y) -0 表示 二 曲线 ， 这 曲线 是 坐标 
满足 这 方程 的 点 的 几何 轨迹 . 

忆 知 一 方程 如 何 作出 这 方程 所 表示 的 遇 线 ? 在 解析 几何 学 中 为 了 
解决 这 问题 而 采用 的 基本 方法 是 描 点 法 .方法 是 这 样 的 ， 完 设 定 工 为 某 
些 确定 值 ,把 这 些 值 逐一 代入 方程 中 算出 对 应 的 y 值 (如 果 设 定 z 来 计 
算 xz 比 较 方便 的 话 , 当然 也 可 以 反 过 来 做 }、 这 样 每 一 对 对 应 的 数值 是 曲 
线 上 -点 的 坐标 ， 其 次 , 按 已 算得 的 点 的 坐标 把 各 点 描 下 来 7 最 后 , 通过 
各 点 作 一 平滑 的 罗 线 ， 这 种 描 点 法 虽然 不 是 一 个 很 完善 的 方法 但 越 它 
”是 解析 几何 学 中 第 案 作 图 欧 一 个 基本 方法 , 因此 , 我 们 还 总 应 该 给 如 迷 
分 遭 袖 ， 下 本 于 举人 他 具体 例子 来 说 明 这 方法 - ti $1 

` 例 ” 作 方 特 上 = xz 一 2r “3 的 轨迹 . 

解 上 户 算得 洲 租 砚 拓 做 舌 列 成 下 才 ， 

2 描 点 .7 
3 过 得 凡 联 成 曲线 (图 2.14). 


ST ns 
= 


图 2.14: 


有 几 种 方程 的 特殊 形式 值得 讨论 ， 
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0) 方程 中 可 能 仅 含 一 个 变量 ,但 也 确定 某 蔓 线 ， 例 如 上 面 例 4 中 
方程 ! 一 2 一 0 便 确定 了 一 条 平行 于 工 轴 的 直线 ,方程 十 1=0 确定 了 
一 条 平行 于 zy 轴 的 直线 ， 

(2) .假如 方程 F(x,y) =0 的 左 侧 可 以 分 解 为 几 个 因子 ， 那 末 令 各 
因子 分 别 等 于 堆 , 获得 几 丫 新 的 方程 , 而 每 个 方程 表示 某 一 条 曲线 ， 例 
恕 ,方程 开 一 太一 0 即 ( 人 十 功 ( 作 一 押 一 0 表示 一 对 真 线 工 十 9=0 和 站 一 Y 
=0, 即 坐 标 角 的 两 条 平分 线 ， 

(3) 方程 矿 (z,y)=0 所 表示 的 几何 轨迹 可 能 是 一 个 或 几 个 孤立 点 
组 成 的 ， 秽 如 , 方程 rz 十 所 =0 只 者 示 一 点 O(0,. 0)， 方程 (rx? 一 ?十 
(y7 一作 :二 0 所 对 应 的 及 何 轨 迹 是 由 中 点 ~ 

(1, 2), (1, 一 2 (一 1,2), (一 1, 一 和 2 
组 成 的 . ， 

(4 最 后 还 有 一 种 可 能 情况 : 方程 F(x,y) =0 不 表示 任何 的 几何 执 
迹 , 例如 方程 ?十 六 十 1 二 0 不 能 为 任何 实数 值 的 坐标 x 和 yy 所 满足 这 
时 我 们 说 ， 这 方程 对 应 于 点 的 虚 轨 溢 , 

村 对 兴 的 两 类 问 是 是 肯 几何 的 两 个 本 内 是 

、 作 为 点 的 几何 轨迹 的 曲线 已 知 时 , 如 何 建立 它 的 方程 ， 

Ii. 两 坐标 z 和 2 之 间 的 方程 已 知 冉 , 如 何 作出 它 所 表示 的 曲线 . 

以 后 我 们 将 对 一 些 比较 简单 而 常用 的 曲线 和 方程 加 以 研究 . 


§ 2.8” 两 曲线 的 交点 


设 x,y) =0 是 有 曲线 后 的 方程 ，9(x,y) = 0 是 井 线 五: 的 方程 
Sla, 四 是 所 和 KK: 两 曲线 的 交点 . 

因为 S 是 以 和 KK 的 弃 点 ， 所 以 S 应 该 是 所 上 的 点 ， 同 时 也 是 Ke 上 
的 点 . 因 比 , a. 8 应 同时 满足 方程 f(x,) =0 和 z(x,y) =0， 这 就 是 说 , 4、 
8 是 方程 组 


也 了 解析 有 条 只 草 
{A =0, Gy 
p(x, y)=0 

的 解 . 

反之 , 车 a. 8 是 方程 组 CH 的 实数 解 , 则 以 4.8 为 坐标 的 点 S 必 为 曲 

线 K 和 kK 的 交点 ， 因 此 为 了 要 找 两 曲线 的 交点 , 必须 把 两 曲线 的 方程 联 

立成 一 方程 组 . 这 方程 组 的 每 一 组 实数 解 给 出 一 交点 . 值得 注意 , 如 果 解 

中 有 不 是 实数 的 ， 则 这 一 组 解 并 不 纵 出 奕 点， 因为 平面 上 点 的 学 标 总 是 

实数 . 

” 例 1. 求 下 列 方程 所 表示 的 昭 线 的 交点 


, x—7y+25=0, 
x+y =25. 
解 将 所 给 方程 联 立 得 一 方程 组 
| 人 —?7y+25=0, 
ry =25. 
解 此 方程 组 得 两 组 解 . 


他 {2 =3, 
= 2 一 二 
所 玉 交点 为 (全 3.3 人 
- 求 下 列 方程 所 表示 的 曲线 的 交点 ， 
- 2xz? 十 372 一 35, 
3 -= 0, 
解 将 所 给 方程 联 立 得 方程 组 
: 人 至， 到 | 
3r’—4y=¢. 
解 此 方程 组 得 四 组 解 : 


(2 [2 
3 一 3 “#3 
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-, 2 - 
= 可 1052, 二 一 他 1057, 
志 9 ， 是 


《2, 3) 和 (一 2; 3) 是 两 昌 线 的 交点 。 后 两 组 解 并 不 给 出 交点 . 
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第 三 章 ”直线 与 二 元 一 次 方程 
在 本 章 中 ,我 们 将 确定 二 元 一 次 方程 和 直线 河 的 关系 , 并 研究 各 种 
不 同形 式 的 直线 方程 及 有 关 直 线 的 一 些 问题 。 - 
$3.1 过 定点 有 定 幸 率 的 直线 方程 


为 了 便于 确定 直线 的 位 置 ,下面 先 米 说 明 直 线 的 斜率 这 概念, 并 讨 
论 如 何 计 算 直线 的 叙 率 . 


对 3.1 


设 有 一 直线 与 + 轴 相 交 , 交点 为 4. P 是 在 z 轴 上 是 在 4 点 右 方 的 
一 点 , 而 全 是 在 直线 上 上 且 在 上 半 平 面 的 一 点 ， 角 w= 《P48 叫做 这 
直线 对 于 工 轴 的 倾角 . 

如 果 直 线 平行 于 x 轴 , 则 它 蕊 对 于 z 轴 的 倾角 认为 等 于 替 . 因此 对 于 
任 一 直线 都 有 0< ez<xyx 的 关系 . 
一 直线 对 于 z 轴 的 倾角 的 正切 , 巴 做 该 直线 的 圭 率 ， 我 们 常用 上 表 
示 和 斜率 : 1 - 
此 一 tg a. 
直线 的 斜率 是 解析 几何 学 中 重要 概念 之 一 , 
” 注意 , 平行 于 工 办 的 直线 ， 其 斜率 一 0 因为 4 = 人 0， 与 + 轴 成 锐角 的 


[第 三 章 ] 直线 与 二 元 一 次 方程 哲 
直线 (图 3.1, 刀 ,其 斜率 >0( 因 为 锐角 的 正切 是 正 值 ); 与 工 轴 成 钝 角 
的 直线 (图 3.1 ,分 ,其 斜率 二 0( 因 为 钝 角 的 正切 是 负 值 )， 垂直 于 工 办 的 
直线 设 有 斜率 , 因为 直 前 的 正切 是 不 存在 的 ， 

已 知 一 一 直线 通过 点 入 CY an 和 点 MaCzo 52), 问 这 直线 的 斜率 等 
”于 多 少 ? 

自 对 :、 1 疝 了 轴 引 每 线 11 A、 MB, 向 yy 轴 引 亚 线 M0C、 MaD. 延长 
CH 与 BMz 相 交 于 提 ( 图 总 .2), 则 


图 3.3 
QH， cp 
4 
但 CD= Wz Pm AB= 点 z 一 壮 1， 
“ Hr 
故 kr (1) 


上 面 假定 zs 二 xi， 如 果 zs=zi 刚 直线 垂直 于 > 轴 ， 因此 斜率 不 看 
在 . 

在 中 ) 式 中 ys 与 zs 与 2 可 同时 互 搞 和 而 不 政变 斜率 天 的 值 . 
已 知 真 线 上 两 点 的 坐标 来 确定 直线 前 斜率 时 ， 晓 一 点 的 坐标 作 z、 fs 
一 点 的 党 标 作 xx、 2 是 可 以 任意 的 . 

现在 我 们 来 讨论 : 设 有 一 直线 ， 它 的 斜率 为 4， 县 过 定点 
iotzogo， 应 怎样 建立 这 直线 的 方程 。 

设 于 (7,9) 为 所 设 直线 上 4 外 的 任意 一 点 ， 再 4 点 的 坐标 必 注 足下 
列 方程 ， 


ee 
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儿 -4 

另 一 方面 ,不 是 所 设 直线 上 的 点 , 一 定 不 能 满足 方程 (2)， 因 为 不 是 
所 没 直 线 上 的 点 与 Mo, 联接 后 所 成 的 直线 的 斜率 , 是 不 会 等 于 的. 

现在 已 经 看 到 , 所 设 直 线 上 除了 用 ,外 的 一 切 点 , 均 能 满足 方程 (2)， 
而 且 也 只 有 这 种 点 才能 满足 方程 (2). 

方程 (2) 尚 不 能 作为 所 设 直 线 的 方程 , 因为 尚 有 1 这 一 点 的 坐标 不 
能 满足 它 ， 但 是 我 们 注意 到 ， 当 x 二 xo 时 , 方程 (2) 与 方程 


， (2) 


y— y=k(x —xo) (3》 


是 一 致 的 ， 当 x = zo 时 , 方程 (2) 没有 意义 , 而 方程 (3) 则 给 出 y 一 yo。 这 表 
示 在 方程 (2) 的 轨迹 中 加 入 (zo,y0) 这 一 点 , 便 是 方程 (3) 的 轨迹 . 因此 方 
程 3) 是 所 设 直线 的 方程 了 . 

方程 (3) 称 为 直线 的 点 斜 式 方程 . 


§ 3.2 直线 的 斜 蕉 式 方程 


设 一 直线 与 乡 轴 的 交点 为 (0: 昌 ， 则 我 们 称 数 5 为 该 直线 在 3 轴 上 的 
截 距 ， 同 样 地 , 设 一 直线 与 x 轴 的 交点 为 (a, 0)， 则 我 们 称 数 a 为 该 直线 
在 z 轴 上 上 的 截 上 距 ， 截 距 可 为 任何 实数 , 正 的 . 负 的 和 零 都 可 能 . 

。 设 有 一 科 率 为 上 的 直线 , 它 在 3 辅 上 的 城 距 为 ， 建 立 这 直线 的 方 
程 ， 

因 这 直线 的 斜率 为 上 且 通 过 定点 

(0, 如 ;根据 直线 的 点 余 式 方程 得 。 
y— b=R(r—0), 


即 
3 一 处 十 下 《了 | 
方程 (1) 称 为 直线 的 余 蕉 式 方程 . 直 图 3.4 . 
线 方程 的 这 一 形式 是 最 常用 的 , 因此 我 们 必须 熟悉 它 ， 在 斜 葵 式 方程 
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中 ,等 号 在 侧 只 有 一 项 , 且 y 的 系数 为 1 , 等 号 右 制 z 的 系数 表示 该 直 
线 的 斜率 , 而 常数 项 表示 该 直线 在 y 轴 上 的 截 距 . 

此 外 , 还 有 一 点 需要 说 明 ， 函 数 y 二 x 十 9 做 线性 函 教 ， 但 根据 上 
面 的 讨论 , y= 人 十 4 表示 斜率 为 上 ,在 y 轴 土 的 截 距 为 的 直线 的 方 
程 ， 所 以 , 线 懂 汪 数 的 图 形 是 一 条 直线 ， 特 别 当 6=0 时 , y= 用 表示 x 与， 
是 成 正比 且 比 例 系数 为 上 的 两 个 变量 , 它 的 图 形 是 通过 原点 而 射 率 为 
天 的 一 条 直线 . | 


例 1。 已 知 一 直线 的 斜率 为 5 而 它 在 y 轴 上 的 截 距 为 一 全 ， 求 该 
直线 的 方程 、 
此 地 6= 一 和 ,k=5. 所 以 所 求 直线 的 方程 是 


ci 2* 
.Yr 


例 2， 已 知 一 直线 对 于 x 轴 的 倾角 为 -了 且 通 过 原点 , 求 它 的 方程 . 


此 地 6=0, = k=tga=1. 
所 以 所 求 直线 的 方程 是 
下 一 了 。 
$3.3 直线 的 两 点 式 方程 


设 币 1 Cr 9、 MaLxzs V2) 为 两 个 相同 的 点 ， 建 立 通过 这 两 点 的 直线 
的 上 方程， “ | 

若 T1 二 Xas 则 直线 平行 y 轴 , 因此 它 的 方程 为 x 二 x 

车 yy 二 yz, 则 直线 平行 + 轴 , 因 此 它 的 方程 为 # 二. 

下 面 的 讨论 中 , 我 们 把 上 面 的 两 种 情形 除外 , 即 xj 和 xX: 同时 yy 二 ys. 
因 x: 十 yz 直线 不 平行 y 轴 , 故 直 线 有 确定 的 斜率 , 设 为 上 由 8$ 3.1 公式 


《1 知 4 一- 一 又 因 直 线 通过 点 (x, In)， 引 用 直线 的 点 射 式 方程 


tT 
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乡 一 四 = 其 二 要 (x 一 2zD， ， 


即 


二 . (1) 
1 8 一 2 X21 : 


(1) 式 种 为 直线 的 两 点 式 方 和 


§ 3.4 直线 的 截 历 式 方程 


设 有 一 直线 ， 它 在 过 轴 上 的 截 距 为 @， 在 3 轴 上 的 截 距 为 ， 且 & 和 和 
占 均 不 为 零 ， 求 这 直线 的 方程 

因 这 直线 在 x 轴 上 的 截 距 为 a ,在 jy 轴 上 的 截 距 为 5, 故 知 这 直线 
通过 (2 四 和 (0 站 两 点 ， 又 因 如 二 0 六 二 0， 所 以 可 以 引用 直线 的 两 点 式 广 
程 ， 由 此 得 


即 


(1 趟 称 为 直线 的 截 距 式 方程 
例 化 直线 方程 3 一 5% 十 15 一 0 为 堆 
距 式 并 作 图 ， 此 直线 的 截 距 式 方程 尖 


-5 3 


图 形 如 图 3.5 所 示 ，  . ， 国 35 


53.5 直线 的 一 般 方 程 


直线 和 一 次 方程 之 间 有 着 密切 的 联系 ， 这 种 联系 可 用 下 面 的 定理 来 
表达 . 
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定理 ”任何 丰 线 都 可 用 一 个 含有 变量 x 和 y 的 一 次 方程 来 表示 ， 反 
之 ,任何 含有 变量 x 和 yz 的 一 次 方程 都 表示 一 直线 . 

证 平面 上 所 有 直线 可 分 成 这 样 的 两 类 ， 平 行 于 zy 辅 的 和 不 平行 
于 g 轴 的 . | 

平行 于 yg 轴 的 任 一 直线 , 必 和 工 轴 相 交 . 设 交点 为 (4.0)， 则 该 直线 
可 用 一 次 方程 x = 4 形 示 。 

不 平行 于 y 轴 的 任 一 直线, 必 林 用 作乱 式 表示 而 负 才 式 也 是 一 次 
方程 

这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 

合 有 变量 x 和 yy 的 一 次 方程 可 写 为 4 十 By+C=0, 其 中 A.B.C 
为 任 痢 常 数 , 但 44. 吾 不 能 同时 为 零 ， 我 们 用 y 的 系数 召 来 把 所 有 的 一 次 
方程 分 成 两 类 ，B 二 0 和 B 寺 0，. 

属于 B=0 这 一 类 的 一 次 方程 具有 形式 Ax 十 C 一 0， 这 里 移 4 二 0, 否 
则 4. 上 8B 同时 为 堆 了 .但 4x 十 C=0 表 示 一 平行 于 y 轴 的 直线 , 这 直线 在 


z 轴 上 的 截 距 为 一 对. 


B+#0NN, Ar + By+ C= 0 可 化 为 = 号: 号 与 斜 堆 式 相册 
较 , 知道 后 一 方程 表示 一 不 平行 于 轴 的 直线 . 这 直线 的 斜 素 为 一 各, 它 
在 # 轴 上 的 裁 蝶 为 一 C， 

定理 全 部 证 毕 ， 

由 于 一 次 方程 和 直线 间 有 着 定理 中 所 说 的 那 种 密切 的 关系 , 因此 我 
们 把 一 次 方程 4z 十 By 十 C=0 叫 做 直线 的 一 般 方程 . 


车 一 次 方程 4z 十 By 十 C 一 0 的 系数 4. 吾 .C 中 有 一 个 或 两 人 为 办 
时 , 所 表示 的 直线 是 怎样 的 ? 下 面 我 们 来 讨论 这 个 问题 ， 


1 4A=0.B+0.By+C=0, 即 y= 一 与. 这 方程 表示 一 平行 于 工业 


A itt hd i na 上 nr 


有 解析 几 柯 [第 一 篇 I 
(C+ 内 或 与 + 轴 重 合 CC 一 人 0 的 直线 ， : 
2 A40.B=0,. Axr+C= 0, 即 x 二 一 也 . 这 方程 表示 一 平行 于 3 


轴 《C 夺 中 或 与 y 轴 重合 (C= 站 的 直线 . 
3” 及 和 0. 电 和 0 而 C=0、Ax++ By 一 0， 这 方程 表示 通过 原点 , 射 率 


A 
为 一 分 的 一 条 直线 . 


， 83.6 两 直线 的 交角 


如 图 3.6, 4 及 3.6,6, 直 线 (1) 和 (II) 为 两 已 知 相交 直线 ， 把 直线 
《IT) 鲍 交点 S 回转 使 它 第 一 次 合 于 (II) 时 所 需要 转 的 角度 称 为 直线 
《I 到 直线 (1) 的 角 ， 直 线 ( 了 ) 回 转 时 可 按 正 的 方向 也 可 按 负 的 方向 ， 
茵 此 5 I) 到 (ID 的 荫 就 有 正 负 两 个 ， 这 两 个 角 的 绝对 值 之 和 等 于 z， 因 
此 , 如果 纺 是正 的 , Bo 是 负 的 , 则 有 


i— P= x 或 而 一 友 一 ta, | (1) 
图 3.6 ,4 就 是 这 种 情形 . 反之 , 如 果 兵 是 负 的 , 8 是 正 的 , 则 有 
- 一 一 全 = 一 无 或 + 不 二 6,, 1) 


图 3.6, 6 就 是 这 种 情形 . 


J . 《10 . 


® 图 3.6 


值得 注意 ， 这 两 个 第 的 正切 是 相等 的 因为 
teBs=tg( + Ax)=tgA. C2) 


- 
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求 出 外 和 钢 中 的 任 一 个 后 , 其 他 一 个 也 容易 得 到 , 所 以 下 面 我 们 讨论 
如 何 求 这 两 个 角 中 的 任 一 个 角 就 够 了 . 
设 直线 (I) 的 方程 为 y= 十 Bb, 直 线 ( 了 I 的 方程 为 y 二 + 十 .以 
4 胡言 线 4I ?对 民 轩 的 倾角 , 9 表 直 钱 ( 贡 ) 允 工 轴 的 价 角 ,6 才 示 直线 
《IT 到 直线 (II) 的 角 ( 图 3.7， 于 是 
at+8=@", 
0=a'—@, 
如 果 直 线 CI ) 和 直线 (IT 不 委 直 的 话 
则 


_. :tea —tge 
tgO=tg(a a); 1+tgatgoa” 。 
但 tga =k, tge’=k"\ . 
因此 得 着， 本 . -图 3.7 
tg0 = A 和 《32> 


由 公式 (3) 求 得 tg6 后 , 要 定 绝对 值 不 大 于 x 的 角 9 尚 有 汤 种 可 
能 , 一 个 正 角 和 一 个 负 免 , 它们 的 绝对 值 之 和 为 zx. 事实 上 , 这 两 个 角 就 是 
前 面 所 说 的 负 和 6， 因此 照 理 都 可 作为 直线 CI) 到 直线 (I1) 的 角 , 但 
实用 上 , 照 惯例 是 取 正 值 的 角 . 

《外 式 所 定义 的 角 是 身 率 为 衣 的 直线 到 钙 率 为 的 直线 的 角 [ 凤 直 
线 (I ) 到 直线 II) 的 角 ]， 若 问题 在 于 两 直线 的 交角 而 不 提 到 次 序 来 讨 
论 它 们 , 那 末 可 以 随意 建立 它们 的 次 序 . .这 就 是 说 , 我 们 可 以 随意 选 定 一 
直线 的 斜率 为 不 而 另 一 直线 的 斜率 为 所 然后 应 用 公式 (3). 

例 球 两 直线 y 一 2 一 3 和 3z 十 8 一 2=0 的 交角 . 

若 沼 所 给 的 次 序 排 定 两 直线 的 次 序 ; 那 末 直线 (IT ) 的 镍 率 =2， 站 


线 (ID 的 斜率 如 = 一 3 按照 公式 53) 得 ， 


一 3 一 2 


tgh=T+t) 


三 ]， 


因此 
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§ 3.7 两 直线 平行 及 商 直 线 重 直 的 条 件 


设 已 知 商 直线 的 土 率 为 在 和 8 有， 我 们 用 ia 和 者 示 这 两 直线 对 于 工 

. 轴 的 倾角、 昌 然 ,只 有 当 = qz 时 , 阶 就 是 当 tgar = tgez 时 ， 这 两 条 直 

线 才 能 平行 ,但 tgei 二 友 ，tges 二 ko, 所 以 我 们 知道 两 直线 平行 的 条 件 
是 它们 的 圭 率 相等 . 

设 直线 上 及 直线 工 ;的 方程 分 别 为 4.x 十 Biyg 十 Ci=0 及 Azr 十 

Bsy+ Cs=0. 如 果 A1 二 p45,Bi = LBs, 其 中 4 是 不 为 符 的 任 一 常数 , 则 

工 及 IL; 平行, 事实 上 ， 由 B,= pjB， cp 二 站 推 知 , Bi 及 Bz 必 同时 为 等 或 同 

时 不 为 零 . 当 至 及 B: 同时 为 零 时 , 这 时 Li 及 上 Lz 均 平行 于 5 轴 , 凤 而 

彼此 平行 ， 当 B 及 Bs 同时 不 为 条 时 , 这 时 工 ! 及 工 ; 的 和 斜率 分 别 汶 一 


-全 及 = 一 仿 . 但 全 = 次 =- 鲁 放 h= 记 因而 LY 


Lz. 例如 直线 一 3y 一 ?7=0 与 直 绕 2x 一 6y 十 5 一 0 是 平行 的 , 因 # 二 二 


其 次 , 如 果 两 直线 互相 蛋 直 , 则 = -各 于 是 


Las- 三 一 Ctga 一 一 二 一 下 


由 此 得 乓 各 一 一 1， 所 以 两 直线 芍 直 的 条 件 是 它们 的 作 率 的 委 积 等 于 一 1. 
例 1。 一 直线 通过 点 (1， 2 县 下 行 于 直线 中 一 3 二 1 一， 建立 这 直 
线 的 方程 ， 


因 直 线 2x 一 3y +1= 0 的 人 这 名 多 ,要 所 丙 直线 平 行 的 条 件 知 半 
求 直线 的 笠 率 请 一- 应 用 直线 的 点 斜 式 方程 , 所 求 直线 的 方程 为 ，- 
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一 二 (7 


即 
: 27 一 338 十 4 三 0. 
例 2. 一 直线 通过 点 (一 1, 1) 且 垂直 于 直线 37 一 4 十 2 一 由 建立 这 
直线 的 方程 
因 直 线 3r 一 zy 十 2=0 的 斜率 下 一 3, 根据 两 直线 答 直 的 条 件 , 知 所 求 


直线 的 斜率 k= 一 志 ， 应 用 直线 的 点 斜 式 方 程 , 所 求 直 线 的 方程 为 
y 一 1= 一 告 (x+)， 


即 ， 
十 3y 一 2 二 人 0, 


53.8 点 到 直线 的 距 商 
已 知 一 直线 | 和 一 定点 Mk(xu 如), 求 点 胎 到 直线 ! 的 下 离 ， 


设 已 咎 直线 ! 的 一 般 方 程 为 
Ar+t+By+ 人 C=0. : C1) 
自 点 MM 作 7 的 如 直线 ;并 设 垂 足 Ms 的 坐标 为 2. zz. 
先 设 直线 / 不 与 了 轴 平 行 (图 3.8,0), 此 时 二 0. 由 于 MMzL1， 
所以 它们 的 持 率 互 成 负 倒 数 , 即 
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_X—X1_ 4 
zz 一 了 1 BB 
或 
We Ti #2 
A .BB: 
设 公 比 为 x; 则 
. za=X+ Ar, 瑟 三 及 十 吾 +， (2) 
因 点 用 ;在 直线 ! 上 ,所 以 它 的 坐标 zz. 应 满足 方程 (1), 故 有 | 
AlritANDt+BtB) C0 
从 而 得 . . 
__ AritBni+C 
A A+B 3) 


设 点 好 :到 直线 7 的 距离 为 4, 则 


‘d= (Xa— x1 + (ya — gy1)?., 
把 (2 代入 上 式 ,并 应 用 (3), 得 所 求 的 距离 ， 
_ Axl+ B+ 
d= | | (4) 
其 次 , 设 直线 /与 y 轴 平行 (图 3.8,5), 容易 直接 推 得 
一 人 
好 一 | =+ 4 | 


而 当 B==0 时 ,公式 (如 就 成 为 上 式 , 所 以 不 论 直线 7 是否 平 行 于 yy 轴 , 公 
式 ( 少 都 是 适用 的 . 
例 求 点 (4, 1D) 到 直线 5x 一 12y 一 60 二 0 的 距 高 . 
， 和 解 ” 应 用 公式 C4), 所 求 的 办 离 
5x4—12x1—60 


|| 


83.9 直线 柬 
通过 某 点 的 所 有 直线 的 全 体 称 为 直线 划 . 而 它们 的 共同 点 称 为 束 的 中 心 . 


he 
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我 们 已 经 知道 ,通过 点 (zxw 扣 1) 而 斜率 为 下 的 直线 的 三 程 为 : 

y— Jo= (xr— ro, C1) 

如 果 把 方程 (1} 中 的 无 看 作 可 能 取 任 何 实 数值 的 所 谓 和 参数 , 那 末 这 方程 表达 天 过 点 
tray 的 一 切 直 线 t 除 了 平行 于 # 轴 的 - -条 直线 ), 因此 方程 1 表示 以 点 Cro, 加 ?为 
中 心 的 直线 东 . 

直线 东 的 中 心 有 时 不 是 直接 知道 的 , 而 是 由 属于 束 的 两 条 真 线 所 决定 的 .当然 ， 
在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 先 找 出 束 的 中 心 (rogoi5 这 就 是 先 计 算出 两 已 知 直 线 的 变 
点 的 举 标 }, 然后 应 用 (了 1) 式 写 出 直线 束 方程 ， 但 我 们 也 可 世 不 必 先 计算 于 的 中 心 的 
坐标 就 直接 写 出 直线 东 的 方程 .下 面 所 要 研究 的 就 是 这 种 方法 , 

已 知 直 线束 中 的 两 条 直线 


Aix+Biy+C=0 和 AsrtBy+ C=0, 


求 直线 束 的 方程 ， 
我 们 将 指出 , 方程 


ArtByt+CtaAlAar + Bay+t+ Ca)=0 《2 


就 是 所 要 求 的 直 钱 束 方程 其 中 表示 可 取 任 何 实数 值 的 参数 ， 

首先 , 我 们 注意 到 ,方程 (2) 中 性 的 系数 及 i 十 44 及 8 的 系数 Bi 十 4B: 不 会 同时 
为 零 . 因为 , 如 果 同 时 有 有 县 A4s 一 0 及 忆 二 4B 一 0, 则 A= 一 4As, B= 一 AB 这 
天 示 所 给 的 两 条 直线 是 平行 的 , 与 它们 属于 同一 直线 东 的 假定 痢 盾 。 因 方程 < 人 中江 
的 系数 及 y 的 系数 不 同时 为 零 , 故 方程 (2) 关 于 变量 了 上 及 # 的确 是 一 次 方程 , 它 对 于 
尾 何 值 六 必 民 表 直 线 ， 

其 该 , 设 已 知 两 直 钱 的 变 点 为 (gog 即 44ro 十 五 加 十 加 二 0 和 Azxot Bsaye 
+ 二 则 方程 (2 所 表 的 直线 也 一 定 通 过 这 点 Cxo,go, 这 是 因为 

Airot Biyo+ Cit+AtArrot Bay Ca) =0 

的 缘故 ， 这样, 无论 4 取 什 么 实数 值 , 方程 (2) 都 表示 属于 以 点 《xo,y0) 艇 中 心 的 直线 
东 的 直线 ， 最 后 可 证 明 , 适当 地 选择 方程 (人 中 的 让 可 获得 直线 东 中 任 一 直线 的 方 
程 

设 ia,B) 是 平面 上 的 在 意 点 ， 由 方程 (2 所 代表 的 直线 要 通过 这 点 , 其 条 件 是 (er， 
有 要 满 是 方程 (2) ,就 是 当 

站 二 BiB 二 C1 +AtAza i+ BB + Coe) =0 

的 时 人 息 。 由 此 得 知 , 取 


ee ee 
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3 er BC 


Aiat BB oC 
代入 方程 避 ) 便 可 获得 通过 任 合 秒 定 点 i&, 坟 的 鼎 线 力 程 . 
车 点 : ,六 ! 在 直线 Azr 十 BB 二 人 一 0 上. 却 坟 参数 4 就 不 能 通 选 定 , 再 此 只 上限 
于 这 种 场合 太 才 不 能 选 定 ， 因 此 使 方程 避 ; 中 的 ji 有 取 “切实 整 值 时 , 便 夫 示 直 线 末 的 
一 要 再 到 ,但 直线 且 s7 十 召 s# 十 已 .一 各 是 吹 一 的 和合 如. 
例 -直线 通过 类 几 变 直 线 2 一 3 一 1=0 和 入 一 一 2 二 由 的 葡 焉 且 入 让 于 
直线 = 工 ， 建 立 这 直线 的 方程 
防 东 租 线 的 方 代 可 写 做 形式 : 
2 一 38 一 [十 4 一 站 一 人 二 站 . 


或 
(2 十 3 四 天 二 一 3 一 人 一 1 一 26=0 (3) 

由 户 程 (31 夺 去 示 的 本 线 , 它 的 冬 素 是 

6= 人 你， 
站 抒 炒 直线 乘 直 于 直线 5 二 必须 性 辣 一 一 1， 这 时 得 闪 ; 

2+34__ 1 

3 二 2 ， 
于 是 


2 二 34= 一 3 一 1 4 一 5 A= 一 字 ， 
拒 白 求 到 的 值 4 代入 方程 避 ) 并 化 简 , 恒 获 得 所 求 直线 的 方程 为 
7 十 了 YY =0, 


第 四 章 ”圆锥 曲线 与 二 元 二 次 方程 


在 笛 卡 儿 坐标 系 下 , 由 二 元 二 次 方程 
Ar’:+Bry— Cr+ Dr+Eytr=0 (1) 

所 确定 的 曲线 , 称 为 二 次 曲线 ， 这 类 曲线 也 称 为 国 锥 曲线 了 . 方程 (1) 串 
做 一 般 二 次 方程 ， 如 果 给 方程 (1) 中 的 系数 4A、 如 .C.D、E、 厂 以 各 种 不 
同 的 数值 (但 4、.B.C 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 否则 它 就 不 是 二 次 方程 
了 ), 便 可 得 到 各 种 不 同 的 二 次 曲线 .， 

在 本 章 中 ,我 们 将 研究 三 种 二 次 曲线 ， 相 圆 ( 圆 可 看 作 是 椭圆 的 特 
例 )、 双 曲线 和 抛物 线 ， 此 外 , 我 们 将 讨论 利用 坐标 变换 来 简化 二 次 方程 
的 方法 . 


$4.1 加 的 一 般 方程 
在 82.7 中 已 经 看 到 , 中 心 在 (全 半径 为 尺 的 圆 的 方程 是 


(Xa) +ty b= RR. (1) 
将 方程 人 中 的 括 弧 展开 并 移 项 , 得 着 
r+y —20r~2hyt( (a+b — RR’)=0. (2) 
如 果 令 
D=—2a, E=—2b, F=@+b—R’, 
则 方程 (2) 就 成 为 


xX?2+y Dri+Evyt+F=0. {3) 
方程 ( 引 称 为 贺 欧 一 般 方 程 . . 
由 方程 (3) 看 到 ,图 是 由 二 次 方程 表示 的 ， 但 反 过 来 , 并 不 是 任何 二 


中 ”如果 用 不 通过 正 贺 锥 面 的 顶点 的 平面 央 截 正 加 处 面 , 则 所 得 的 截 靖 就 是 这 类 二 次 
曲线 . 


i et de et 
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次 方程 都 表示 图 ， 实 际 上 , 从 方程 (3) 我 们 看 到 , 在 圆 的 方程 中 , 关于 坐标 
平方 项 xz 和 y? 的 两 系数 相等 , 而 坐标 的 培 积 项 xy 的 系数 等 于 零 . 反 
过 来 说 ,如 果 一 个 二 次 方程 满足 这 两 条 件 (rz 和 y? 的 系数 相等 而 项 xy 
消失 ), 那么 一 般 地 说 , 这 方程 表示 一 个 圆 , 因为 用 x? 项 的 系数 来 除 , 就 
可 把 原 方程 化 成 形式 (3) 的 缘故 ， 在 特殊 情况 下 , 具有 这 两 条 件 的 二 次 方 
程 也 会 表示 零 半 径 的 圆 (就 是 一 点 ) 或 者 虚 圆 . 

所 以 按 己 知 的 二 次 方程 的 形状 , 我 们 可 以 判别 它 是 否 表示 圆 , 例如 ， 
方程 

ZX2 十 22 一 2r 十 48 一 4 一 人 
表示 贺 ， 这 是 因为 , 在 这 方程 里 举 标 平方 项 的 系数 相等 , 量 坐 标 乘积 项 
消失 . 如 果 希 望 绘 出 这 圆 的 话 , 我 们 必须 先决 定 它 的 中 心 的 坐标 和 半径 
的 大 小 ， 为 此 , 我 们 将 已 知 方 程 化 成 方程 (1) 的 形式 . 
T2227 十 1 十 gy 十 4y 十 4 二 4 十 1 十 4， 
(x —D)?+(y+2)’=3., 

把 最 后 的 方程 与 图 的 方程 (比较 便 看 出 a=1, 8= 一 2 中 =3. 所 以 图 
的 中 心 是 点 (1, 一 分 而 图 的 半径 等 于 3， 从 此 , 我 们 就 可 以 用 圆规 作出 这 
个 圆 . 


8 42 椭圆 及 其 标准 方程 


与 两 定点 的 距 商 之 和 等 于 定量 
的 点 的 轨迹 称 为 梢 圆 ( 这 定量 必须 
大 于 两 定点 闻 的 距离 ), 两 定点 称 为 
椭圆 的 焦点 . 

为 了 建立 椭圆 的 方程 , 我 们 来 
设立 玲 标 系 .用 下 ,Fr' 表示 焦点 . 把 
通过 天 ,的 的 直线 作为 了 轴 有 ， 线 
段 FF 的 中 成 作为 坐标 原点 , 设 


1 
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IFFI=2c; 则 下 及 FF 的 坐标 顺 次 为 c ,0 及 一 c.0( 图 4.1)， 
设 形 ( 人 ,好 为 椭圆 上 任意 一 点 , 则 

1Eal=wv(z 二 oz 十 严 ， 
IF'MI=y (xr + ce) + yr. 

按 粒 圆 的 定义 ,和 | 严守 | 十 | 本村 | 是 一 定量 .以 24 表示 这 定量 , 就 得 

EM 十 FI=2e 
即 


Vr—c) ty + rie) iy =20. (1) 

为 了 使 所 得 的 杭 贺 方程 取 最 简 形 式 , 必须 消去 方程 (1) 中 的 根 号 , 因此 我 
们 作 下 面 一 系列 的 运算 : 

V(r-oity =20—v(r te) ty, 
Ti—2crio y= da dav (ri+e) ty r+2ocr te y’, 
cr 十 CE 一 EX tec)ity, 
CxOmcr+ a =a(r*+2cr + co —y?), 

(a — crtay :=a(e— ce). (2) 

因 |FM|+TIF MI>|FF, 妈 242>2c,a>c; 而 妇 一 c 为 一 正 数 . 
我 们 用 靖 表示 这 正 数 ， 


b= a — ee, ~ (3) 
用 (3) 式 代入 (2) 式 得 
pr ay = ap. {4) 
用 zz 天 除 ( 必 式 两 端 , 就 得 棋 圆 的 方程 
五 + 条 =1,，. (5) 
称 为 椭圆 的 标准 方程 . 


$4.3 椭圆 形状 的 讨论 
下 面 我 们 来 讨论 , 由 方程 


i 
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2 
a pb: 二 1 (1) 
所 表示 的 梢 丽 的 形状 是 怎样 的 . 
方程 (]) 可 写 为 
y 一 土 之 Vm5 一 7 (2) 


方程 (2 表明 ， 作 为 酉 圆 上 的 点 ， 它 的 横 标 必须 满足 关系 2 去 22， 即 
一 es<rsd， 因 只 有 当 并 取得 这 样 的 数值 时 , 对 应 的 纵 标 5 才 为 实数 ， 
而 平面 上 才 确 实 有 对 应 的 点 存在 ， 作 平行 于 y 畏 的 直线 PQ 及 RS, 它 
们 的 方程 顺 次 为 + 二 4 及 + 二 一 &， 则 上 面 的 讨论 表明 , 椭 贺 上 的 点 ,不 
会 在 直线 PQ 的 吉方 ,也 不 会 在 直线 尼 S 的 左 方 . 将 方程 {1) 写 为 


一 士 公 瑟 一 gf2. (3) 


作 平 行 于 xz 轴 的 直线 RQ@ 及 
SP, 它们 的 方程 分 别 为 y= 二 5 及 
zy= 一 五 经 相仿 的 讨论 ,我 们 可 
以 肯定 , 椭 贺 上 的 点 ,. 不 会 在 直线 
RQ 的 上 方 , 也 不 会 在 直线 SP 
的 下 方 . 综合 两 方面 的 讨论 , 得 出 
结论 ， 酮 贺 上 的 点 , 不 会 在 矩形 
PQRS 的 外 部 (图 4.2). 1 图 4.2 
方程 (1} 中 仅 含 变量 yy 的 偶 次 莫 ， 因此, 若 Wa(zuga 是 权 贺 上 的 点 ， 
则 Hzzru 一 乓 也 是 粮 加 上 的 点 .因为 ,车 xj 满足 方 程 (), 则 1、 
一 记 也 狂 足 方程 (1 但 (zu 与 (ro 一 执 ) 是 对 称 于 工 轴 的 点 ; 由 此 可 
知 , 该 梢 圆 是 以 之 轴 为 对 称 办 的 ， 同 样 , 因 方 程 (全 仅 含 变量 r 的 惕 次 寡 。 
因此 , 若 Wilru2z) 是 畏 贺 上 的 点 , 则 Ms 一 zug 也 是 酉 贺 上 的 点 ,但 
(ru 的 ) 与 (一 4 是 对 称 于 2 轴 的 点 ， 由 此 可 知 , 该 椭 图 也 以 了 轴 为 对 
称 轴 . 又 方程 (1) 中 同时 仅 伟 变量 x 的 偶 次 署 和 变量 yw 的 偶 次 之 , 因此 ， 
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车 Mixwg) 是 椭 贺 上 的 点 , 则 My 一 t+1, 一 可) 也 是 椭圆 上 的 点 .但 
Mu 的 与 及 (一 1 一 是 对 称 于 黎 标 原点 口 的 ， 由 此 ,该 策略 也 对 
称 于 坐标 原点 口 . 

椭圆 有 有 两 对 称 轴 ， 焦 点 所 在 的 对 称 轴 称 为 焦点 轴 ， 两 对 称 负 的 突 
点 , 称 为 本 圆 的 由 心 ， 对 称 轴 与 椭圆 的 交点 称 为 酉 圆 的 顶点 。 由 方程 (1) 
所 表示 的 椭 图 , 它 的 对 称 轴 合 于 xz 轴 和 y 轴 , 焦点 轴 合 于 x 轴 , 它 的 中 心 
即 坐 标 原点 , 它 的 项 点 为 Ala,00),A (一 gq, 们 .B00, 扫 ,B'(0, 一 加 ， 寺 
为 在 方程 (3) 中 令 y= 二 0, 个 得 着 x 一 土 a, 在 方程 (2) 中 令 x =0, 便 得 着 
二 土 5。 焦 点 轴 上 两 顶点 问 的 线 自 4A'4 称 为 椭圆 的 长 轴 ， 另 一 对 称 轴 
上 两 顶点 间 的 线段 B'B 称 为 椭圆 的 短 轴 .， 长 轴 的 长 |4 A|=2&, 短 轴 的 
长 |B'B|=25、 量 4 和 5 上 顺 次 称 为 稀 轿 的 长 半 轴 和 娩 半 轴 . 

椭圆 的 对 称 性 大 大 地 减轻 了 我 们 作 图 的 工作 ， 便 如, 我 们 先 作 出 方 
程 (1) 在 第 I 象限 中 (x >0,y 关 人 0 
的 图 形 , 再 根据 对 称 性 , 便 可 获得 
整个 椭圆 的 形状 了 . 为 此 , 我 们 取 

y= + Vg. (4) 
当 x 从 0 增加 到 a 时 , gy 相应 地 
从 5 减少 到 0. 如 此 我 们 得 着 图 
4.3 中 召 4 这 一 段 曲 线 .再 由 椭 
圆 的 对 称 性 , 便 获 得 了 整个 燃 贺 
的 形状 如 图 4.3 所 示 . 


比值 < 称 为 椭圆 的 离心 率 ， 通常 以 e 表 之 ， 


_e _ 

| e=. (5) 

这 里 a 是 长 半 轴 ，c 是 椭 图 中 心 到 任意 一 个 焦点 的 距 离 。 因 c<z， 
所 以 e<1, 也 就 是 ， 每 一 个 椭圆 的 离心 率 必 小 于 1。 由 (5) 式 和 妈 . 2 的 
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(3; 式 得 


a 他 a 
由 此 得 
/oY 
e=y 1 (2) 
| Bb_ 记 ~ 
和 zl 
当 商 能 点 重合 , 即 c= 时 , E= 二 04,8 二 4， 这 时 方程 届 ) 变 为 
r+ 如 =1 (6) 
本 a 和 
即 ， 和 2 十 3 一 好 2 


方程 (的 表示 以 至 标 原 点 为 中 心 , 半径 为 & 的 圆 ， 所 以 说 , 贺 是 椭圆 的 特 


1 一 所 逐渐 减 小 ， 过 也 逐渐 减 小 这 说 明 , 离心 率 愈 大 , 则 椭圆 您 鼻 平 ， 
所 以 离心 蛮 表 征 出 襟 图 的 形 


是 椭圆 的 标准 方程 , 这 椭圆 的 
两 对 称 轴 是 x 思 和 yy 轴 , 长 半 
轴 为 a , 短 半 轴 为 6, 焦点 在 xz 
轴 上 (图 44. 

著 酉 区 仍 以 两 坐标 轴 为 对 称 轴 , 长 半 轴 仍 为 &, 短 半 辅 仍 为 二 ， 但 焦 
点 在 # 畏 上 , 则 椭圆 的 标准 方程 为 


徊 + 刀 = (7) 
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方程 (7]) 是 和 将 方程 (1) 中 的 变量 工 和 zy 互相 交换 所 得 到 的 5 图 4.5). 

例 设 有 椭圆 , 它 的 中 心 在 原点 ， 
焦点 在 3 轴 上 , 并 且 c= 二 4, e=0.8, 试 
求 这 个 椭 加 的 方程 . 

解 出 e= 生 一 0.8， 得 4 一 5. 

叉 如 一 4 一 C2 一 2 一 16 一 9， 

得 5=3., 

代入 标准 方程 {7), 得 所 求 的 椭圆 方程 
为 - 


$4.4 双 曲 线 及 其 标准 方程 


与 两 定点 的 距离 之 差 等 于 定量 的 点 的 轨迹 称 为 双 曲 线 ， 这 两 定点 
称 为 观 昌 线 的 能 点 , 

为 了 建立 双 曲 线 的 方程 , 象 $4.2 那样 来 设立 坐标 系 , 用 丈 ' 及 瑟 
表示 焦点 . 把 通过 FF 的 直线 作为 x 轴 , 线段 后 下 的 中 点 作为 坐标 原 
点 . 设 | 严 百 =2c, 网 严 及 吾 的 举 
标 顺 次 为 一 C.0 及 cf 图 4.6)， 

设 肌 (x, 四 为 双 曲 线 上 任意 一 
点 , 则 . 
[FM oTy, 

IF'MI=y{r + ce) +y, 

按 双 曲线 的 定 头 ,|FM| 与 FF' 太 | 的 
差 是 一 定量 . 以 24 表 这 定量 , 就 得 
(图 4.6) 


[FMI—IF MI= +20, 
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即 V(r— ety —v(rto)+y mt. (1) 
为 了 使 所 得 的 双 有 曲线 方程 取得 最 简 形 式 , 必须 消去 方程 (1) 中 的 根 号 , 因 
此 我 们 作 下 面 的 一 系列 的 运算 . 
V (一 ?十 于 一 士 24TTMW (r+e) ty, 
交 2 一 2c7 十 C2 十 区 2 一 422 十 48w (rite) ty +r + ocr 十 C2 十 中 2 
crtas=+a/ (rte t+y, 
CN 十 282CY 十 全 一 cz 十 2 十 C2 一 8 ， 

(a cH) rt ay = eg — ce). (2) 
因 |FFITIF MI>|IFMI IF FI>IFMI—JF MMi, 好 2c>24,c>a; 故 
所 一 全 为 一 正 数 ,我 们 用 天 表示 这 正 数 ; 


. 可 一 人 一 人 (3) 
用 !3) 式 代入 (2) 式 并 变 号 得 
br —ay = Ab {4) 
用 eB? 除 (4) 式 的 黄 端 , 就 得 况 曲 线 的 方程 
2 za 
a 本 一 ]， (5) 


称 为 双 曲 线 的 标准 方程 . 


$4.5 双 弗 线形 状 的 讨论 
下 面 我 们 来 讨论 , 由 方程 
1 {1) 


所 表示 的 双 曲 线 的 形状 是 怎样 的 ， 这 种 讨论 和 别 .3 中 的 讨论 相仿 , 因此 
下 面 说 得 比较 简 赂 些 , 
方程 41) 可 容 为 


y=+ Or, - (2) 
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方程 2) 指出 ,作为 双 曲 线 上 的 点 , 它 的 横 
标 必 须 满足 关系 式 XxX? 宕 @, 即 X 和 一 4 及 
+ 人 a 作 平行 士 y 轴 的 直线 PQ 及 
RS, 它 们 的 方程 顺 次 为 x 二 4 及 二 
一 4， 双 曲线 上 的 点 ,不 会 在 直线 PQ 与 
RS 之 间 。 方程 (3) 表 了 明 , y 可 时 任何 实数 
值 < 图 4.77. 

方程 人 ) 中 公 仿 变量 y 的 偶 次 车 及 变 
量 之 的 偶 次 短 , 因此 该 双 曲 线 是 对 称 于 并 
负 , 对 称 王 # 负 并 对 称 于 坐标 原点 的 . 图 4.7 

双 曲 线 有 两 对 称 轴 ， 焦 点 所 在 的 对 称 轴 称 为 焦点 铀 。 两 对 称 轴 的 


方程 (1) 所 表示 的 双 曲 线 ， 它 的 对 称 轴 合 于 之 轴 和 2 轴 , 焦点 轴 合 于 工 
秆 , 它 的 由 心 即 坐 标点 点 , 它 的 顶点 为 4(&,0), A 一 &, 中 ， 因 为 在 方程 
(3) 中 令 = 小 便 得 着 了 = 土肥 曲线 的 项 点 在 焦点 轴 上 . 双 曲 线 与 
另 一 对 称 轴 没有 变 点 ， 因 在 方程 (分 中 令 工 = 小 得 = 土 bv 一 1]. 这 表 
明 , 双 曲 线 与 另 一 对 称 轴 的 交点 是 万 的 。 按 照 这 事实 , 与 双 曲 线 相交 的 
对 称 轴 称 为 实 的 对 称 轴 5 亦 即 焦点 轴 );， 与 双 曲 线 不 相交 的 对 称 轴 称 为 
虑 的 对 称 轴 . 实 的 对 称 轴 上 两 顶点 各 的 线段 A 4 称 为 双 曲 线 的 实 轴 . 
实 轴 的 长 |4 41=2a,， 在 上 的 对 称 办 上 ,从 中 心 怠 截取 线段 OB 和 
OB', 它们 的 长 都 等 于 5. 则 线段 B'B 称 为 双 曲 线 的 虚名， 虚 轴 的 长 
18'B|=25. 量 4 和 省 顺 次 称 为 双 出 线 的 实 半 轴 和 虚 半 轩 . 

让 我 们 来 作 方 程 (1) 所 表示 的 双 昌 线 ， 由 于 双 曲 线 的 对 称 性 ， 我 们 
先 作 双 诊 线 在 第 工 象 良 的 一 部 分 ， 再 利用 对 称 性 便 可 得 到 整个 的 双 、- 
曲线 . 

在 第 I 象限 中 ,Y 关 0.8 20 rr 和 4 之 间 的 关系 由 


8 二 VI 
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所 确定 . 当 0<Y<a 村 ,yz 一 
直 保 持 庶 数 ， 取 = 如 得 = 
0， 所 以 点 Ata, 全 是 图 形 上 最 
左边 的 点 。 当 从 4 起 逐渐 增 
天， 相应 的 y 从 0 起 随 着 逐渐 
增 大 ， 这 表明 , 图 形 鞋 的 点 好 
随 着 x 的 增 太 而 “向 有 ”同时 
“向 上 ”移动 {图 4. 中 .为 了 进 图 4.8 

一 步 试 识 弄 点 移动 前 情形 ,特别 是 当 形 点 远离 双 曲 线 中 心 时 移动 的 情 


形 ,我 们 将 方程 y 一 十 过 zz 一 5 和 直线 方程 了 一 二 xz 来 作 上 比较 研究 . 


容易 看 出 ， 这 直线 通过 原点 ， 冬 率 m= 辽 ， 作 直 角 三 角形 OAC, 使 


1o4l=a, 14CI= 疡 把 斜 边 OC 延长 便 是 这 直线 ， 取 任意 数值 1 (Xx > 
2), 并 研究 双 曲 线 上 的 点 开 (z, 纪 和 直线 上 的 点 N(x, 了)， 因 对 于 同一 
个 XXI 宇 0), 恒 有 YY 了 >gy 中 ,二 下 点 训 总 在 点 N 的 下 方 。 点 训 和 入 的 曙 
离 | MN | = 了 一 y. 但 


Y -y= L(x/r ee) 


bvr -artyr -ea)_’ a (4) 
区 Tir a ee sk de 


由 {4) 式 看 出 ，x 从 & 起 逐渐 增 大 时 , 分 母 增 大 ， 但 分 子 为 常量 ， 因 此 
王 一 2 亦 即 点 形 和 六 间 的 距离 逐渐 乱 小 ， 我 们 用 已 表示 从 点 好 向 直线 


了 =-2z 所 作 垂 线 的 牌 足 , 那么 , |MP| 便 是 点 及 到 这 一 条 直线 上 的 距 
离 . 显然, IMPI<IMNI|. 因此 , 当 z 从 4 起 逐渐 增 大 时 , 双 曲 线 [ 由 


~» 


TD = r= bzr s+ Xi— =y. 
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方程 (]) 所 表示 的 ] 上 的 点 叶 ( 在 第 工 每 跟 ) 到 直线 y = 了 + 的 耻 离 是 越 来 


三 


越 减 小 的 四 于 这 事实 ,我 们 称 直 线 y 一 之 z 是 双 曲 纵 如 如 =1 的 


渐 近 线 ， 现 在 我 们 再 利用 双 昌 线 的 对 称 性 , 便 得 到 由 方程 (1) 所 表示 的 双 
曲线 的 整个 形状 如 图 4.9 所 示 . 图 中 的 和 矩形 CC'D'D 称 为 双 曲 线 的 基 
本 矩形 。 基 本 矩形 的 对 角 线 即 双 曲 线 的 渐 近 线 ， 渐 近 线 相交 于 双 曲 组 
的 中 心 . 基本 和 矩形 的 边 平行 于 双 曲 线 的 两 对 称 轴 , 边 长 分 别 为 24 和 24， 
4 和顺 次 为 双 曲 线 的 实 半 轴 和 虚 半 轴 . 


图 4.9 


一 二 。 C5) 


方程 (多 表示 一 双 昌 线 , 这 双 曲 线 的 焦点 轴 与 # 办 重合 , 中 心 即 上 坐标 原点 ， 
实 闪 轴 为 ez, 虚 半 轴 为 总 ,顶点 为 A(00, 本， 440 一 加 ,这 双 曲 线 的 形状 
如 图 4.10 所 示 . 


最 后 我 们 来 讨论 一 下 双 曲 线 的 离心 率 , 因为 它 与 双 贞 线 的 形状 有 着 
密切 的 联系 ， 我 们 仍 定义 比值 与 为 驶 曲线 的 离心 率 ， 其 中 表示 双 曲 线 
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图 4.190 
中 心 到 任 一 焦点 间 的 虹 离 , a 为 实 半 输 ， 通 常 以 e 表示 离心 率 , 敌 
2= {6) 
T 


因 c> a， 所 以 e >1 也 就 是 ， 双 曲线 的 高 心 宰 必 大 于 1， 由 {6) 式 和 
§4.4 中 (3) 式 得 


由 此 得 ce=VH( 和 Le-l. 
离心 率 傅 小 , 也 就 是 人 请 搂 近 于 1, 则 e? 一 1 也 您 小 , 所 以 ， 比值 之 也 愈 小 ; 
这 就 是 说 , 双 翰 线 的 离心 率 愈 小 , 则 它 的 基本 矩形 在 焦点 轴 方 向 意 介 长. 
例 作 方 程 4t? 一 3y? 一 4=0 的 图 形 , 
和 解 4r: 一 3y: 一 4 二 0 可 化 为 

证 oe Wa 一 1 


人 


”用 疡 来 表示 . 


:第 四 章 1 网 惟 量 线 与 二 元 二 次 方程 。 的 
这 是 一 双 曲 线 ,中 心 在 坐标 原点 ,焦点 辅 与 工 轴 重合 , 另 一 对 称 铀 与 加 
重合 , 实 半 轴 为 1, 虚 半 轴 为 - 乞 ， 图 形 如 图 4.11 所 示 . 


图 4.11 


$4.6 ”抛物线 及 其 标准 方程 


与 一 定点 和 一 定 直线 等 距离 的 点 的 轨迹 称 为 抛物 线 . 定点 称 为 抛 
物 线 的 焦点 , 定 直 线 称 为 抛物 线 的 准 
线 ( 假 定 定 点 不 在 定 直 线 上 ). 

设 焦 点 为 严 , 把 通过 五 号 垂直 于 
准 线 的 直线 作为 z+ 轴 ( 从 淮 履 向 焦点 
的 方向 最 为 它 的 正身 ). 设 工 轴 与 准 线 
的 交点 为 DD, 取 线 段 DF 的 中 点 作为 
坐标 原点 ， 焦 点 划 准 线 间 的 距离 通常 


i 峡 了 .12 


a 


RE 


2 解 折 几何 :第 一 篇 
在 这 样 选 定 的 坐标 系 中 ,焦点 下 的 坐标 为 多 ,0, 准 线 的 方程 为 
z 一 一 六 ( 图 412)， 设 MW(z ,1 为 抛物 线 上 任意 一 点 . 从 灯 癌 准 线 作 牌 


线 , 它 的 垂 足 @ 的 坐标 应 该 是 一 鼠 .y。 按 两 点 间距 离 的 公式 得 


ANP 


TC 


| om I=/(z+2). 


按 招 物 线 的 定义 , 得 在 所 选 定 的 坐标 系 下 挑 物 组 的 方程 ， 


Yr) tr yt). (1) 


化 简 得 ; 
PY ,a 看 于 
6 ) Ty (z+ 各)， 
rT 一 pr 二 和 +y*=x? 二 Dr 十 台 ， 
y=2px (p>0. (2) 
方程 (2) 称 为 殷 物 蝇 的 标准 方程 


$4.7 抛物 线形 状 的 讨论 


下 面 我 们 来 讨论 , 由 方程 
y=2px (p>0m (1) 
所 表示 的 抛物 线 的 形状 是 怎样 的 . 
从 方程 让 ) 可 知 , 变量 不 能 取 负 值 , 即 x >0， 因 此 ,在 zy 负 的 左 方 
没有 抛物 线 上 的 点 ， 叉 方程 (1) 中 仪 出 现 变 量 yg 的 偶 次 荞 , 故 挑 物 线 对 “ 
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称 于 x 轴 ， 焦 点 五 也 在 这 对 称 轴 上 . 
抛物 线 有 一 对 称 负 ， 这 对 称 轴 是 抛物 线 的 焦点 轴 ， 也 简称 抛物 线 
的 轴 , 因 地 物 线 仅 有 一 根 对 称 轴 。 抛物 线 与 它 的 轴 的 交点 称 为 抛物 线 的 
顶点， 由 方程 (1) 所 表示 的 抛物 线 , 它 的 轴 合 于 工 轴 , 它 的 顶点 即 饪 标 原 
点 , 因为 在 方程 (中 令 y=0, 得 z=0， 焦 点 与 准 线 间 的 距离 p 称 为 抛 
物 线 的 焦点 参数 . 
我 们 先 作 方 程 (1) 所 表示 的 抛 y 
物 线 在 第 I 象限 中 的 图 形 , 这 一 部 
分 图 形 由 方程 
y= 二 v2pr (2} 
所 确定 .t= 二 0 时 ,y=0. x 从 零 开 
始 逐 渐 增 大 , y 也 随 着 增 大 ， 再 条 
用 扼 物 线 的 对 称 性 , 得 方程 (1) 所 表 
示 的 抛物 线 的 整个 形状 如 图 4.13 
所 A - 
方程 (]) 中 的 正 数 ,与 抛物 线 用 4.13 
的 形状 有 很 大 关系 , 在 方程 (1} 中 令 x=1, 得 y 二 七 V28， 因 此 , 如果 在 
抛物 线 的 轴 上 离 皂 物 线 的 顶点 为 1 单位 长 度 的 地 方 作 一 直线 垂直 于 抛 
物 线 的 轴 , 则 这 直线 被 抛物 线 所 截 下 来 的 一 部 分 的 长 度 为 2y3B， 上 盖 
大 , 这 部 分 直线 也 您 长 ， 由 此 看 出 , 表征 出 限制 在 抛物 线 内 的 区 域 的 
“ 宽 案 ”. 


将 方程 人 1) 中 变量 上 和 Y 互 相交 换 , 便 得 


X=2py (p>0. (3) 


方 穆 ( 引 也 表示 抛物 线 , 它 的 轴 合 于 y 轴 , 它 的 顶点 在 坐标 原点 . 

方程 y 二 一 2pr 的 图 形 与 方程 y*=2px 的 图 形 彼此 对 称 于 yy 轴 . 
因 若 zx, 如 满足 yg 二 2px, 则 一 xz、 册 满 足 y? 二 一 2px， 又 方程 x 二 一 2py 
的 图 形 和 方程 +*==2py 的 图 形 彼 填 对 称 于 z 轴 (图 4.14, p> 只, 


IUCN 
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C=—2PY | ?ny 
图 4.14 
酌 ” 作 方程 2x: 十 5g 一 0 的 草图 ， 
解 ” 2x: 十 5y 二 站 可 北 为 


一 Ts. 


这 是 一 抛物 线 , 力 一 写 ， 抛物 
线 的 轴 与 y 轴 重 合 , 项 点 在 原 


点 , 量 此 扼 物 线 在 二 轴 的 下 方 . 。 人 

令 8 一 一 ]， (YY -1) (7 
4 .fs5. 
得 革 三 土 六 方 


图 形 如 图 4.15 所 示 ， 


图 4.15 
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848 榴 辆 及 双 曲 线 的 准 线 


有 从 挑 物 线 的 定义 知道 , 抛物 线 上 任意 一 点 到 焦点 的 距离 7 与 到 定 直 
线 { 准 线 ) 的 距离 4 之 比 等 于 定 其 1. 我 们 将 指出 , 关 十 畏 圆 及 双 曲 线 也 都 
存在 着 这 样 的 定 直 线 , 椭圆 及 双 曲 线 上 任意 一 点 到 焦点 的 距离 + 与 到 这 
样 的 定 直 线 的 距离 4 之 比 等 于 定量 , 且 这 定量 即 椭 图 及 双 曲 线 的 离心 率 
8. 很 自然 地 , 我 们 也 称 这 样 的 
定 育 线 为 枉 圆 及 双 昌 线 的 准 
线 . 

先 就 杭 关 的 情形 来 讨论 ， 
设 业 加 的 长 半 轴 为 6, 短 半 办 - 
为 5 .适当 地 选取 坐标 系 , 鸽 椭 


区 的 方程 成 为 

ry 

@ 人 本 图 4.16 
这 时 桶 圆 的 焦点 轴 与 x 轴 重 


合 , 焦点 为 P(e, 0) 及 所 (一 站 ,其 中 = 0 到 
把 垂直 于 焦点 轴 且 与 柄 圆 中 心 的 距离 各 为 “的 两 条 定 直线 之 一 二 及 


他 
二 一 也 分 别称 为 精 国 的 有 准 线 ( 它 与 右 焦 点 相配 合 ) 及 左 准 线 ( 它 与 左 
焦点 相 了 配合), 我 们 来 证 明 粮 圆 上 任意 一 点 到 右 : 左 ) 焦 点 的 距离 与 到 有 
《 左 ) 准 线 的 距离 之 比 等 于 定量 e .为 确定 起 见 , 我 们 取 右 焦点 及 右 淮 线 


米 证 明 , 
设 椭 贺 上 任意 -点 音 ([X, 从 到 右 焦 点 Ftc, 人 0 的 距离 为 ,到 右 准 


线 工 = “的 距离 为 了 ,出 


一 下 
d= x, {2) 


r=y (x—c) +y!. (3) 


74 解析 几何 [第 一 篇 ] 
由 (1) 


_ 
得 国人 一 (0 一 了 9 
将 y? 代 入 (3) 式 得 
r=y(r—c)+(1— edta—r’) 
=yr—2Cr+o a —r— ea+er’ 
因 EC 一 Cy 


故 ， y 一 Y ia 一 28dr 十 2zx3 一 we 一 exri2 一 2 一 ex 
最 后 一 步 开 方 时 我 们 取 & 一 ex 而 不 取 ex 一 & 是 根据 这 样 的 理由 ， 因 
Ix 二 4& 及 e<1, 得 lex|< a 因此 要 >0 必须 选取 r=a 一 ex. 

把 求 得 的 7 与 (2} 式 中 
的 4 相 比 得 


这 就 是 所 要 证 其 的 , 

同样 地 可 以 证 明 精 圆 上 
任意 一 点 到 左 焦 点 的 距离 
x 与 到 左 准 线 的 距离 好 之 
比 也 等 于 离心 率 e . 图 4.17 

现在 再 就 双 曲 线 来 讨论 同样 的 事 ， 设 双 曲线 的 实 半 轴 为 4， 虚 半 辆 
为 8 ,适当 地 选取 坐标 系 , 可 和 使 双 曲 线 的 方程 成 为 


TT 
2 p=1. (4) 


这 时 双 曲 线 的 焦点 轴 与 + 轴 重 会， 焦点 为 FR(c,) 及 六 (一 c,0)， 其 中 
cz 一 全 十 有 
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重 直 于 焦点 轴 且 与 双 湖 线 中 心 的 距离 各 为 4 的 两 条 直线 一 及 


z 二 一 二 分 别称 为 双 曲 线 的 右 准 线 及 左 准 线 . 容易 证 明 , 双 曲 线 上 任意 一 


点 到 右 焦 点 的 距离 与 旬 右 准 线 的 距离 之 比 是 一 定量 . 这 定量 即 双 曲 线 的 
离心 率 e . 把 右 焦 点 换 成 左 焦 点 , 同时 把 右 准 线 换 成 左 准 线 , 则 可 得 间 样 
的 结论 . 

设 双 曲线 上 任意 一 点 型 (z ,人 到 右 焦点 严 (c, 0) 的 距离 为 > ,到 右 


准 线 + = 也 的 工 离 为 d, 则 


_ 、 

d=+{x 2) (5) 
-如果 点 形 在 右 分 支 上 则 取 十 号 , 在 左 分 支 上 则 取 一 导 . 又 

r=¥ (x— cc) ty, C6) 
由 (4 

咏 = 全 (rz? 末 . 
及 因 b= ec — a, =e, 
得 y= ra) (el)(r 0). 


将 所 代入 (6) 式 并 化 简 得 

r=y(a—exr)’=+(er— a). 
其 中 十 号 或 一 号 按 点 导 在 右 分 支 上 或 左 分 支 上 而 取 定 ， 因 为 这 里 |x |>@， 
e>1l,|er|>e。 当 点 财 在 右 分 支 上 时 ,Y>0, 这 时 必须 取 十 号 方 能 使 
一 er 一 42>0. 当 点 型 在 左 分支 上 时 , x <0， 这 时 必须 取 一 号 方 能 使 
7 二 a 一 ex >0. 但 无 论点 在 右 分 支 上 或 左 分 支 上 , 都 有 


+(ex—a) 


a [a 
a <(z -二 
© 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
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同样 地 可 以 证 明 双 曲线 上 任意 一 点 到 左 焦点 的 距离 与 到 左 淮 线 的 
距离 之 比 也 等 于 离心 率 e . 

现在 我 们 可 以 把 椭圆 , 双 曲 线 到 抛物 鳗 的 定义 统一 起 来 而 作出 圆锥 
曲线 的 定 光 ， 设 一 动 点 到 某 定 点 的 距离 > 与 到 革 定 直线 的 距离 忌 之 比 
为 一 定量 e , 则 些 动 点 的 轨迹 称 为 圆锥 曲线 . e<1 时 的 辆 锥 曲线 称 为 李 
圆 ，e>1 时 的 圆锥 曲线 称 为 双 曲 线 : e=1 时 的 区 锥 曲线 称 为 抛物 线 . 
定点 称 为 焦点 , 定 直线 称 为 准 线 , 定量 e 称 为 离心 率 . 


$49 利用 轴 的 平移 简化 二 次 方程 


在 $2.4 中 已 经 看 到 , 平面 上 同一 点 型 对 不 同 的 坐标 系 XOy 和 
x O'y 会 有 不 同 的 坐标 x.y 和 x “vy 因此 同一 曲线 在 不 同 的 坐标 系 
下 也 就 会 有 不 同形 式 的 方程 .利用 坐标 变换 一 一 轴 的 平移 和 旋转 一 一 可 
以 使 曲线 方程 由 一 种 形式 变 成 另 一 种 形式 . 改变 曲线 方程 的 形式 这 - 件 
事 对 我 们 有 什么 意 多 了 呢 ? 我 们 知道 ,利用 曲线 方程 来 讨论 昌 线 的 形状 
时 , 如果 方 程 的 形式 篇 单 , 则 讨论 就 方便 , 方程 的 形式 复杂 , 讨论 也 就 麻 
烦 . 因此 坐标 变换 的 意义 在 于 ， 适 当地 选择 坐标 系 便 可 和 将 业 线 方程 的 形 
式 简化 , 从 而 使 我 们 根据 曲线 方程 来 研究 曲线 形状 的 工作 可 以 减轻 . 那 
林 新 坐标 系 应 如 何 选择 方 可 使 曲线 方程 简化 虹 # 对 这 问题 的 讨论 我 们 
将 限于 一 次 方程 . 本 季 中 先 讨论 利用 轴 的 平移 来 简化 二 次 方程 的 方法 ， 

如 果 新 系 诛 点 O" 在 IH 系 下 的 坐标 a.6 已 知 ， 便 可 利用 $2.4 公式 
(1) 、 


[7 a 

y=y'+b, 

将 一 曲线 在 旧 系 下 的 方程 变换 成 同一 曲线 经 轴 的 平移 后 在 新 系 下 的 方 
程 .方法 是 将 原 方 程 中 的 x 和 和 yy 沽 浴 用 x 十 4 和 yw' 十 5 代办 , 再 化 简便 
得 新 系 上 的 方程 . 
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例 1，。 车 以 (3, 一 分 为 新 原点 ， 平 称 举 标 轴 ， 试 求 方程 x 十 一 
5x 十 4# 一 12 二 0 所 表示 的 曲线 在 新 系 下 的 方程 . 

解 ” 设 可 为 曲 绕 上 桩 意 一 点 , 它 在 旧 系 下 的 坐标 是 x,y, 它 在 新 系 
下 的 坐标 是 了 yy 

因 a 二 3,，6= 一 2 
得 X=X + y=y ~ 2. 
代入 原 方程 , 得 

{ +3)7 二 (py 一 2)? 一 6(x 二 3) 二 diy 一 2)--12=0, 

化 简 得 XTy =25, 
这 就 是 曲线 在 新 系 下 的 方程 , 由 此 看 出 ,曲线 为 一 半径 等 于 5 的 略 ( 图 
4.18), 


例 2， 研究 方程 图 4.18 
y=ax:i+bri+ec (a (1) 
所 表示 的 图 形 . 
解 ” 先 将 方程 (1) 改 写成 下 列 谣 形式 ，; 
y=alx*+ Lr)te, 
四 pb ) pb? 


二 x “十 一 . “ — 
y dz at dg 十 疡 da 


a ee pri pa re a 
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dac—b ( bY . 
多 了 一 人 x+ 这 小 (2) 


现在 将 坐标 原点 移 到 点 (一动 ， 449 二 全 )， 和 根据 52.4 公式 (1), 平面 上 


的 点 的 华 标 按 下 列 公 式 变换 ; 


六 


其 中 工 .8 表示 新 系 卜 的 坐标 . 方程 (经 变换 后 变 为 


yg' 二 ax“， 即 r= (3) 


方程 (3) 是 曲线 在 新 坐标 系 下 的 方程 车 a>0, 令 二 =2p; 车 a<(, 令 


广 一 一 2p， 这 样 , 方程 (3) 可 写 为 
z=+2py” (p>0). (4) 
方程 (4 是 抛物 线 的 标准 方程 ， 这 抛物 线 的 顶点 是 新 坐标 系 的 原点 , 它 的 


轴 与 zy- 轴 重 合 .前面 到 下 号 , 即 a>0 时 这 抛物 线 向 上 冲 ， 前 面 取 负 号 ， 
即 &<0 时 它 向 下 凹 ， 再 注意 到 新 坐标 系 是 旧 坐 标 系 经 轴 的 平移 得 到 
的 , 因此 知道 方程 (确定 一 抛物 线 , 它 的 轴 平 行 于 ? 轴 ， 又 在 方程 (1) 
中 , 麦 达 式 ar? 十 Br 十 c 叫做 关于 变量 z 的 二 次 三 项 式 , 所 以 我 们 本 以 
说 , 过 次 三 项 式 的 图 形 是 一 条 掀 物 线 , 它 的 轴 平 行 于 y 轴 ， 

从 上 面 的 两 个 例子 看 出 ,如 果 新 系 的 原点 选择 得 适当 , 经 轴 的 平移 
后, 可 以 把 原来 的 一 元 二 次 方程 中 的 一 次 项 或 常数 项 消去 ， 这 样 就 得 到 
比 原 方 程 来 得 简单 的 新 方程 。 新 系 的 原点 在 旧 系 卡 的 坐标 &.5 应 邵 何 
选择 , 方 能 使 新 方程 比 原 方程 来 得 简单 ? 这 问题 家 明 , 在 要 使 原 方程 中 
的 一 次 项 或 常数 项 消失 的 条 件 下 ,我们 要 来 决定 未 知 数 & 和 5， 这 里 我 
们 穗 得 出 利用 办 的 平移 把 二 次 方程 化 简 的 一 般 步 对 如 下 ， 

1 将 X= 二 x 十 &，# 二 y' 十 上 代入 原 方 程 , 合并 关于 x 和 yy' 的 同类 
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2 将 适当 的 两 项 的 系数 等 于 零 , 得 到 含有 C&.5 的 两 个 方程 . 
3" 把 上 面 两 方程 联 立 , 解 出 a 和 4 的 信 . 
- 4 将 求 得 的 & 和 的 值 代 入 1 的 结果 中 即 得 经 轨 的 平移 后 的 新 方 
程 ， 
例 3。 利用 轴 的 平移 简化 二 次 方程 4 = 二 x? 一 10x 十 13. 
解 将 X=x 十 4%，# 二 y' 十 8b 代入 原 方程 得 
dy 二 ==(r 十 a2 一 10tr’ + 2) + 13, 
即 dy'=x+(2a—10x'+(a:—10a—45+13). 
令 上 式 中 x 的 系数 和 常数 项 等 于 零 , 即 得 含有 两 未 知 数 & 和 5 的 两 个 
方程 ， 


人 10= 0, 
a —1l0a—48+13=0. 
和 解 此 联 立 方程 组 得 
好 一 0， b=—3. 
以 全 ,一 3 为 新 原点 平移 坐标 轴 , 可 化 简 原 方程 为 
一 本 


在 计算 上 有 时 利用 完成 平方 (或 称 配方 ) 的 方法 是 比较 便利 的 , 这 方 
法 在 本 节 例 2 中 已 经 采用 过 . 


$4.10 利用 轴 的 旋转 简化 二 次 方程 _ 


在 $2.4 中 我 们 已 经 导出 了 在 轴 的 旋转 下 用 新 坐标 表示 旧 坐 标的 公 
式 为 
人 一 CO08S 妇 一 r Sine, 0) 
y=x'sing+y cose, 
其 中 x、y 表示 上 则 坐标 ,zy 表示 新 坐标 ,wa 表示 旋转 角度 .利用 这 公 
式 , 便 可 将 曲线 在 旧 坐 标 系 下 的 方程 变换 为 新 系 下 的 方程 ， 


例 1. 若 坐 标 轴 旋 转 焉 角 , 试 求 方程 zy 三 雪 《y 为 不 等 于 0 的 党 
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数 ) 所 表示 的 曲线 在 新 系 下 的 方程 ， 
解 ” 设 形 为 贡 线 上 任意 一 点 . 它 在 旧 系 下 的 坐标 是 za 它 在 新 系 
于 的 坐标 是 x 


因 | sin = cos 闻 二 广 ， 
i T+ 
得 人 一 vv 下 一 vi 
代入 原 方 程 并 化 简 , 得 新 方程 为 
万 z 
2m 2m = 上 


这 是 双 曲 线 的 标准 方程 ， 因 为 它 的 实 半 轴 和 虚 半 轴 相 等 , 即 4 二 5== 
v 引 oj, 这 样 的 双 曲 线 叫做 等 边 双 曲 线 ， 它 的 两 新 近 线 与 旧 坐 标 输 相 
合 . 如 果 zw>0， 此 双 曲 线 在 第 了 和 第 了 I 两 和 蒙 限 内 (图 4.19, a)， 如 果 
m0 此 双 曲 线 在 第 工 和 第 外 两 象限 内 (图 4.19, 妈 ). 


Ef 
wr 


0) Cb 


图 4.19 


上 面 的 例子 表明 , 如 将 坐标 轴 旋转 一 适当 的 角度 , 可 能 将 二 次 方程 
简化 , 即 可 以 使 方程 中 的 zz 项 消失 , 

由 此 发 生 了 这 样 的 问题 ， 利 用 加 的 旋转 来 消去 二 次 方程 中 的 xy 项 
是 否 一 定 可 能 ? 答复 是 肯定 的 ， 接 着 便 有 这 样 的 问题 ， 要 消去 二 次 方程 
中 的 zz 项 , 坐标 轴 所 旋转 的 角度 e 应 如 何 选择 ? 为 了 解决 这 一 问题 ， 
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我 们 取 一 般 二 次 方程 来 研究 ， 
Axr:+Bryi+Cv+ Dr+FEy+F=0, C2) 
其 中 8 权 0, 因 若 晴 =0, 则 这 方程 中 已 经 没有 xz 项 ,我 们 所 要 讨论 的 问 
题 已 经 不 存在 . 
设 坐 标 办 所 旋转 的 角度 为 ga, 丸 设 朋 为 曲线 上 任意 - -点 ,于 在 旧 
系 下 的 坐标 为 I、y， 在 新 系 下 的 堂 标 为 T’、y ,根据 公式 (1), 用 
x'cosa y'sing 和 X'sing 十 y'cosa 顺 次 代替 (2) 式 中 的 x 和 5 , 便 得 ， 
Alx'cosa— y'sine)’+ Blx'cosa— y'sina)(r'sinaiy cose) 
+C(lx'sinaty cose)’ + Dix'cosa— y'sina) 
+E(r’'sinat ycosa t+F =0. 
归并 同类 项 , 可 得 下 列 形式 的 方程 


ArT*+Bry tOy +D r+Ey+r=0. {3) 
为 了 确定 a 使 得 zy 项 消失 , 我们 只 要 计算 系数 五 ,经 计算 得 
B'=—2Asinacosa+B{lcosa— sinia) +2C sing cosa, (4) 
令 B'=0, 即 令 


-2Asinacosa+B(cos’a— sin’a) 
十 2C sing cosa =0, 
移 项 并 应 用 三 角 公 式 cos*a 一 sin*a =cos2a 和 2sina cosa 一 sin2a 
得 
Beos2a=(A— COC)sin2a. 


现在 分 两 种 情形 来 讨论 : 

1 4=C， 
则 : Beos2a=—0. 
但 | Bz0, 
故 cos 2 一 0， 


可 选 定 ea= 寺 
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2 AC, | 


BC—: B 后 
则 tg2¢ = C5) 


可 选 定 a 二 3 arctg A 2 . 


由 此 得 出 利用 加 的 旋转 将 二 次 方程 中 的 zy 项 消去 的 一 般 步 又 如 


1 着 4= C, 设 “= 于 车 4#+C, 设 a= 于 aretg7 


2 将 1 中 所 定 出 的 e 代入 公式 (1). 

3” 将 2” 中 的 结果 代入 原 方程 ,然后 化 简 ， 

例 2， 利 用 辆 的 旋转 ， 化 简 方程 2x :一 v3xy 十 y?=10, 并 描 出 它 的 
图 形 . 

解 因 4 坟 避 ， 


C" 


= recte—3 1 本 一 开 
破 2 二 arct 2 一 1 ? arc tg( v3)= 下 


因此 sina 二 一方， cosc= 他， 


将 上 列 两 式 代入 原 方 程 并 化 简 得 
5z2 十 8 一 20， 


即 r+ Tal. 
曲线 形状 如 图 4.20 所 示 . 

如 果 e 不 是 特别 角 , 我 们 不 必 求 
出 &， 从 公式 (5) 求 出 tg2e 后 ， 可 直 
接 利 用 三 角 公 式 ， 
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1 ， 
24 = 一， 
VE 


Sine 一 + V1, 


_ /+ecos2da 
CDOS 二 2 


求 出 sine 和 cosa, 然后 代入 公式 (1)，sine 的 符号 和 tg2@ 的 符 导 相 
同 , 因 可 以 选 树 x 在 一 后 至 隆之 闻 而 使 公式 (外 成 立 ,但 w 在 这 范围 内 
时 sineg 和 种 tg 2& 就 同 符号 . 

例 3. 化 简 方程 16x 一 24ry 十 9y? 十 60x 十 80y 二 人 


一 时 2 
~ 16—9 7 
1 _ 1 _7 

w1 十 tg22w V 576 25° 

1+3 


让 Z 
V20 = 25 3 
SIN 二 9 - 一 


2 a” 


二 了 
Le IE 下 
1 2 3 一 5 


47“ 十 98 
5 » 


__B 
解 tg20 = 


Cos22 二 


T=x cos 一 2 sing= 


一 37 十 4 


j=7x singt+y’ cose= 6 


将 上 两 式 代入 原 方程 并 化 简 得 
和 二 一 4 


$4.11 一 般 二 元 二 次 方程 的 简化 
在 上 述 两 他 中 看 到 , 轴 的 平移 能 消去 二 次 方程 中 的 一 次 项 或 常数 


aa 
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项 , 轴 的 旋转 能 消去 二 次 方程 中 的 xy 项 . 因此 在 简化 二 次 方程 
Ar’+Bryt+ Cy + Drti+Eyti+Fr=0 (1) 

.时 , 我 们 考虑 于 列 两 种 情形 ; 

Ci) 如 果 吾 = 小 只 要 刊 用 适当 的 轴 的 平移 就 可 以 将 方程 人 1) 简化 
为 标准 方程 . | 

《六 》 如 果 BB 和 0, 又 有 一 次 项 和 常数 项 , 一 般 就 需要 同时 利用 轴 的 . 
平移 和 旋转 才能 简化 这 方程 ， 这 样 就 发 生 一 个 问题 ， 应 该 先 作 轴 的 平 
移 呢 , 还 是 先 作 轴 的 旋转 呢 ? 一 般 说 来 , 先 作 毗 的 平移 可 以 使 简化 工作 
省 力 些 ， 但 是 在 B? 一 44C=({ 的 时 候 ， 则 应 鞠 作 轴 的 旋转 ， 因 为 在 
B* 一 44C=0 时 如 先 作 轴 的 平移 ,会 遇 到 不 能 确定 新 原点 的 坐标 的 情 
况 ， 事实 上 , 我们 将 z=x' 二 4，y 二 y+5 代 入 AX*+ Bry+Cy’+ 
Dx +Ey 二 下 =0, 再 归并 同类 项 ,得 到 x' 的 系数 为 (2A& 十 B85 十 品 ) 耐 
2 的 系数 为 (Be 二 2C8 十 五 ), 使 这 两 个 系数 同时 为 零 来 解 a。 和 上 5 得 


2CD-— BE 


_ 2AEF— BD 
a BA4AGC’ 


~ B—4AC: 


b 《 吾 > 一 44C 二 爵 
在 BB" 一 44C=0 的 条 件 下 便 不 能 确定 4 和 4b， 

还 有 一 件 事 值得 提出 ， 上 一 章 中 我 们 看 到 , 任何 直线 均 可 用 一 次 方 
程 表 示 , 反 过 来 任何 一 次 方程 均 表 一 直线 . 在 本 章 中 已 经 讨论 过 , 椭 回 
(包括 国 ). 双 曲线 各 抛物线 的 方程 都 是 二 次 方程 ， 这 里 我 们 是 否 也 可 反 
过 来 说 , 任何 二 次 方程 的 漳 形 一 定 是 栏 圆 或 者 是 双 曲 线 或 者 是 抛物 线 
更? 经 研究 所 得 的 结论 是 ， 除 了 一 些 特殊 情况 外 , 二 次 方程 的 图 形 是 本 
贺 \、 双 曲线 和 抛物 线 .如何 得 出 这 结论 ? 关于 这 方面 我 们 不 作 进一步 的 
研究 ,读者 可 以 在 较 详 细 的 解析 几何 学 教科 书 中 找到 这 方面 的 材料 , 所 
要 补充 说 明 的 是 ， 上 面 结论 中 的 所 谓 特殊 情况 是 指 , 二 次 方程 的 图 形 也 
可 能 是 一 点 或 点 的 虑 轨迹 :也 可 能 是 一 对 相交 直线 ;也 可 能 是 两 平行 
直线 或 两 重合 直线 .如 果实 际 有 一 二 次 方程 给 出 , 则 科 用 坐标 变换 把 
它 化 简 后 就 可 看 到 它 的 图 形 的 确 是 上 述 三 种 曲线 之 一 或 者 属于 特 
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殊 情 形 之 …. 最 后 ,我 们 氢 述 一 个, 在 浇 标 变换 之 前 , 可 以 由 二 次 方程 (1) 
的 所 谓 判 别 式 


A=B’—4AC 
判定 这 方程 所 表 图 形 的 类 型 . 列表 如 下 : 


判 别 式 | | 将 丈 峭 形 
A=B’ 4AC<0 精 出 一 点 或 无 图 扔 
A=B_4AC>0 双 曲 线 | 两 相交 直线 
A=B"—4AC=0 拍 物 线 两 平行 让 线 或 -直线 

例 ”简化 方程 
5x "十 6xzy 十 582 一 16z 一 163 一 16 一 0 (2) 
并 作 图 . 


解 ” 因 为 方程 (1) 的 判别 式 A= 人 一 4.5-5<0, 所 以 它 的 图 形 属于 楷 
圆 型 ， 首 先 作 轴 的 平移 , 求 新 原点 (&, 站 . 
令 二 YX 十 4 y= 二 y 十 5， 代入 (3) 中 得 
十 如 Tally +h oy + ob)’ 


B(x a16(r +ta ly + bo—16=0, (3) 
展开 后 归并 同类 项 得 x “yy 的 系数 师 次 为 0a 十 68 一 16, 6z 十 105 一 16. 
令 10a+68—16=0, 
6a+108—16=0, 


联 立 求 得 gp 的 值 为 a=1, 5=1， 因 此 求 得 新 原点 为 O001, 1)， 
以 4 二 1，58 二 1 代入 (3), 得 
Sx ?+6oxr y+ 22=0. (4) 


其 次 作 轴 的 旋转 ,因为 方程 (和 中 x“”,y” 的 系数 相等 , 故 可 令 


| 
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十 
4 二 才 ， 因 而 旋转 公式 为 
各 
站 | oT ji- 守 二 TT"—y” 1 
T 二 5C0S 本 一 和 Sin J 
Ry 
¥ 一 SiN ty Cos J 
将 上 式 代 入 (后 化 简 , 得 
Ax 十 2 一 了 
、 Ea 
或 1 + =1. (5) 


方程 (外 是 椭圆 的 标准 方程 . 它 的 图 形 如 图 4.21， 


第 五 章 极 坐 标 


$5.1 极 坐 标的 概念 


用 两 个 数 确 定 平 面 上 一 点 位 置 的 方法 , 除了 前 面 所 使 用 的 直角 坐标 
法 以 外 , 常用 的 还 有 极 坐 标 法 ， 在 某 些 场合 ,使 用 极 坐 标 能 使 问题 更 便 
于 研究 . 

在 平面 上 取 定 一 点 怠 , 称 为 极点 , 并 自 局 引 一 射线 口 4, 称 为 极 轴 
“图 5.1), 于 是 平面 上 任意 一 点 好 (不 在 
极点 ?的 位 置 , 可 以 由 两 个 数 +=|OM| 
及 8 人 AOM 来 决定 ,其 中 8 就 是 射 
线 OP 绕 O 点 由 上 4 位 置 按 首 时 和 针 方 
向 旋转 , 第 一 次 转 到 OM 位 置 时 所 转 本 
过 的 第 ，> 是 射线 OP 上 由 口 到 于 的 图 5.1. 
距离 .这样 两 个 数 7?、8 称 为 点 于 的 极 坐 标 , 且 以 记号 村 (7,9) 来 岩 示 点 
时 ,7 称 为 极 径 , 称 为 极 角 . 

根据 上 述 定义 , 点 于 的 极 坐 标 > ,8 的 数值 各 自 受 到 以 下 的 限制 ， 


7 >0, O00<2x, 


在 这 样 的 眼 制 下 , 任意 给 定 一 对 数 y . 4 平面 上 就 对 应 着 叭 一 的 一 点 
及 :反之 , 平面 上 除 极点 口 以 外 的 任意 一 点 型, 必 有 一 对 数 y .6 与 它 对 
Pp 应 , 当 点 村 为 极点 时 , > 一 外 而 9 的 值 可 
任意 . 

在 极 举 标 的 实际 应 用 中 , 为 了 方便 
起 见 , 我们 往往 取消 上 述 对 x 和 5 欧 限 
”图 5.2 制 , 而 规定 它们 可 取 任何 实数 值 . 现 设 有 
任意 实数 > 和 6. 上 先 作 射 线 OP 使 以 D4 为 娩 线 ，OP 为 终 线 的 角 


0 | 
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- 图 5.3 
平面 上 某 一 点 型 的 援 坐标 , 则 了 = ”8 一 饼 十 28 下 志 是 点 于 的 极 坐标 
此 外 ,7 三 一 名 ;9 二 生 十 有 十 2X* 素 也 是 点 村 的 极 坐 标 ( 下 是 任何 整数 ). 


例 描 出 下 列 各 点 ; 


‘第 一 篇 ] 
和 AOP=4{ 图 5.22. 其 次 ， 
如 果 *+ 是 正 的 ,在 GP 上 作 
一 点 形 , 使 |OQMI=z， 如 时 
# 是 负 的 ,在 已 向 口 的 延长 
线 上 作 - :点 型 ,使 |O1= 
Iz|. 这 和 样 ,对 于 任意 的 一 对 
实数 x 和 8, 总 可 以 在 平面 
上 靖 定 唯一 的 一 点 帮 . 但 是 
反 过 来 ,对 平面 上 的 同一 点 
却 对 应 着 无 限 多 对 的 数值 ， 
因为 如 果 7 三 7， 有 三 外 是 


$5.2 极 坐 标 与 直角 坐标 的 关系 


有 时 为 了 研究 问题 的 方便 起 节 ) 
见 ,需要 把 极 坐标 变换 成 直角 坐标 ， 
或 者 需要 把 直角 坐标 变 稀 成 极 学 
标 , 因此 , 我 们 需要 研究 这 两 种 坐标 
之 间 的 关系 。 

设 平面 上 有 一 直角 坐标 系 和 一 
极 坐 标 系 ， 它 们 是 这 样 取 定 的 ， 极 
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点 和 华 标 原点 重合 , 极 轴 和 x 轴 的 正 半 轴 重 合 . 设 平面 上 人 尾音 一 点 衣 在 
直角 坐标 系 中 的 坐标 为 +、y, 在 极 坐 标 系 中 的 奉 标 为 x 、8. 现在 要 来 研 
究 7,y 和 ,8 之 间 的 关系 .如 果 点 如 的 极 坐 标 7 .8 已 知 , 则 它 的 直角 
坐标 可 用 下 列 变 挽 公式 求 得 ， 

T=rcocos0, yrsing.. 《1》 
关于 公式 ) 的 成 立 我 们 讨论 如 下 ; 
1 车 > =0) 则 公式 (1) 的 成 立 是 很 显然 的 ， 
2 车 7 >0, 则 由 三 角 学 中 关于 任意 一 鱼 刀 的 余弦 和 正弦 的 定义 cos 


6= 过 和 sing= 才 就 可 知道 公式 (是 成 立 的 ， 


3 车 +<0， 因 {7, 四 和 (一 x,9 十 7) 表 示 同 一 点 ， 圾 可 用 (一 .6 十 x) 
代替 47, 国 来 求人, 护 。 由 于 一 ”> 由 因此 对 于 极 坐 标 一 *.8 二 fr 可 引用 
公式 (1)。 用 一 yx 和 8+Tf 分 别 代替 公式 (四 中 的 > 和 0 得 

T=—reosdt+A) 二 一 *( 一 cos6) = reosd, 
y=— rsint+a)=— (~ sin = rsing. 
由 此 看 到 该 点 的 直角 尝 标 仍 可 由 公式 (1) 得 到 . 

现在 我 们 讨论 反 过 来 的 问题 : 点 好 的 直 角 坐 标 了 .zy 已 知 , 求 点 于 
的 极 坐 标 7 .9, 在 全 .1 中 看 到 , 点 形 对 应 着 无 限 多 对 的 数值 , 其 中 性 一 对 
数值 都 可 作为 点 三 的 概 坐 标 , 生 知 道 了 其 中 某 一 对 数值 后 , 其 他 无 限 多 
对 的 数值 也 就 很 容易 写 出 来 。 因 此 我 们 求 出 其 中 一 对 数值 就 驶 了 .我 
们 求 z 兰 0 0s 和 8<2z7 的 一 对 数值 ， 

把 公式 (1) 中 的 两 个 式 子 分 别 平方 再 相 加 得 

ty =ricond rsind = yi(cos:0 + sin’0) 一 7 
因此 
r= + yy?, (2) 
把 公 趟 (了 DD) 中 的 两 个 式 亲 ( 设 x 村 从 相 除 得 


tg0= 芯 . (3) 


90 解析 上 几何 [第 一 篇 ] 
由 tg9 来 决定 日 时 应 根据 点 Mtx,y) 在 第 几 象 限 D. 


例 1， 将 极 坐 标 5. 忆 变换 成 直角 坐标 . 
解 ” 利 用 公式 (1) 得 


sco To ,一 simn 王 -ay 
二 5 Cosa = Y 5 sin 2 


例 23. 将 直 前 坐标 1. 一 1 变换 成 极 坐 标 ， 
解 ”利用 公式 (分 和 ( 约 得 
7 一 VY123 十 (一 1 一 w2 tg0= =—l. 


因 点 (1, 一 由 在 第 四 象 限 , 放 9 二 -， 


§ 5.3 ”曲线 的 极 坐标 方程 


象 直角 坐标 系 中 曲线 可 用 含有 变量 +、y 的 方程 表示 一 样 ， 在 极 坐 
标 系 中 曲线 也 可 用 含 让 变量 x .8 的 方程 来 表示 ， 
例 1， 求 中 心 在 极点 口 ， 站 全 为 4 的 图 的 极 坐标 方程 


解 r=&. 
例 2 求 通过 极点 口 卜 与 极 本 4 成 g 角 的 直线 的 极 坐 标 方程 ， 
解 =a. 


例 3， 设 半 径 为 & 的 图 经 过 极点 
中, 其 中 心 C 在 极 轴 QA 上 , 求 它 欧 极 
坐标 方程 . 、 

解 ” 设 圆周 与 极 轴 除了 在 极点 口 相 
变 外 , 还 充 于 另 一 点 召 ， 在 圆周 上 任 到 一 
点 瑶 (r, 外 (图 5.5)。 因 为 A OQBW 是 直 
疼 5.5 角 三 角形 ,所 以 y= OB eos6, 介 08== 


OD 车 x =D 则 8= 好 或 3 因 这 时 点 于 在 y 轴 上 .， 
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22, 故 r 一 2Ccos, 这 就 是 所 求 圆 的 极 维 标 方程 . 
若 一 曲线 的 直角 誉 标 方程 已 知 , 则 利用 前 节 变 换 公 式 : 


了 一 Yeos y= sing, 


可 求 得 该 曲线 的 极 坐 标 方程 . 

例 4 设 一 直线 在 直角 坐标 系 中 的 一 般 方程 为 Ar 十 By 十 C=(. 
若 以 直角 坐标 系 的 原点 为 极点 , x 轴 的 正 半 轴 为 极 轴 , 求 该 直线 的 极 坐 
标 方程 . 


解 将 x=rcos9 及 y=7rsin8 代 入 Ax++By 二 C=0, 
得 r(Acosd + Bsind)+ C=0. 


这 就 是 直线 的 极 坐标 方程 . 

由 此 见 到 , 直线 的 极 坐 标 方程 非但 不 一 定 是 一 次 方程 , 而 且 还 不 一 
定 是 代数 方程 ， 因 此 必须 注意 到 ， 我 们 说 直线 可 用 一 次 方程 表示 ， 反 
之 , 一 次 方程 一 定 表示 直线 , 这 是 指 在 直角 坐标 系 中 而 说 的 . 下 面 的 例 5 
指出 在 极 坐 标 系 中 一 次 方程 + 二 46 并 不 表示 直线 . 

极 坐 标 方程 的 作 图 法 和 直角 坐标 方程 的 作 图 法 在 原则 上 是 完全 棚 
同 的 . 这 方法 的 一 般 步 又 是 : 

1” 求 山 满 是 方程 的 一 些 点 (ro 有 【ra B) (rn Do)i 

2 把 求 出 的 点 在 平面 上 描 下 来 ; 

3” 通过 这 些 点 联 一 曲线 . 
有 时 我 们 利用 图 形 的 对 称 性 , 可 以 简化 作 图 的 工作 , 下面 我 们 讨论 几 条 
在 应 用 中 时 常 碰 到 的 曲线 作为 例子 . 

例 5， 描 出 + 二 26 (a>0) 的 图 形 
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车. 入 满足 7= 48, 则 一 ,一 贞 也 渍 
是 7 二 a6. 但 (x, 和 ) 和 (一 yp, 一 丰 ) 是 对 
称 于 过 极点 口 昌 垂直 于 极 轴 的 直线 的 , 因 
此 +==a8 的 图 形 也 对 称 于 让 直线 ,图 5.6 
中 实 线 对 应 正 的 9， 虚线 对 应 负 的 8, 这 则 
” 弘 称 为 阿 基 米 德 螺 线 ， 

例 6 描 册 =ae”(a>0, 二 放 闪 的 
图 形 . 


注意 86 趋向 负 无穷 大 的 情形 是 很 有 兴趣 
的 .这 时 曲线 控 头 时 针 方 向 永 不 体 止 地 绕 
4 ”极点 口 巡 转 , 且 傅 来 钝 到 近 极 点 0O. 极点 0 
是 这 曲线 的 装 近 点 . 这 曲线 称 为 对 数 絮 线 . 
5.7 图 形 如 图 5.7 所 示 . 
例 7， 描 出 +=w(1 一 cos 外 (a> 中 的 图 形 ， 


若 点 (71,61) 是 曲线 上 的 点 , 则 点 {71, 一 量 ) 也 是 曲线 上 的 点 ， 但 点 (x;, 丰 ) 
与 7, 一 各) 十 对 称 于 极 轴 的 , 释 詹 该 曲线 对 称 于 极 轴 ， 这 曲线 称 为 心 形 
线 , 形 如 图 5.8 所 示 . 
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图 5.8 


人 讽 8. 描 出 7 二 gcos36t& 交 站 的 图 形 . 


| 亚 A 5 | 下 | 5 
上 2 2 2 
ralor0ralo —0.7075| 0 D0.707a aDnDalo =-0 rel—a 


8 每 增加 或 碱 少 x 时 , 山 线 按 正 方向 或 按 负 方向 重复 一 次 ， 曲线 的 形状 如 
图 5.9 所 示 ， 这 曲线 称 为 三 叶 政 瑰 线 ， 


图 5.10 


例 9， 设 有 相距 为 22 的 两 定点 , 已 知 动 点 与 这 两 定点 的 距离 的 乘 
积 等 于 &2, 求 动 点 前 轨迹 , 并 搭 出 它 的 图 形 . 

解 1 设 两 定点 为 瓦 . 瑟 , 取 互 束 的 中 点 为 援 点 O, 极 轴 通 过 定点 
《图 5.10) . 

设 点 叶 (>, 全 是 所 求 加 迹 上 的 任意 一 点 ,联结 肝 , 本 和 并 ,也 ,由 
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主角 学 知道 
MF = r+ a orlacosd, 
MF|=vri+ a +2|r|acost. 
按 题 意 有 
EMF MF= a, 
即 vr +a—2lrlacos0 :vr + a + orlacosd = a 
两 边 平方 , 并 化 简 得 轨迹 方程 为 
# 一 2ez2cos209 ， 
2 方程 x?=24a?cos28 可 以 写 为 7 二 二 V2avcos28. 


士 D.7w 3 


因为 jcos2b| 入 1， 所 以 | 中 < v2a, 即 ~VY2a + YZ2a; 又 当 8 在 
到 与 峙 之 间 取 值 时 ,cos26 为 负 , 对 应 的 为 虚数 , 所 以 在 直线 9 于 


与 9= 汪 之 间 没 有 轨 带 . 


2 9 下 - 若 ,满足 方程 , 测 ri 一 站 与 

SS 一 1, H 也 满足 方程 ,但 点 (71,80 和 (7, 
(4% 一 及 ) 是 对 称 极 轴 的 ， 而 点 (zu 如) 和 (一 六 ， 
7 ~ ”的 ) 是 对 称 极点 的 , 所 以 7? 二 2q?cos28 的 
5 图 形 既 与 极 轴 对 称 ， 也 与 极点 对 称 ， 曲 线 


的 形状 如 图 5.11 所 示 . 这 曲线 称 为 双 组 线 , 
$ 5.4 加 锥 曲线 的 极 坐 标 方程 
设 严 为 圆锥 曲线 的 焦点 ，9 为 与 五 相配 合 的 准 线 (参阅 84.6 和 


全 + 一 2alyieos29= 和 相当 于 于 一 玉兰 一 2escos28, 但 前 者 的 轨迹 已 包含 在 后 者 
的 轨迹 之 内 , 故 不 必 列 出 . 
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§4.8). 

， 氢 点 下 为 极点 ,以 下 到 9 的 垂 线 作 极 
轴 , 垂 足 姜 到 瑟 的 方向 为 极 轴 的 正 向 (图 
5.127。 在 这 个 极 坐 标 系 中 , 我 们 来 建立 区 
锥 曲线 的 极 沧 标 方 程 . 

设 MM(7, 闪 为 圆锥 曲线 上 任意 一 点 .我 ， 
们 腿 制 x >0, 如 此 则 根据 圆锥 曲线 的 定义 
有 


es (1) 


图 3.12 
其 中 7 为 极 径 , 同时 亦 为 点 兰 到 焦点 下 的 距离 , 4 为 点 好 到 准 线 g 的 最 
离 ，e 为 离心 率 . . 

设 记 是 圆 骏 曲线 上 这 样 的 一 点 , FP 垂直 于 极 轴 , 且 忆 在 极 轴 的 上 
方 ( 由 对 称 性 可 知 这 极 轴 同时 就 是 焦点 轴 ), 则 p = FP 称 为 圆锥 曲线 的 
焦点 参数 . 


因 d= DN=DF+FN = DF+ recosd, 
FP_ pp _ 

承 DF=SP, 而 SP TT SP 忆 ， 
因此 d = 二 二 reoset. 

和 将 4 代入 (1) 式 得 

a 一 一 
了 十 YCOS# 
由 此 rp+ recoso, 


(1—ecosd)=p, 


A 1 一 ECOSR 


《2) 式 就 是 所 要 推导 的 圆锥 曲线 的 极 坐 标 方 程 。 e 为 离心 率 . 


ee 
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e<<1 时 得 模 圆 ， 当 e 二 1 时 得 抛物 线 ， 当 e > 1 时 得 双 曲 线 ( 严 格 说 来 , 在 
.7 之 0 的 限制 下 , 应 该 是 双 曲 线 的 一 个 右 分 支 ) 中 . 

户 是 轩 锥 得 线 的 焦点 参数 ， 在 抛物 线 的 情形 , p 等 于 焦点 与 淮 线 闻 


的 距 高. 在 精 贺 的 情形 , 若 椭圆 的 长 半 铀 为, 短 半 轴 为 刀 则 p= 世事 


实 上 , 因 点 Ple, 四 在 曲线 上 ， 所 以 要 满足 方程 和 + 六 =1 由 此 求 得 


a 
2 af ce Bi 一 cy) 
» =6(1 G7)= a a 
乞 . - 、 
因此 P= 


在 双 曲 线 的 情形 ， 闫 双 曲 线 的 实 半 贡 为 4， 虚 半 轴 为 5， 则 用 同样 的 
方法 可 求 得 p= 志 、 


号 如 点 开 在 村 分 志 上, 则 因 DFt+x cos0 = 一 


所 以 d=—{DF+rcosd}. 
于 是 名 可 = 全 使 得 ， 
. ， _ 
— -sp 闻 r 二 
-{ P trensg] l= econy 
上 


这 就 正 双 图 世 问 左 分支 的 极 坐 标 方正 ， 


第 六 章 参数 方程 


$6.1 参数 方程 的 概念 


在 前 面 几 章 里 ,平面 上 油 线 的 方程 , 我 们 都 是 用 曲线 上 流动 点 的 直 
角 坐 标 x ,y+ 或 极 誉 标 r, 站 之 加 一 个 方程 来 表示 , 这 就 是 所 谓 曲 线 的 直 
荐 坐标 (或 极 坐 标 ) 方 程 ， 但 从 力学 观点 来 考察 , 如 果 把 曲线 看 敌 质 点 运 
动 的 畦 迹 , 那 末 运动 轨迹 上 点 的 坐标 z 与 # 各 是 时 间 t 的 前 数 ， 所 以 作 
为 质点 运动 轨迹 的 曲线 , 可 以 用 两 个 方程 来 表示 . 

举例 来 说 , 以 原点 为 中 心 , 起 为 半 和 轻 的 
辆 , 可 以 看 做 是 一 个 质点 作 等 速 贺 周 运动 
的 轨迹 . 设 质 点 运动 的 角速度 为 w, 从 圆周 
与 OX 轴 的 交点 丰 的 位 置 按 道 时 针 方 向 
开始 运动 , 经 过 时 间 t 后 , 质点 在 圆周 上 达 
到 一 点 放 的 位 置 (图 65.1. 由 于 和 AOM = 
wt 所 以 点 谋 的 坐标 x+ 与 # 可 以 各 用 一 个 
上 的 函数 来 表示 ， 


z=Reoswt, y=Rsinwt. (1) 
对 于 的 每 一 个 值 , 由 (就 有 圆 上 的 一 点 M(z ,六 与 它 对 应 , 当 / 的 什 
从 口 逐 疡 增 至 “时 , 点 M 就 从 点 入 开始 按 着 时 针 方向 描 出 一 个 圆 . 所 以 


(1) 式 中 的 两 个 方程 表示 以 原点 为 中 心 , 号 为 半径 的 图 的 方程 . 
一 般 来 说 , 如 果 把 平面 曲线 忆 上 的 点 的 流动 坐标 与 y 分别 用 另 一 
个 变数 t 的 函数 
r=9(t), y= (0 | (2) 
来 表示 ,使 点 (x,y) 随 荐 变数 t 在 某 一 范围 内 变化 而 描 出 曲线 己 , 且 只 


i te ee 
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描 出 C， 那 未 方程 (2) 就 称 为 平面 曲线 C 的 参数 方程 ， 变 数 上 称 为 参 
数 . 

根据 上 述 定义 , 方程 (DD 就 是 以 原点 OO 为 中 心 , 怀 为 半径 的 圆 的 参数 
方程 ®. 

这 里 要 注意 , 参数 方程 (2) 中 的 参数 t 并 不 一 定 代表 时 间 , 而 可 以 代 
表 其 他 任何 意义 , 如 角度 , 有 向 线段 的 值 等 等 . 

一 条 曲线 的 参数 方程 与 直角 华 标 方程 之 阅 有 着 密切 的 联系 ， 从 已 知 
曲线 的 参数 方程 消去 参数 1 ,一般 就 得 到 这 曲线 的 直角 坐标 方程 , 例如 
把 (1} 中 的 两 个 方程 的 两 端 平方 相 加 , 消去 上 的 结果 就 是 这 个 圆 的 直角 坐 
标 方程 ， : . 


r+ = {3) 
， 反 之 , 从 已 知 曲线 的 直角 坐标 方程 ,我 们 引进 适当 的 参数 后 , 可 以 求 得 这 
曲线 的 参数 方程 , 例如 已 知 以 原点 口 为 中 心 , RR 为 半径 的 图 的 直角 坐 
标 方程 (3) , 我们 引进 中 心 角 AOM=g (图 6.1) 作 为 参数 ,出 = 
RRcospg， 代 入 (3), 解 得 y 二 土 Rsing， 从 而 得 到 这 个 圆 的 参数 方程 ; 


T=Reosg, y=R sing; {4) 
或 r=Reosp, y=—Rsing. {5} 


二 后 , 我 们 还 要 指出 , 曲线 的 参数 方程 有 以 下 两 个 特点 ， 
1 由 参数 方程 表示 的 曲线 具有 一 定 的 方向 ， 例 如 参数 方程 (和 所 表 


示 的 图 , 当 L 从 0 增 大 至 2 时 ， 点 胜 (z, 胃 ) 就 从 点 A4 按 道 时 针 方 向 描 出 


一 个 加 如果 工 从 全 减 小 至 0 点 术 (x, 办 就 从 点 4 按 相 反 的 方向 描 


出- 一 个 圆 (图 6. 1). 
2” 一 条 此 线 可 以 用 不 同 的 参数 方 辑 来 表示 .例如 参数 方程 (1])、 
(4)、(5) 都 表示 同一 个 圆 ， 


二 ”在 力学 上 , 方程 (1 叫做 质点 作 等 速 圆周 运动 的 运动 方程 
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,$6.2 曲线 的 参数 方程 


从 上 节 关 于 图 的 参数 方程 这 个 例子 , 得 出 通常 建立 曲线 参数 方程 的 
两 种 方法 ， 一 种 是 象 建立 方程 (1) 那 烨 , 把 曲线 看 做 动 点 的 轨迹 , 适当 选 
取 和 参数 1 ,使 得 曲线 上 点 的 流动 坐标 与 y 分 别 用 一 个 参数 ! 的 函数 来 
表示 ; 另 一 种 是 象 建立 方程 ( 作 或 (5) 那 样 , 从 已 知 曲线 的 直角 华 标 方程 引 
入 适当 的 参数 , 从 而 求 得 曲线 的 参数 方程 .下 面 我 们 就 根据 这 两 种 方法 
来 建立 几 种 曲线 的 参数 方程 . 、 

1. 直线 . 设 直 线 工 通 过 点 
olXxote), 且 与 + 轴 的 倾角 为 a 
(图 6.23, 把 这 直线 看 做 是 质点 作 
等 速 直线 运动 的 轨迹 , 并 设 速度 为 
2 当时 间 f= 二 0 时 ,质点 在 入 的 位 
置 . 经 过 时 间 t 后 , 设 质点 的 位 置 为 
加, 它 的 坐 际 为 7 与 y ,由 于 性 == 
vi; 则 得 


FO TO MC 一 人 cos (1) 


y=BM=AMotCM=gy tr sine; 


T=rot mt, 
FE 0) 


¥ 二 jo 十 ts . 
其 中 常数 六 三 7 c0sd，* 关 二 ?7 Sin 分 别 表示 质点 在 + 轴 和 yy 轴 方 向 上 的 
分 速度 , 方程 (1)' 就 是 直线 工 以 时 间 上 为 参数 的 参数 方程 . 
令 vt 二 ,由 (有) 又 得 直线 工 的 参数 方程 ; 
fF =x0+ pcosea, 


的 
8 一 加 十 ASinea， 


其 中 参数 4 表示 有 向 线段 o 叶 的 值 . 
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2， 烽 图 设 已 知 椭 阅 的 标准 方程 

-全 二 和 =1. 
以 原点 口 为 中 心 , 作 两 个 沁 心 圆 , 它们 的 半径 分 别 为 zg 和 广 (4> 人 ,从 原 
点 口 出 发 任 作 一 射线 ,这 射线 与 大 峰 及 小 圆 分 别 痰 于 点 所 及 点 如 .再 
过 A4 引 yy 轴 的 平行 线 与 杭 图 相交 于 忆 , 并 设 点 忆 的 谷 标 为 x+、y， 取 以 
正 半 轴 为 始 边 、 射线 OB4 为 终 
边 的 正 角 + 为 参数 ， 由 图 6. 3, 有 
T=acost. 
代入 已 知 的 椭圆 标准 方程 , 解 得 
y=bsint. 

上 面 两 个 方程 ; 

X=acosit, y=bsint (3) 
就 是 已 知 酉 圆 的 参数 方程 ,其 中 参 
数 + 称 为 椭圆 的 离心 角 

3. 摆 线 一 圆 沿 定 直线 滚动 时 , 圆周 上 一 定点 所 描 出 的 轨迹 称 为 
摆 线 , 或 旋 轮 钱 ， 下 面 我 们 来 建立 它 的 参数 方程 

如 图 6. 4, 设 滚动 着 的 贺 的 半径 为 cz, 圆心 为 C. 及 设 村 为 辕 周 上 


图 6.4 


的 定点 , O 为 直线 9 上 的 一 点 , 圆 滚动 时 点 型 一 度 与 点 口 重合 今 以 点 口 
为 寺 久 坐标 系 的 原 志 , 直线 为 二, y 办 指向 直线 了 的 这 样 的 一 全 ,也 
正 是 滚动 着 的 贺 所 在 的 一 个 . 
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现在 我 们 引入 参数 1 , 它 称 为 滚动 角 , 这 负 的 始 边 为 CM, 终 边 为 
CN ， 当 点 村 合 于 点 口 时 , {一 0， 当 图 向 x+ 轴 的 正 向 液 动 时 , ! >0; 当 
向 x 轴 的 负 向 滚动 时 , 1! <9， 利用 这 套数 ,就 可 把 动 点 开 的 坐 
标 Xx.y 备用 + 的 区 数 表达 出 来 ; 

I=00=ON— QN= MN -- MR= at—asint, 
y= QM=NC— RC=a—arcost. 
所 求 摆 线 的 参数 方程 为 
{i 站 < 
yl—cost). 

撰 线 由 无 限 多 支 彼此 一 样 的 分 支 组 成 ,每 一 分 支 称 为 摆 线 的 一 拱 . 
一 拱 之 阔 为 2x4a 而 高 为 2a, 其 中 &z 为 滚动 著 的 贺 的 半径 ， 

4.、 贺 的 渐 伸 线 把 一 条 没有 伸缩 性 的 绳子 围绕 在 定 贺 周 上 , 拉 开 
绳子 的 一 端 并 拉 直 , 使 绳子 与 圆周 始 
终 相 切 ， 绳 子 端点 的 轨迹 ， 称 为 国 
的 渐 钊 线 亿 . 

设 定 圆 的 中 心 为 0, 六 径 为 4， 
而 人 4 是 绳子 未 拉 开 时 它 的 一 端的 位 
置 ( 图 6.5)， 现 取 0 为 原点 ,通过 OO 
与 4 的 直线 为 x 轴 ， 设 本 人, 太 是 
图 的 渐 伸 线 上 的 任意 -- 点 , 这 时 继 子 
的 一 段 为 直线 末了 , 且 是 贺 的 切线 ， 
令 和 ZA40OT 二 +, 则 有 


IMTI= 新 4T=at. 图 5 
作 MC、 TB 于 直上 轴 , 4D 平行 X 轴 . 朵 和 各 TD= < AOT=1, 干 是 
人 : 
ITECOTOB DO OB THM -ges asint. 
y= CH= BD=HT- DY-usin!— a vost. 


汕 在 村 祷 土 , 里 徐 上 上 旧 的 轮 廊 曲线 .一般 本 各 全 的 齐 
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所 以 圆 的 渐 伸 线 的 参数 方程 为 ， 
{T=a{cos t+t sint), 
{ ' (5) 
y=a(sint— iceosd). 


$6.3 参数 方程 的 作 图 法 


要 描 出 一 参数 方程 的 图 形 , 可 先 假定 参数 等 于 某 些 适 当 的 实数 值 
将 这 些 实数 值 逐一 代入 参数 方程 中 , 求 得 x 和 y 的 对 
应 值 ， 电 同一 个 参数 值 所 算出 的 + 值 和 y 值 是 曲线 
上 一 点 的 坐标 .将 这 些 点 在 平面 上 描 下 来 ， 通 过 这 些 
:5 ” 点 绘 一 曲线 ， 这 曲线 即 参 数 方程 的 图 形 . 


r= 
图 6.6。 例 措 由 参数 方程 _,。 的 图 形 


Y 


曲线 的 形状 如 图 6.6 所 示 . 
这 曲线 称 为 半 立 方 抛物 线 , 因为 将 参数 方程 中 的 了 消去 后 得 


3 
中 一 土 文子 
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$7.1 空间 点 的 直角 坐标 


为 了 确定 平面 上 任 痘 一 点 的 位 团 , 我 们 曾经 用 了 平 兽 直 角 坐 标 系 ， 
现在 为 了 确定 空间 一 点 的 位 置 , 就 要 引进 空间 直角 坐标 系 ， 从 空间 某 一 
定点 〇 引 三 条 互相 徐 直 的 直线 Ox、 Ov, Oz, 叫做 坐标 轴 , 三 直线 的 交 
点 口 ,叫做 耸 标 原点 ， 按 照 惯例 , Ox 轴 和 Ow 轴 配 置 在 水 平面 上 ,而 
Oz 略 是 锅 垂 线 ， 我 们 又 规定 Ox 轴 的 正 向 是 朝 着 前 方 (向 读者 的 一 ， 
边 ), Oy 轴 的 正 向 是 由 堪 到 有 ， 
Oz 加 的 正 咎 是 由 下 而 上 (名 
7.D. 

设 点 调 为 空间 一 已 知 点 ,我 
们 作 点 于 在 坐标 轴 上 的 投影 , 即 通 
过 点 冲 作 三 素面 分 别 驻 直 于 Ox 
轴 . Oy 轴 和 Oz 轴 , 设 与 Ox、 
Oy. Oz 的 交点 顺 次 为 A.B, 0， 
则 它们 就 是 点 对 分 别 在 三 个 坐标 。 
轴 上 的 投影 ， 反 之 ,在 三 办 上 已 知 
三 点 4,.B,C 的 位 置 时 ,在 空间 可 以 决定 唯一 的 点 型 , 这 点 以 A.B,C 
为 它 在 三 轴 上 的 投影 .因此 , 点 再 的 位 置 的 决定 就 归结 到 它 在 轴 上 的 投 
影 4. B.C 的 位 置 的 决定 了 ， 但 轴 上 A. 上.C 三 点 的 位 置 久 分别 由 有 
向 线段 O4、OB、OC 的 值 来 决定 ， 若 设 这 三 个 有 向 线 臣 的 值 分 别 以 工 ， 
y 和 zz 表示 , 那 末 


二 二 站 4， y=0B, z= OC. 
于 是 空间 的 点 于 和 一 组 有 序 的 三 个 数 YY 有 z 间 便 成 立 了 一 一 对 应 
关系 .这 梯 策 一 钥 逆 .x.y.z 就 时 敌 点 形 的 坐标 , 其 中 z 虽 做 烧 标 , y 叫 
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做 纵 标 , z 叫 做 袜 标 。 记 号 形 人 ,3 世 表示 横 标 为 了 X、 纵 标 为 了 、. 立 标 为 
字 的 点 本 . 

三 坐标 轴 Ox、 Ow, Oz 疗 商 决定 互相 重 直 的 三 平面 YOU.YOS、 
zOx; 称 为 坐标 平面 。 这 三 平面 把 整个 空间 分 为 八 个 区 域 , 称 为 卦 限 .这 
八 个 封 限 的 顺序 , 可 用 于 列 方法 来 规定 它 ; 

在 第 一 卦 限 内 x>0,，y>0, 2z>0; 
在 第 一 封 限 内 x < #>>0,，z>0; 
在 第 三 封 限 内 x<0, y<0, z>0. 
在 第 四 卦 限 内 工 > 小 YY<T >0 
在 第 五 卦 限 内 工 > 中 80 二 所 但 
在 第 六 封 限 内 -x<0, y>0,，z<<0 
在 第 七 卦 限 内 x<0, gy<0,，z<0 . 
在 第 八卦 限 内 x>0. y<0,，z<0, 

如 果 点 型 在 平面 2Dz 上 , 则 zz=0 同样 , 对 于 平面 zOx 土 的 点 , y 一 
0 对 于 平面 YOy 上 的 点 ,z 二 0.。 如果 点 玉 在 + 轴 上 , 则 y=z=0; 同 
样 , 对 于 zy 办 上 的 点 ,5 一 一 而 对 于 zz 轴 上 的 点 ,x 二 # 二 0 最 后 ,如 点 
并 为 原点 , 则 工 二 5 二 2 二 0. 

我 们 证 以 用 下 面 的 方法 来 求 得 点 琢 的 坐标 (图 了 .1). 

首先 从 点 前 对 xOg 平 而 作 垂 线 . 与 CO 半 面 变 于 六 ,然后 从 点 已 对 
z 轴 作 垂 线 训 z 轴 于 4 ,于 是 有 问 线 段 门 4 4 忆 和 PHy 的 值 显 然 是 与 点 
型 的 泽 标 -- 致 的 , 即 


OA=7x. AP=w, Plo. 


$72 基本 问题 
应 用 兰 节 中 所 述 的 直角 : 尝 标 法 , 我 们 斌 本 岂 求 得 登 癌 儿 梧 江天 个 简 
单 问题 的 名 ER 
问题 1。 设 一 点 关于 某 坐 标 系 的 沧 标 为 已 知 , 求 同 一 点 关于 另 一 新 
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坐标 系 的 坐标 , 但 这 新 系 的 名 轴 平 行 于 旧 系 的 各 轴 . 

设 点 形 关 于 坐标 系 Oxyz 的 坐标 是 XY、y,z。 新 系 O'x'y'z' 的 加 
Or .Oy .0'z’ 虎 次 平行 于 轴 Ox、 Oy、Oz, 并 且 指 着 同一 方向 (图 
7. 2>， 设 点 O' 关 于 旧 系 的 坐标 是 a、b. c, 并 用 xz“.y'.z "表示 点 村 关于 新 
系 的 坐标 . 


?7.2 


设 4 是 点 0 在 轴 Oy 上 的 投影 , 信和 名 是 点 于 在 轴 Oy 和 Ow 上 的 
投影 , 那 末 由 § 2. 1 敌 
OQ=0A4+AQ= O04+0O'W. 


OMB=y, OA=b, OQ=y,, 
所 以 
y=p+y,, 
河 样 , 如 把 点 O' 和 点 4 投影 到 轴 Ox 及 Oz 上 ,就 得 到 
天 一 在 十 发 
Es 


因此 ,我们 就 得 到 在 轴 的 平移 下 用 新 系 的 坐标 表示 旧 系 的 坐标 的 公 


二 A 二， 
y=b+y', (1) 
五 二 伺 十 过 。 
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由 上 述 公 式 可 以 得 到 在 轴 的 平移 下 用 旧 系 的 坐标 表示 新 系 芍 坐标 
T= 一 
y=y— : - (2) 
ZZ’ 二 一 0, 
问题 2。 求 两 定点 间 的 距离 ， 
(i) 设 点 开 的 坐标 是 yx.y.z: 那 末 点 对 到 原点 口 的 距离 就 是 三 楼 
之 长 为 |Y | ,| y1、1z | 的 直 六 面体 的 对 角 线 的 长 (图 7 .1), 如 以 好 
表示 这 距离 , 则 
d=7 二 十 7 
因此 我 们 得 到 点 表 C(x, y, z) 到 原点 0 的 星 离 公式 为 
d= Hy te. £3) 
【了 >) 设 两 已 知 点 为 灶 Cryy yy 2 和 Cy, yz z22, 求 它们 之 间 的 
距离 。 如 果 把 符 标 原点 移 到 点 相处 而 保持 轴 的 方向 , 则 点 柑 ; 关于 新 举 
标 系 的 坐标 是 六 0.0 而 点 Ma 关于 新 系 的 坐标 是 zs 一 了 ii 加 一 太 、 2 一 二 
由 公式 (3) 得 到 
d=y (xe— xr) ty — yn) (sa zr]. {4) 
这 就 是 两 点 入 (ri gn es 和 有 (xs, yz za) 间 的 距离 公式 . 
问题 3 把 已 知 线段 刀 BB 分 为 定 比 , 求 分 点 有 4 的 坐标 . 
设 40rugus) 和 吾 (zataiga) 为 两 已 知 点 , 定 比 为 山 如 点 及 分 有 向 
线段 4 百 为 两 个 线段 吉林 与 弄 呈 使 它们 的 值 的 比 等 于 让 


1 
. MB 7 


求 分 点 叶 的 坐标 7.3 及 2， 
设 4 已 .4 三 点 在 品 y 轴 上 的 投影 顺 次 为 外 、 久 2:、.S( 图 7. 33， 因 为 
两 直线 在 平行 平面 间 的 线段 成 比例 , 所 以 


AM _ QS 
MB Se 
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但 
古 | ZY: 一 月 。 
按 条 件 得 yay hi 
从 而 得 到 xz= 芭 和 
如 果 把 4 . 辣 . 虹 三 点 投影 到 Or 和 心 zs 轴 上 去 , 就 得 到 
_ i 十 Ars - _ Rl 二 AZz 
IFA: < 1+A 
这 样 , 就 求 得 分 点 于 的 坐标 为 
Yi 十 Ar 本 十 局。 + A2 
TA YT A (5) 
在 公式 中 如 令 A4=1, 则 得 到 线段 AB 中 点 的 坐标 为 - 
Tir i 二 y 二 人 1 起 ; 
多 一 5 2 # 一 风 2 总 一 5 : {6} 


例 1，。 求证 以 (4,3, ,807, 1 2)、 st5, 2 中 三 点 为 顶点 的 三 
龟 撒 是 一 个 等 肋 王 角形 . 
解 因 
(MM (7 一 必 ? 十 (一 3 十 (2 一 1 一 14， 
[Wa Ma = {5—7)?+(2—1)?+(3—2):=6, 
MM = 4+{3—2)+(1—3)*=6, 
所 MM|= [Ms |. 即 三 角形 着 ,HM 是 一 个 等 腰 三 角形 . 
例 2.。 把 点 4(1, 2 3) 和 点 吾 (一 1,2 3) 间 的 线段 4 电 分 为 1:2 的 
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比 , 求 分 点 好 的 坐标 . 


解 已 知 ri 一 1， 力 二 2，2 一 3 ya 一 一 1，3jz 一 2，zz 一 3， 1 总， 
由 公式 (5) 求 得 分 点 形 的 坐标 为 


1 2+ 广 2 3 十 工 X3 
一 3 ¥ 二- 1 =2, 总 一 I 一 上 
1+ 议 1 十 亏 


$7.3 天 量 的 概念 ， 矢 径 


在 研究 力学 ,物理 学 以 及 其 他 应 用 科学 时 所 遇 到 的 量 , 可 以 分 为 两 
类 .其 中 一 类 可 以 完全 用 数 僻 来 决定 , 例如 质量 ,温度 ,时 间 .密度 ， 面 
积 . 体 积 等 等 都 是 属于 这 一 类 .这 一 类 量 叫做 数量 ， 另 一 类 的 量 ， 只 各 
道 它们 的 数值 大 小 是 不 够 的 ， 要 完全 表示 它们 ， 必 须 同时 说 明 它 们 的 方 
向 ， 例 如 力 、 速度 、 加 速度 等 等 就 是 属于 这 一 类 。 这 -一 类 量 叫做 矢量 ， 

我 们 可 以 把 任何 矢量 用 具有 一 定 长 度 和 一 定 方向 的 线 毁 来 表示 , 这 
线段 的 长 彰 表 示 所 论 尔 量 的 长 度 , 这 线段 的 方向 表示 所 论 笑 量 的 方向 ， 
这 样 , 秆 去 矢量 折 表 示 的 物理 意义 , 就 产生 了 几何 矢量 的 概念 , 就 是 在 空 
间 有 一 定 长 度 和 一 定 方 向 的 线段 ， 现 在 我 们 所 要 讨论 的 对 象 , 就 是 这 种 
几何 矢量 ， 

如 果 两 矢量 满足 下 面 三 个 条 件 ， (1) 两 矢量 的 长 度 相 等 (2》 两 
矢量 平行 , 即 在 同一 直线 上 或 在 平行 直线 上 ;，(9) 两 失 量 的 指向 相同 ; 
就 说 这 两 矢量 是 相等 的 , 

我 们 必须 注意 到 矢量 的 起 点 和 终点 , 如 果 对 调 它们 的 位 置 , 就 得 着 
与 原来 矢量 有 相反 方向 的 另 -- 个 矢量 .从 两 矢量 相等 的 定义 , 就 知道 将 
一 矢量 平行 移动 后 , 仍 为 与 原来 矢量 相等 的 矢量 ， 所 以 矢量 的 起 点 可 以 
放置 在 空间 的 任何 一 点 ， 人 
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为 表达 矢量 , 最 好 选择 某 点 口 做 起 点 , 且 把 所 有 矢量 都 看 做 是 从 这 
点 出 发 的 。 若 矢量 的 起 点 为 O, 终 点 为 村, 这 全 矢量 就 用 带 有 艇 头 的 两 
全 字母 口 本 来 表示 , 第 一 字母 为 起 点 , 第 二 字母 为 终点 ， 或 者 单 用 代表 
矢量 终点 的 那个 字母 的 黑体 字 开 来 珍 示 . 而 不 带 有 入 头 , 如 

M= OW. 

同样 如 4=03， 万 = DB 等 等 . 

如 矢量 的 起 点 不 在 点 0, 则 常用 带 有 第 头 的 两 个 字母 来 表示 ， 例 如 
冯 卫 表示 起 虚 为 4, 终 点 为 的 矢量 ， 如 困 在 讨论 矢量 的 性 质 而 不 需要 
指出 它 的 起 点 和 终点 时 , 则 常用 一 个 不 带 有 简 头 的 黑体 字 如 A, 召 等 来 表 
Th. - 
矢量 的 长 度 叫 做 矢量 的 模 、 矢量 有 4 请 的 模 用 AB| 来 表示 ， 矢 量 六 
的 模 用 | 肚 : 米 表示 . 

特别 ,在 直人 第 举 标 系 中 , 如 以 坐标 原点 口 为 起 点 ,向 已 知 点 于 引 矢量 
吾 愉 ， 这 个 矢量 称 为 点 时 对 于 点 台 的 和 关 径 ， 经 常用 一 个 黑体 字 z 娄 示 , 即 
了 二 可 服 、 十 是 对 于 空间 … 点 村 对 应 着 一 个 所 径路 ， 反 之 , 每 一 矢 径 
可 及 对 应 着 -个 确定 的 点 于, 即 它 的 终点 ， . 


8$7.4 和 关 量 的 加 减法 


根据 力学 上 所 知道 的 有 B 
向 的 量 , 如 力 ,速度 及 加 速度 0 
的 合成 法 则 , 我 们 定义 两 和 
旱 的 和 如 下 . 

两 矢量 口 4 与 0B 的 和 
是 以 这 两 矢量 做 两 边 的 平行 
四 边 形 的 对 角 线 矢量 OC 0 4 
: 疼 7. 4). 记 作 网 7.3 

OC= 0A4+0OB. 
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如 果 两 矢量 OA 与 D8 在 同一 直线 上 , 那 末 定义 它们 的 和 是 这 样 的 
一 个 矢量 ， 当 所 二 与 OB 的 指向 相同 , 和 矢量 的 方向 与 原来 两 矢量 的 方 
向 相同 (平行 且 指 向 相同 ) 而 长 度 等 于 两 和 撩 量 的 长 度 的 和 ， 当 OA 与 OB 
的 指向 相反 , 和 矢量 的 方向 与 较 长 的 笑 量 的 方向 相同 , 而 长 度 等 于 两 矢 
量 的 长 度 的 差 . 

在 长 麻 相 等 而 方向 相反 (平行 , 但 指向 相反 ) 的 两 矢量 的 场合 , 它们 
的 和 是 长 度 等 于 零 的 一 个 特殊 的 矢量 , 叫做 零 关 量 , 并 用 记号 0 来 表示 
零 撩 量 的 方向 可 以 看 作 任 意 的 ， 

从 上 述 定义 , 对 于 矢量 加 法 , 交换 律 显 然 是 成 立 的 , 即 

OA4+0B-0B+04. (1) 


由 两 笑 量 相等 的 定义 ,在 图 7.4 中 ,可见 AC= 6B， 从 此 就 得 出 两 
矢量 加 法 的 三 角形 法 则 ， 在 第 一 矢量 口 了 的 终点 和 4 引 第 二 矢量 AC 
= 0 吾 , 封闭 这 折线 O4C 的 矢量 OC 就 是 口 4 与 如 如 的 和 , 它 的 起 点 合 
于 第 一 矢量 的 起 点 , 它 的 终点 合 于 第 二 矢量 
的 终点 ， 

车 要 求 三 矢量 4.B 及 C 的 和 , 先 求 A4. 
及 如 的 和 有 4 十 BB, 簿 与 局 相 加, 即 得 它们 的 和 
成 十 吾 十 尼 ( 图 7.5)、 由 图 中 最 然 可 以 看 出 ， 
著 以 4 与 B+ 忆 相 加 , 则 得 到 同一 结 东 . 因 
之 ,我 们 得 到 公式 ”图 ?7.5 

(A+B)+C=-AT(B+O=A+B+C, (2) 
它 表明 矢量 加 法 具有 结合 律 的 性 质 ， 

我 们 注意 到 矢量 4 二 吾 十 CC 就 是 封闭 这 折线 DO4BC 的 矢量 吕 C, 同 
时 由 于 和 挟 最 加 法 的 交换 律 与 结合 律 , 得 到 下 面 的 一 般 法 则 ; 

江 昨 加 法 的 一 般 法 则 ， 以 任何 次 序 相继 作 矢 量 4,.4A2、…-. 4, 并 


矢 旺 的 终点 作 所 得 折线 的 封闭 线 即 为 所 求 的 和 . 
’ 
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矢量 的 减法 “” 象 数量 的 减法 是 加 法 的 进 运 算 一 样 , 矢量 的 减法 也 定 
义 为 加 法 的 送 运算 .因此 我 们 可 以 从 两 矢量 的 和 来 定义 两 矢量 的 差 如 
下 

车 两 矢量 口 B 与 OC 的 和 是 矢量 口 A 屠 末 矢量 OC 就 定义 为 矢量 
04 与 矢量 OB 的 状 ， 

即 车 OB8+OC=0A,， 那 末 04-08=0C. . 

设 已 知 两 矢量 品 4 及 OB, 要 求 差 04 一 OB， 从 器 睛 的 终点 日 向 
本 的 终点 4 引 矢量 万 4 (图 7.6), 那 末 很 显然 

OB+BA=04, 

因而 OA- OB=BA4. 
即 矢量 万 站 是 所 求 的 差 。 这 就 是 说 , 为 了 从 一 矢量 减 去 另 一 夭 量 , 应 该 把 
它们 移 到 共同 起 点 , 然后 从 减 项 矢量 的 终点 向 被 减 项 矢量 的 终点 引 一 其 
量 , 此 即 所 求 的 差 . 

两 矢量 的 差 也 可 用 下 述 方法 来 求 ， 将 三 角形 OPB4 补 成 以 如 4 为 
对 角 线 的 平行 四 边 形 OBAC( 图 7. 信 . 于 是 
所 求 的 差 是 © 

064- 6B=BA4= 0C. 

从 三 角形 OAC 看 出 这 个 差 上 OC 也 等 于 

矢量 吕 用 与 矢量 7 忆 之 和 , 即 . " 
OA+AC= OC, 7.6 

其 中 4C 是 与 O08 长 度 相等 而 方向 相反 的 矢量 ， 于 是 我 们 得 到 减法 的 法 
则 ， 要 从 口 4 减 去 OB, 只 醒 把 与 8B 长 麻 相 等 而 廊 向 相反 的 矢量 万 已 加 
到 矢量 OX 上 去 . 


吕 


§7.5 矢量 与 数量 前 乘法 


矢量 与 数 苗 的 去 积 芍 定义” 设 已 知 矢量 有 4 和 数量 mm, 则 它们 的 乘积 
?4 (或 4m) 是 这 样 的 一 个 矢量 . 这 矢量 的 模 等 于 矢量 4 的 模 与 数量 


a 
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jy 的 乘积 , 并且 它 平 行 于 矢量 4， 如 果 罗 为 正 数 , 则 它 的 指向 与 4 的 相 
同 ， 如 果 光 为 负数 , 则 它 的 指向 与 4 的 相反 . 

根据 这 个 定义 , 就 建立 了 矢量 与 数量 的 和 法 ,矢量 和 4 乘 一 数 景区 的 
时 候 , 矢量 的 樟 乘 jz|， 且 对 于 加 0 保留 矢量 4 原来 的 方向 ， 而 对 于 六 <0 
则 更 改 为 相反 的 方向 . 

特别 是 天 量 4 乘 以 一 1 的 时 候 , 我 们 得 到 矢量 (一 1j4, 它 的 模 与 4 
的 模 相等 而 方向 相反 , 用 一 生来 表示 它 ， 

假如 蕊 =4B 是 不 为 零 的 数量 ), 则 定义 


A4_1- 
1A=B. 


检 舌 量 与 数量 乘积 的 定义 容易 推出 下 面 的 结论， 车 其 矢量 和 4 与 4 
互相 平行 , 则 是 :一 44 其 中 为 一 数量 ， 反 之 ,车 4s=A41 4 为 一 数 
量 , 则 两 矢量 4: 与 4: 互 相 平 行 . : 

关于 矢量 与 数量 的 乘积 有 下 列 三 个 性 质 ， 


(A A=A4+ nd; {1) 
A(EA} = ut Ad) = {A A; (2) 
A(A+B)=A4+AB; (3) 


此 处 2 和 是 表示 任意 数量 , 4 和 召 表 示 任 意 矢 量 ， 从 矢量 与 数量 的 乘 
积 定 义 可 以 直接 得 着 上 列 恒 等 式 (1) 和 {2). 至 玉 恒 等 式 (3), 可 以 用 相似 
图 形 来 说 明 如 下 : 

-如 矢量 4 和 矢量 吾 以 点 为 共 局 的 起 点 ， 则 4 十 吾 就 是 以 两 矢量 
生 和 为 为 两 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 矢量 ， 当 矢量 4、 户 及 
4 十 吾 各 乘 以 4 时 , 便 得 着 一 个 与 床 
来 平行 四 边 形 相 似 的 平行 四 边 形 
‘图?.?3, 并且 4( 和 4 二 ) 就 是 以 
44、4 媒 为 两 边 的 这 个 平行 四 边 形 
的 对 角 线 矢量 ， 所 以 4(4 十 吾 ) = 
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AAT+AB. 
长 度 为 一 个 单位 长 的 矢量 唱 短 单位 矢量 , 如 用 记号 和 4 天 示 与 和 4 同方 
测 的 单位 矢量 , 则 按 矢量 与 数量 乘积 的 定义 , 有 


~ 44=|A|4., 


所 以 一 个 矢量 (不 为 零 矢量 ) 除 以 它 的 模 的 结果 是 一 个 同方 向 的 单位 笑 
量 ， 即 


A_,. 
Al ， 


$7.6 矢量 在 轴 上 的 投影 * 投影 定理 


首先 我 们 来 确定 空间 二 轴 间 的 角 的 概念 。 设 在 空间 已 知 相交 于 点 
S 的 两 输 za 和 ?as 把 其 中 一 轴 绕 点 9 在 二 轴 所 决定 的 平面 上 旋转 , 使 它 
的 正方 向 与 男 一 轴 的 正方 向 重合 时 所 需要 旋转 的 角度 , 我 们 就 定义 为 这 
两 轴 间 的 角 , 并 且 用 记号 (zf za 或 zs se) 来 表示 ， 

必须 指出 , 平面 上 两 轴 间 的 角 , 按 旋 转 方 向 ( 北 时 针 或 顺 时 针 ) 有 正 
或 负 的 区 别 ， 但 在 空间 里 从 一 轴 到 另 一 轴 的 旋转 方向 是 与 观望 者 在 两 
轴 所 决定 的 平面 的 这 一 侧 或 那 一 调 有 关系 和 的。 所 以 在 空间 里 , 除 特别 声 
明 外 ,我们 一 般 规定 二 轴 季 的 角 限 在 0 与 x 之 间 , 且 不 区 分 轴 的 顺序 . 

如 果 已 知 的 二 轩 沿 和 ws 不 相交 , 则 自 空 间 的 任何 -点 S 引 二 轴 认 
入 zz, 顷 次 与 wi 和 aa 平行 且 有 相同 前 正方 向 (图 7.8); 我 们 就 用 相交 
二 轴 w 和 wz 间 的 角 来 定义 不 相 ， 
交 二 得 友 和 码 间 的 角 . pe 一 一 

空间 的 轴 #z 与 笑 量 4 间 的 。 
角 , 我 们 用 轴 名 与 男 一 轴 w 间 的 从 


角 来 定义 , 其 中 轴 尼 的 正方 向 是 全 
与 这 矢量 4 的 正方 向 一 致 的 、 同 图 7.8 
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样 , 一 矢量 44. BB 间 的 角 用 二 轴 &, ww' 间 的 角 来 定义 , 这 二 轴 的 正方 向 分 别 
与 矢量 44、 吾 的 正方 向 一 致 ， 我 们 把 矢量 44、 避 间 的 第 记 作 (4: 至 ) 或 
(B, A). 

其 次 , 我们 来 定义 空间 一 点 与 一 矢量 在 轴 x 上 的 投影 ， 设 已 知 空间 
一 点 4, 并 通过 点 4 引 辅 &# 的 垂直 平面 ec, 则 平面 4 与 轴 的 交点 4 吗 
做 点 4 在 轴 z& 上 的 投影 [图 7.9)， 从 而 , 车 设 已 知 矢量 二 如 的 起 点 4 和 终 


图 7.9 图 、7.10 


点 如 在 轴 ww 上 的 投影 分 别 为 点 4' 和 和 点 B'( 图 7.10)， 则 轴 纪 上 的 有 
向 线段 4B 的 值 4'B' 叫 做 矢量 A 如 在 轴 上 的 投影 , 记 作 PrisAB = 
4B'， 轴 叫做 投影 轴 . 

关于 矢量 的 投影 ,有 下 面 的 
-两 个 定理 ， 

定理 1. 矢量 AB 在 任何 轴 
u 上 的 投影 等 于 条 量 的 模 乘 以 轴 
与 矢量 间 的 角 p 的 余弦 ， 

PrisAB=|AB| cos p。 (1) 


疼 7.11 
证 如 图 7.11, 通过 矢 藻 必 吾 的 起 点 全 引 输 允 使 与 轴 之 平行 且 有 相 
同 的 正方 向 , 则 轴 和 矢量 A 忆 间 的 角 g 等 于 轴 和 矢量 轨 户 间 的 
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PriaAB= Pri AB. 


PriwAB=AB"”=|AB| cos ¢, 
所 以 ”PriuAB-IABl| cos 9. 
由 于 cos pg 的 值 的 性 质 得 到 ， 一 矢量 与 其 投影 轴 成 锐角 时 , 矢量 的 
找 影 为 正 ， 成 钝 角 时 , 为 负 ， 成 直角 时 到 为 零 
从 上 述 定理 1 推 得 , 相等 的 和 关 量 在 同一 轴 上 的 捞 影 相等 . 
定理 2 有限 个 矢量 的 和 在 任何 轴 上 的 投影 等 于 各 个 矢量 在 同 辕 
上 的 投影 的 和 , 即 
Prj( 4 十 症 * 十 … 十 是 四 一 Prj 由 十 PrjAs 十 … 十 Pr (2) 
证 ” 取 三 个 矢量 4i、42:. 有 4; 为 例 . 
设 2z 为 投影 轴 , 并 作 折线 4BCD, 使 
AB=A,, BC=A: CD=A;,. 
封闭 这 折线 的 矢量 用 加 ,就 是 它们 的 和 ; 
AD=AB+BC+CD=At+AtAs, 
它 的 起 点 是 4; 的 起 点 , 它 的 终点 是 4s 的 终点 (图 7.12)， 
设 诸 点 4A.B,C, DD 在 轴 如 上 的 
投影 分 别 为 4.B'、.C'.D', 则 
PriAB=AB, 
PriBC =B’C, 
PriCB=0D, 
PriAD=A'D.. 


-图 7.12， 
因 AB4IBCTOCD=A DG.1), 
所 以 


PriAB+PriBC+PrICDB=AB TBCTCD 
=A'D’=PriAD, 
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印 PrjAi+ PrjAs+ PrjAs 二 Pri( 太 十 六 :十 及:)， 
同 理 , 可 以 推 得 
Pri4iTPridz 十 … 二 Prida=Prifd 十 十 … 十 对 站。 


51.7 矢量 的 分 解 与 矢量 的 坐标 


设 矢量 0 六 的 起 点 口 是 直 角 
华 标 系 的 原点 , 而 终点 时 的 坐标 
(图 7.13)， 
OA=7x, AP=y, 
PM 二 三 
今 考 察 折线 O4PHM 和 它 的 
封闭 线 OM， 由 矢量 加 法 的 一 般 
法 则 得 
OM = OA+AP+ PN. 
因 APB=0B8B, PH=0C, 
所 以 “ 


ON= 0A+ OF+OC. (1) 

矢量 口 4、 OB, OC 叫做 矢量 口服 在 坐标 轴 上 的 分 关 量 . 

”在 坐标 办 Ox、 Oy、 Oz 上 以 口 为 起 点 分 别 取 三 个 单位 矢量 , 其 方向 
与 轴 的 方向 相同 , 并 分 唱 以 让 让 天 表示 之 ， 这 三 个 单位 矢量 叫做 基本 单 
位 矢量 . 

点 形 的 坐标 是 上 A= 二 x, 0B8=AP=y, OC= PM 一 z; 因此 , O04、 
O08. OC 正 是 矢量 可 好 在 坐标 轴 上 的 投影 ， 又 号 好 在 坐标 轴 上 上 的 分 所 
量 为 

OA=xi, OB=w, 
. OC= zk, 
所 以 等 式 (可 以 改写 为 
OR =xit y+ zk. (2) 
等 式 (2) 中 的 x.y、z 是 矢量 0 采 在 坐标 轴 上 的 投影 . 同时 , 在 拓 
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量 的 起 点 为 原点 马 揭 情 误 下 , 也 正 是 矢量 的 终点 形 的 坐标 . 
由 十 Ci) 两 相等 所 量 在 同 轴 上 的 投影 相等 咏 7.6); ( 芋 ) 如 果 了 两 兴 
量 存 坐标 系 的 每 一 轴 . 上 -有 相等 的 措 影 时 , 则 两 矢 最 相等 (因为 如 朵 把 它 
们 的 起 点 都 放 在 原点 , 则 易 若 它们 钓 终 点 必定 重合 ); 所 以 不 论 把 一 矢 
秘 的 起 点 放 在 空间 任何 位 置 , 它 在 坐标 轴 上 的 投影 是 不 变 的 ， 如 果 矢 量 
且 在 Xx,y.z 轴 上 的 投影 顺 次 为 三, 和 了. 了, 则 它 在 业 .y、 5 朝 上 的 分 矢量 
就 顺 次 为 Xi 了 .2 下， 因此 ,有 
A= Xi+ Fi+ Zh. (3) 
如 上 所 述 , 利 用 矢量 在 坐标 轴 上 的 投影 , 将 矢量 4 表示 为 三 个 分 矢量 
之 和 加 等 式 (3) 的 方法 , 称 为 矢量 在 三 个 坐标 轴 - 上 的 分 解 . 
汞 量 4 在 坐标 轴 上 的 投影 X、 关 .2Z, 叫做 矢量 4 的 坐标 名 ,记号 
A= {X,Y,Z} 
表示 坐标 为 X.Y 、Z 的 矢量 4A， 
在 这 里 要 注意 到 矢量 前 分 矢量 与 它 的 投影 (也 就 是 它 的 坐标 ) 有 本 
质 上 的 区 别 ， 矢 量 的 投影 是 三 个 数值 汪 . 了 .2Z，、 如 果 这 矢量 的 起 点 是 
漂 点 口 , 那 末 六 ,六 ,2 就 是 它 的 终点 的 坐标 .但 矢量 在 轴 上 的 分 矢量 则 
是 三 个 矢量 ， 例 如 


4 一 人 2， 3, 1}=2i+37+1k, 
其 中 2.3.1 是 矢量 4 的 坐标 , 也 是 和 4 在 坐标 加 上 的 投影 ， 而 2i.3j.、1 
则 是 矢量 4 在 轴 上 的 分 失 量 . 
利用 矢量 的 坐标 , 可 得 矢量 加 法 .减法 及 矢量 与 数量 乘法 的 运算 如 


下 ; 

设 A={X, Yi,21}, B= {X,, Yo,Z1}. 
ul 通 一 大 过 十 Yj+ Zk, B= Xit Yai+ ZE, 
因此 有 : 


”矢量 的 坐标 存 力学 上 称 矢量 的 分 量 ， 
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A+B=(X+XIEt( T+ YI + ZZ2) kh, 
如 一 加 一 (大 一 大 3 上 [及 一 YF + 2 22) kh, 
AdA=AY ~ ATI +AZE, 


让 为 数量 ， 
例 1，。 设 两 定点 为 
Mixuy2) 和 Malt2, ys, za), 
求 矢量 入 | 肢 的 坐标 (图 7. 14). 


作 矢量 OM OM Milf, 
则 MN; = OM — OM CS 了 7.4) ， 
但 Ma = {x2,02,82} = X2l oj + 22k, 


OM = {Xu =xdt yt zk, 


图 7.14 图 ?7.15 
所 以 . ~ 
OBR- OR=(r2i) (ya yft (2 — zk 
= {x 一， 抱 一 如 ，22 一 各 
因此 Mi = [rary ya— ys “2 1}. 


例 2。 设 两 点 为 种 (x4,4n,z1) 和 及 (Xx,2a,22); 车 把 线段 MM 分 成 


定 比 为 A 的 两 段 , 求 分 点 的 坐标 (图 7. 15) ， 
设 分 点 为 好 , 则 依 题 意 有 
=A. 
作 矢 量 
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OM ON 及 OM 
则 MM=O8- OM, MM:= OM:— OM. 
OM ~ OM:=A( OM:— OM). 
_ OF +A0W: 
内 此 ON- A 
设 点 型 的 坐标 为 z.y、z, 因为 两 相等 矢量 在 各 坐标 轴 上 的 投影 相 
等 ,所 以 上 式 表示 ; 


_ Yi Axs 十 As 地 一 人 十 za 
IT4 ”2? TIA ， 1+A 


这 就 是 所 求 的 分 点 的 坐标 , 与 4 7.2 中 公式 (全 完全 一 致 . 


区 


$7.8 矢量 的 模 . 矢量 的 方向 余弦 与 方向 数 


在 $ 7.3 中 曾经 定义 过 矢量 的 模 就 是 矢量 的 长 度 . 现在 我 们 来 讨论 
矢量 的 模 与 它 在 坐标 轴 上 投影 (就 是 它 的 坐标 的 关系 . 

在 前 节 里 , 我 位 已 经 知道 ,不论 矢 量 的 起 点 放 在 哪里 , 它 在 坐标 办 上 
的 投影 总 是 相等 的 。 殖 此 我 们 可 以 把 矢量 的 起 点 放 在 坐标 原点 来 讨论 ， 

设 矢 量 形 的 起 点 在 原点 口 ,终点 为 好 , 矢量 型 在 坐标 办 上 的 投影 为 
OA 二 久 , 0B = 一 了 , OC 二 Z( 图 7.13， 点 形 在 xYOz 面 上 的 投影 为 己 . 
于 是 依 商 高 定理 得 | 


《OP 一 (4)2 二 (DB)3 
(OM)*={ OP): + (PM)’, 
={ OP) (O00), 
因此 IMP=( OM):=(OP)+(0C)?, 
={ O04):+(0B)?+ (OC)’, 
= X24 YZ 
即 IM|=/ XT YT (1) 
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这 就 是 说 , 矢量 的 模 的 平方 等 于 它 在 坐标 轴 上 的 各 投影 的 平方 的 和 . 
若 矢 量 吕 有 与 坐标 轴 Or ,0Oy. DOz 的 正 向 闯 的 夹 角 顺 次 为 w.6.7， 
出 cos w、cos8、cosy 叫做 这 基 量 的 方向 余弦 ， 
根据 $7.6 
OA=|OM|cosa, OB=|IOM|cos8, OC=|0OM|cosY, 
所 以 


| 本 __0OC 
CosaTTOMP HTTOMP TO 
因此 , 得 


COS a = x Cos p= Y 
VX YZ VEIt VitZ 


CDS 了 一 


2 
已 ?十 了 ?十 Za (2) 


这 就 是 矢量 的 方向 余弦 用 这 关 量 在 坐标 轴 上 的 投影 表 未 出 来 的 公式 . 
及 因 
cosa + Cos + eos’y 
XxX: 了 Z’ _ 
RT RY Tb (3) 
所 以 , 任何 矢量 的 方向 余弦 的 平方 和 恒 等 于 1. 
与 方向 余 芯 成 比例 的 一 组 实数 入 、%a、 旋即 


La 和 p 


cosu cosp Cos 7y 


(4) 


叫做 方向 数 . 
令 等 式 (和 的 比值 为 天 , 则 
m=kcosa, n=kcosB, 六 一 丰 CGOSs 7 


由 等 式 (3) 得 
my? 十 0? 十 二 局 ， 或 下 一 士 V 2 十 天 十 加 ， 
因而 有 
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O53 二 各 
OOS AT /mp 
有 轩 
Of Em ‘© 
上 式 应 同时 取 正 号 或 同时 取 人 负 号 ， 以 后 我 们 将 看 到 空间 直线 经 常 
用 方向 数 来 确定 它 的 方位 . 


从 等 式 (2) 我 们 得 到 


XX YY _ 2Z 
cosa cosB cosyr: 


这 表示 矢量 的 坐标 六 ,了 ,2Z 正 是 该 闫 量 的 一 组 方向 数 . 

例 设 两 定点 为 Wi(zugizl 和 再 zx(ra,gya,zaj， 求 这 两 点 间 的 距离 
a. 

由 $7.7 例 1 

MM = {ra— x 加 一 芒 ， 22— 1}, 
因此 , 得 | 
d=\IM MI=V (tr) ty ta a. 

这 正 是 在 $7.2 中 所 导出 的 两 点 相 (X1#1,20) 和 及 (Xx2,212,22) 的 距离 公 
式 ， 


$7.9 两 矢量 区 数量 积 


在 力学 和 物理 学 中 , 我 们 轩 到 过 这 样 一 个 问题 , 就 是 当 点 受到 力 下 
的 作用 并 得 着 位 移 4 二.A 的 时 候 , 求 这 力 所 和 做 的 功 ， 如果 点 是 依 着 力 
的 方向 移动 时 , 那 末 力 所 敌 的 功 就 等 于 力 的 大 小 与 点 所 移动 的 距离 的 滋 
积 ， 如 果 点 移动 的 方向 和 力 的 方向 成 一 角度 g 的 话 , 那 未 , 力 所 做 的 功 应 
等 于 此 力 在 点 移动 的 方向 上 的 投影 与 移动 诬 离 的 飞 积 ， 就 是 力 所 作 的 
功 # 应 为 
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=|AIPriaF'=|F| |Al cos 8. 
我 们 就 很 据 这 样 的 事实 , 把 两 和 撩 量 下 和 A4 所 确定 的 数量 |F| 14| cos 8 定 
六 为 两 矢量 丈 与 4 的 数量 积 , 即 两 矢量 的 数量 积 等 于 两 矢量 的 模 和 它们 
间 的 角 的 余弦 的 乘积 ， 通 常用 记号 4.' 马 表示 和 关 量 4 与 吾 的 数量 积 , 由 
此 ,根据 定义 有 ， 
B=|A| |B| cos( 4,B). . (1) 
车 注意 到 | 至 | a " 户 ) 是 科 量 如 在 矢量 有 碌 的 方向 土 的 投影 , 大 用 
Pria 加 来 表示 , 便 有 


=|AIlPriaB; 
同样 有 4.B=|BlPrisA. 
因此 , 两 矢量 的 数量 积 等 于 其 中 的 一 个 矢量 的 模 和 另 一 矢量 在 这 矢量 的 
方向 上 的 投影 的 先 积 . 
” 数量 积 的 基本 性 质 ， 


( 1) 当 且 仅 当 两 矢量 之 一 为 零 矢 量 或 两 矢量 垂直 时 , 它们 的 数量 
积 才 等 于 零 . 

因为 当 4 三 小 或 大 一 0 或 cosi 人 二 时 ， 

一 |4| | 召 | cos(A.B) =0. 
反之 , 如 AA* 如 =0, 但 4 与 B 蕴 不 为 零 儿 量 , 则 必 
cos(4 五)=0， 就 是 ALB. 

由 于 零 矢 量 的 方向 是 不 定 的 , 可 以 看 做 与 任何 矢量 垂直 ， 折 以 , 两 
矢量 委 直 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 它们 的 数量 积 等 于 夫 

. 《i 让) 数量 积 具有 交换 律 的 性 质 . 


A':B=B:A. 
根据 定义 
A:B=|A| |Bleos(AB}, B.A=|B| |Alcos(B,A); 
但 14| 1B{=|Bt [Al, 县 costAB)=cost BA), 


所 以 A:B=B:A. 


~ 
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证) 数量 积 具 有 分 配 律 的 性 质 ， 
(At+B):C=A:C+B:C. 
因为 按照 数量 积 移 定义 我 们 有 
(4+B):C=|IClPrictA+ B)., 
由 $ 7. 6 中 矢量 投影 的 定理 2, 知 
Pric(A+B)=PricA+PricB. 


所 以 (A+ B)}-:C=|Cl(PricA+PricB), 
=|ClPrieA+lClPricB, 

=A:C+B:C. 

《iv) 数量 积 与 数量 的 乘积 有 结合 律 的 性 质 . 
如 {4A= 雪 "(B11)， 4 为 一 数量 . 


为 了 证 明 这 结果 , 分 别 计算 等 式 的 两 端 ， 竹 定 4=0, 则 等 式 的 两 端 
丝 为 替 , 显然 , 这 等 式 是 成 立 的 ， 假 定 A>0, 则 有 
(A: B)4=|A| IBIA cos(A,B), 
A'(BA) =|A| |BAlcos( 4 BNA). 
因为 BA 与 BB 两 失 量 同 向 , 所 以 (4.B) =(4BND, 且 |B4AI=|BIA, 因此 ,得 
[4! |Bilcos( ANBA) =|4| |BIA cost AB), 
即 (4A: BA=A.(BN. 
假定 4< 小 也 容易 证 明 上 列 等 式 的 成 立 , 
利用 上 述 数 量 积 的 性 质 , 我 们 可 以 导出 


两 矢量 的 数量 积 的 坐标 表示 法 : 
设 陋 矢量 为 
劝 == {XX 21)} 及 B= {X,, Yo,2,), 
则 =i YI+tZk, B=Xit Yof t+ Zk. 


一 (大王 十 Yi+Zk) "zi 二 Y27 十 Za Be) 
. 一 大 1 和 so 十 了 了 2 
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A 
+ 2Z1Z2k 
”因为 Lj. 是 互相 重 直 的 基本 单位 矢量 , 所 以 
j=0, jk=0, ki=0, 
ii=1l, jj=l, kk=1, 
因此 ,我 们 得 到 
及 :B= Ns Yet ZZ {2) 
因 A4 与 PP 垂直 的 必要 且 充 分 条 件 为 4 如 二 0, 故 由 上 式 得 到 , 用 坐标 
表示 的 两 撩 量 4= {XX,, 六 ,Zij、 如 二 (Ka TYz, Za 垂直 的 必 雪 且 充 分 条 
件 是 


XiXst Yi Yt Zi Za=0 (3) 
特别 当 4 二 B 时 , 刚 
有 .4 一 AZ 
从 另 一 方面 有 
. A-AD =|4Peos0=|4P 
所 以 ，、 [AP =X?+ 二 2 
从 此 、， 14|=v XI+ 2 


这 就 是 说 矢量 和 4 欧 模 的 平方 等 于 它 的 坐标 的 平方 和 ， 与 前 节 中 的 公式 (1) 
完全 一 致 . 


87.10 两 矢量 间 的 夹 角 


入 了 和 是 人 4 可恨 之 间 的 夹 朋 为 从 它们 的 数量 积 
=|A|l |Blcosy | 
即 得 
Cos9 一 全 BF (1) 
这 就 是 , 两 矢量 间 夹 角 的 余 芒 等 于 它们 的 数量 积 与 横 的 竹 积 之 商 . 
”入 量 4 与 它 本 身 的 至 量 积 和 4- 4 常 简单 记 为 45, 于 是 有 和 二 14 
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如 A={X1, YZ B={X;, 到 Za， 
则 因 A B=X Xt YYit ZZ 
[14l=vVXI+ YP+Z, |BI=vVX3+ Vi+ 28, 
我 们 得 到 


cos P= XIX Yt+ ZZs (2) 
VRIt YEtZ? yAXE+ Y2+ 72" 


这 就 是 用 矢量 的 坐标 表示 的 两 矢量 灾 角 余弦 的 公式 . 
又 设 两 矢量 有 4= {0, 总 ,2Z1} 和 如一 {Xs, 了 2,2z} 的 方向 余 束 分 别 为 
CoS Ciscos Ai, 0s 7 和 cos cr, CoS Bz,cos yo; 则 由 于 7.8 公式 (2) 得 到 


= AU -ll 
0 Rt 2 
A 
OS NT YR yo 
_ Xo 加 到 
C0s tT 
_ Zs - 
TV 
因此 两 矢量 4 筷 夹 角 余弦 的 公式 (2) 又 可 以 写作 
CDS 多 一 COS A COS Hs eos A eos Bitecos yi CoS Ya, (3) 
例 1， 已 知 三 点 A(1,1,1),B02,2, 了 和 C02,1, 3, 求 A 请 和 有 AC 的 
夹 角 ?w. ， . | . 
解 ”由 87.7 例 1, 得 到 AB = {1,1,0})， 己 = {1,0,1}， 按 两 矢量 夹 角 
的 余弦 公式 (分 得 到 


所 以 y= 和 
例 2. 三 力 同时 作用 于 一 点 ， 设 它们 在 坐标 轴 . 上 的 投影 是 


126 。 鼠 析 几 柯 [第 一 篇 
Xi1=1l, Y=2, 21=3; Xs=—2, = 3， 过 :二 一生 
Xs=3, Ys=—4 Za 一 5. 
求 合力 召 的 大 小 和 方向 . 

解 ” 令 和 、Y.、Z 表示 合力 吾 在 轴 上 的 投影 , 则 按 $ 7.7 求 得 
X=RItXR KI=2, Y=¥+Y+Y=1, 
Z=2Z1+ Zz Zs=4. 

因此 合力 吾 的 天 小 为 
IRI=v X74 ?+ ZI= 0, 
它 的 方向 余弦 为 


coslR, 3) 一 -_AT; 
因而 它 的 方向 也 就 湛 定 了 , 
例 3， 在 三 角形 人 48 中 ,求证 
[ABE=IAOF+|OBI—AAOl |0B| cos < AOB. 
证 因为 AB=- AO + OB, 
A (A0+ 08)- A+ OF +240.08, 
或 
[ABF=IA OF+IOBF+2lAO| lOB| eos(AO,0B) (§7.9. 
义 因 为 (A OB =x— AOB, 
所 以 
[ABlE:=|AOF+I0BE -2AO| |0B| cosz AOB. 


$7.11 两 矢量 的 矢量 积 


在 57.9 中 曾经 讨论 过 的 两 矢量 的 数量 积 , 是 矢量 的 一 种 乘法 运算 ， 
但 是 在 实际 问题 中 ， 还 需要 引进 矢量 的 另 一 种 滋 法 运算 ， 让 我 们 来 考察 
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力 对 于 一 点 的 力矩 ， 

从 力学 上 知道 , 力 中 对 于 定点 口 的 

力矩 (图 7.16), 可 用 一 个 矢量 型 来 表示 


ml 


已 。 


先 来 看 看 这 个 矢量 到 的 大 小 ， 
| 枉 |=| 瑞 | 户 
其 中 心 是 力 贰 ,也 就 是 自 点 O 〇 到 力 了 的 
作用 线 的 距离 ， 令 
+ 一 O04( 其 中 4 是 力 F 的 
作用 点 3, 8 二 (mF), 
则 p=|r| sin 0, 


因而 为 和 矩 玉 的 天 小 | 于 | 就 等 于 
lIFip=|F| |r| sin 0. 


这 个 数值 正好 是 以 r、 下 为 两 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 

现在 再 来 看 矢量 形 的 方向 ， 矢 量 于 同时 与 及 严重 直 ( 即 垂直 于 由 
及 下 所 决定 的 平面 ), 且 当 r 转 到 丈 的 转向 与 右 转 螺旋 的 转向 相同 时 , 杂 
的 指向 恰好 是 螺旋 前 进 的 方向 . 

如 上 所 述 , 表示 力 抢 的 矢量 村, 它 的 大 小 与 方向 完全 由 力 下 与 力 的 
作用 点 4 对 于 点 口 的 矢 径 7 所 确定 ,换血 话说 , 由 力 下 与 和 撩 径 + 可 以 确定 
出 一 个 矢量 形 . 

抽 去 物理 意义 , 我 们 给 出 两 矢量 的 拓 量 积 的 定义 如 下 ， 

由 两 矢量 4 和 如 作出 一 个 新 矢量 C, 使 矢量 满足 下 列 三 个 条 件 ， 

(i 舌 量 C 的 模 |C| 等 于 |4| | 如 lsinf .44 如)， 这 就 是 说 , 关 量 C 的 模 
在 数值 上 符 于 以 两 和 朱 量 4 和 召 为 两 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 

(ii) 矢量 C 同 时 替 直 于 关 量 4 和 殖 , 因此 , 闫 量 心 二 查 于 关 量 4 和 
召 所 决定 的 平面 ; 

(iii)》 矢量 C 的 正 向 按照 “右手 法 则 "来 确定 ， 这 就 是 说 , 如 果 将 三 
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个 矢量 有 4, 召 和 CC 附着 于 共同 的 起 点 , 把 去 手 的 
拇指 肯 着 和 4 的 方向 , 食指 上 顺 着 避 的 方向 , 则 CC 顺 
着 中 指 的 方向 (图 7.17)， 这 样 顺序 的 三 全 有 
序 拓 重组 4. 中、.C 在 以 后 称 为 组 成 右手 系 ， ; 

这 样 , 上述 矢 量 忆 , 就 叫做 矢量 4 与 夭 量 五 
的 矢量 积 , 并 和 且 用 忆 号 4X 来 表示 , 即 


C=AxB, “图 7.17 
前 面 说 到 , 力 拓 的 方向 , 即 和 拓 量 六 的 方向 , 是 按照 右 转 螺旋 前 进 的 方 


河 来 确定 的 ， 实 际 上 , 这 与 “右手 法 则 ”是 一 致 的 , 因而 力 斥 的 表达 式 就 
是 : 


M=rxF, 

矢量 积 的 基本 性 质 : 

{i) 当 且 仅 当 两 天 量 中 之 一 一 为 零 矢量 或 两 矢量 平行 财 , 其 矢量 各 
为 雪 矢 量 、 

这 是 因为 若是 = 0, 或 日 = 二 0, 或 sin {4B)=0 时, Ax B= 0 反之 ， | 
车 用 XxX 如 =, 如 果 态 , 哺 皆 不 为 零 和 拓 量 时 , 那 末 sin(A,B) 二 0， 因 此 及 光 
如、 因为 可 以 把 军医 重 着 和 散 与 任何 矢量 平行 , 所 以 两 笑 晤 平行 的 必要 且 
”充分 的 杀 件 为 它们 的 矢量 积 为 一 零 撩 量 . 
(i) 矢量 积 对 于 因 于 的 对 调 要 改变 符号 , 就 是 

BxA=—(#4xB). 


如 果 了 两 矢量 4 和 且 平 行 时 , 刚 妨 Xx BB 与 吾 X 和 4 蕴 等 于 零 ,所 以 上 述 等 
式 成 立 . 如 果 矢 量 4 和 召 不 平行 , 则 由 矢量 积 定义 中 的 前 两 个 条 件 可 知 
. BX 有 4 和 委 x 呈 有 相同 的 模 且 平行 ， 但 第 三 条 件 却 指 出 BBx 4 和 有 44x 电 
有 相反 的 方向 。 因 此 , 两 世 量 的 矢量 积 不 具备 交换 律 的 性 质 ， 
(iii) 大 咎 的 疼 量 积 与 数量 相 矢 有 结合 律 的 性 质 , 即 
AA)XB=AAXB), AxAB)=A(Ax B). 


假定 4=0 或 者 用 召 , 则 等 式 的 两 边 稍 为 零 . 显然 , 这 等 式 是 正确 
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的 ， 因 此 ,我 们 研究 A 二 0 并 且 A 不 平行 于 如 的 情形 . 

假定 4>0, 4 不 平行 于 喇 , 则 

aCAx B=AAx Bl=A4Al ‘Blsin(4,B), 
[ad}x BI=|A4| |Blsin(AA BB) =AA| |Blsin(Ad, B) 
=AAIIBlsin(A,BY，[ 因 为 (44,B)=(4;B)]， 
县 矢量 A( 妇 x B) 和 (A4) x B 的 方向 当 4>0 时 是 重合 的 , 所 以 
(AA) x B=A(AXB) 

成 立 . 

假定 4<0, 4 不 平行 于 BB, 则 (44) x BB 和 A(A x B) 的 模 相等 ， 在 这 
时 候 , 44 和 4 方向 相反 .根据 右手 法 则 , 矢量 (X44) x 吾 欧 方向 与 矢量 4 
x 如 的 方向 相反 ， 富 理 , 矢量 4(4Xx 有 B) 的 方向 与 和 所 量 4XxB 的 方向 相 
反 . 因此 ,矢量 (44) X 吾 的 方向 与 扩 4x B) 的 方向 相同 所 以 (4A)x 
B=A(A XB) 仍 然 成 立 . 

同 理 , 可 以 证 明 

Ax(AB)=A(AX BB). 
(iv) 矢量 的 矢 最 积 具有 分 配 律 的 性 质 , 即 
. {A+BxC-AxC+rBxXC. 

为 了 要 证 明 这 等 式 , 我 们 首先 注意 到 当 C" 为 一 单位 多 重 时 , 矢量 积 
半 XC" 可 以 有 如 下 的 作 图 法 (图 7.18). 

把 矢量 4= 0 了 投影 到 矢量 妆 ' 的 垂直 平面 上 , 并 将 这 样 获得 的 所 


a a 
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量 O4: 在 这 平面 上 绕 O 的 周围 顺 时 针 方 向 旋转 3 的 角度 而 获得 另 一 矢 
量 如 42， 因 为 OA 垂直 于 局 4 与 4 所 在 的 平面 , 所 以 

04:14. 
又 因 O42 在 矢量 C" 的 垂直 平面 上 , 所 以 

OAs LC 

令 (A,C)= 9, 
则 104:|=|04,|=|Al| cos( 反 -2)=|Alsin 2. 


又 因 |C"|=1, OAz 对 于 秋 量 丰 及 人 "来 说 ,是 合 于 右手 法 则 的 , 所 以 
. OF = AxC. 
现在 假定 一 单位 矢量 C0" 与 它 的 慌 直 平面 轧 和 三 = 角形 OA1B， 是 已 知 
的 (图 7 了 719) , 图 中 
OAM=A, ABi=B, OB'=A+tB. 
如 果 把 三 角形 OA1B; 在 平面 p 上 的 投影 三 角形 OAzB; 在 平面 p 上 绕 


点 口 师 时 针 方 向 施 转 子 的 角度 ， 便 获得 另 一 三 角形 OA4sBs， 根 据 上 面 


所 述 矢 量 积 的 作 图 法 应 当 有 下 列 各 等 式 ， 

OB—(A+B}xXC', OM=AxXC, AB=BxC.. 
但 是 OB;s= OAs:+ AsB;, 
所 以 (A+BIXC=AxXC+BxC.. 


用 数量 | 如 | 遍 乘 上 式 的 两 边 , 便 得 到 
{A4+B}x|CIC”: -AxICIC + BxICIC’ [性 质 (证 7]. 
但 它 =jCleC , 故 有 : 
(A+B}xXC=AxXC+BXC. 
这 就 是 所 蒿 楼 证 明 的 ， 
例 求证 (4 一 B)x(A+B)=2(AXx BB), 
证 明 
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(A— Bx(A+B=AxA~-BxA+AxB-BXxB, 
=— BxA+AxB, 
=AxXB+-AXB, 
=2AxB). 
利用 上 述 矢 量 积 的 福 质 ， 我 们 在 下 面 就 可 导出 两 矢量 的 和 撩 景 积 的 坐 
标 吉 示 法 . 
设 两 天 量 为 各 = {X01, 防 ,2Z.}， 二 {X,Y Zz), 则 4 与 B 的 矢量 积 
为 ， 
AXB=(Xit Ti ZR (Xt Yo Zoek) 
KNXD+ TXT XD +Z NRX 
+ XI YXN HT YAIXND TZ Yh 
+ XZ i Xk) TZaj Xx Bh) + ZZ BR xB). 
但 是 志 了 .天 是 三 个 互相 垂直 的 单位 矢量 , 页 具有 下 列 关系 ; 
一 0 了 一 由 kXxkA=0, 
ixXj=—jXi=k, jxXk=—-kxj=i, kxi=-ixhk=j. 
所 以 求 得 结果 为 
AXB=(Y.7,— FZ)i 
+ ZK Zo NT + NX, Ya ~ Xa Yh. (1) 
它 可 利用 三 有 阶 行列 式 写 为 | 


i 7 
AAXB= 态 1 FL Zi 。 (2 
XR: 了 


因 4 7 BB 的 必要 及 充分 条 件 为 4X 甩 二 人 0， 故 由 (1) 即 得 到 用 和 坐标 表 
示 的 两 天 量 平行 的 必要 且 充 分 条 件 为 

了 Za 一 YZ,=0, LI 有 2 一 ZaK1=0, Xl Y2— Xi Y=0, (e) 
或 ， 


条 = Zi 
= 8) 


pi mm 上 
的 人 
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在 X,Y、 Zz 都 不 等 于 零 时 , 等 式 (8) 和 等 式 (@) 具 有 相同 的 意义 ,但 是 在 
形式 上 , 等 式 (2) 要 比 等 式 (w) 简 单 得 多 了 ， 在 辫 ;、Y2, Zi 中 有 一 为 零 时 ， 
因 分 母 为 堆 , 等 式 (8) 就 失去 意义 .但 是 为 了 简便 起 见 , 我 们 仍 采 用 这 个 
等 式 , 不 过 这 时 应 该 把 它 看 作 是 等 式 ta) 的 简便 写法 .例如 ,我 们 应 把 等 
-全 = 人 竺 = 多 理解 为 
1 二 0, T=0. 

例 1. 已 知 两 和 失 量 4= {2, 5, 9 和 有 吾 一 岂 , 2, 4}. 求 矢量 积 4 x 旧 的 
坐标 ， 

解 ” 根 据 公式 , 知 


AxB= 一 全 一 了 一 和 


i kk 
2 .5-7 
1 2 4 


所 以 AxB={6,—1,—1}. 

例 23. 三 角形 4BC 的 项 点 是 A(],2, 3)、B(3,4,5) 和 CC (2,4,7). 
求 角 有 4 的 正弦 , 

解 因为 AB={2,2,2}),， AC={],2,4), 


所 以 sin 4 -== 人 吗 . 


$7.12 矢量 的 混合 积 


立马 知 三 个 矢量 4. 吾 和 C, 如 果 先 作 二 矢量 4 和 了 吾 的 数量 积 
4' 电 ,因为 它 是 数量 , 所 以 再 与 第 三 矢量 它 相 乘 的 结果 (4 .下 ) 和 表示 一 
个 矢量 , 它 与 笑 量 忆 平 行 . 

如 果 先 作 二 矢量 4 和 召 的 矢量 积 4x 呈 ,这 个 所 得 到 的 矢量 与 第 三 
个 矢量 殷 再 作 数量 积 ( 妈 X 吾 ) :或 矢量 积 (4X 吾 ) x C 前 者 表示 数量 ， 
叫 找 三 矢量 的 混合 积 或 三 重 数 积 ,通常 用 记号 [4BC] 来 表示 ; 
后 者 表示 矢量 , 叫做 三 重 矢 积 .下面 我 们 仅 对 三 矢量 的 混合 积 讨论 如 下 ，， 


设 且 二 {X,Y 2 }, B={X,, Yo, 22), 
C= {Xs Ys, 2Z3}, 


因为 
i 了 天 
AxXB=|X YY Z|= 
2 - Ys 2, . 
YZ Xi Z| Ix Y, 
一 一 十 
攻 Z| | Zl | 入 | 各 
按 $7.9 两 矢量 数量 积 的 坐标 表示 法 , 得 
后 1 1 2! 
] =(AxXB).C=X TY 
[ABC] =( 六 人 一 五 多 | 2， 
KX 
+ | 加 
或 7 
- 2 
LABC] =| Xs 五 Zz1. {1) 
| Xs Ya Zs 


报 据 行列 式 的 性 质 与 上 面 的 公式 (1), 即 得 三 矢量 的 混合 积 的 下 述 性 
质 
轮 序 重 搁 三 矢量 混合 积 的 三 个 因子 , 其 积 不 变 ， 对 调 两 个 相 邻 的 因 
子 , 要 改变 壬 积 前 符号 ， 即 
(AxXB):C=(BxC).A=(CxXAh)-B=-(BxA):C 
=—(CXB).A4=—(Ax0:B (2) 
或 
[LABCI = [BC4] = [CABR] 一 [Bd4e] (2") 
=-[ICBA] = 一 [L4CBE]. 
又 从 (2) 可 以 导出 下 列 两 个 结果 ， 
(AXB):C=A.(BxO) 


一 
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(AxXB):.A=(Bx A}. A=(Ax A).B=0. 

对 于 二 矢量 的 混合 积 , 在 应 用 上 极为 重要 的 是 它 的 几何 意义 ， 

东 量 的 混合 积 [4 至 C] (4 x B).C 是 这 样 的 一 个 数 , 它 的 绝对 值 
吾 示 以 矢量 4 成. 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 如果 疾 量 4, 尹 .C' 组 成 
右手 系 , 那 末 积 的 符号 是 正 的 ， 如 果 组 成 左手 系 , 就 是 负 的 ， 

证 按 前 节 矢量 积 的 定义 , 矢量 积 4xB 
= 吾 是 一 个 矢量 , 它 的 模 在 数值 上 等 于 以 矢量 
站 和 召 为 边 所 作 平 行 四 边 形 OADB 的 面积 , 它 
的 方向 垂直 于 这 平行 四 边 形 的 平面 , 且 当 4、 
B,C 组 成 右手 系 时 , 则 矢量 吾 与 矢量 C 是 朝 着 
这 平面 的 同一 侧 ( 图 7.20)， 当 4、 B.C 组 成 左 4 
手 系 时 , 出 矢量 吾 与 矢量 所 是 朝 着 这 平面 的 异 便 ， 所 以 若 设 矢 量 心 与 吾 
间 的 角 为 ae, 则 当 A4, 号, C 组 成 右手 系 时 , 4 为 锐角 ; 当 A. B.C 组 成 左手 
系 时 , @ 为 钝 角 ， 由 于 


[ABC] =(AXB):C=|IAxBI IC| cos a, 
即 知 当 A,B、 忆 组 成 右手 系 时 ，[ABO] 为 正 ; 当 有 4. 如 ,让 组 成 左手 系 
时 ，[4BC] 为 负 , 


因 以 矢量 4、 娟 .人 为 楼 的 平行 六 面体 前 底 ( 平 行 四 边 形 OADB} 的 
面积 S 在 数值 上 等 于 |4 x Bl, 它 的 高 户 等 于 矢量 女 在 矢量 吾 上 的 投影 的 
移 对 值 , 即 

而 二 +tPrieC = +IC| cos a, 
所 以 平行 六 面体 的 体积 


- 


或 V=Sh=+|AxB| ICleose= 士 [4BC] 
[DC]= 土 也 

故 得 新 证 . 
铺 据 上 述 几何 意义 , 即 得 三 个 矢量 4、 呈 . 心 共 平面 < 在 一 平面 上 或 
在 平行 平面 上 }) 的 必要 且 充分 的 条 件 是 [ABC]=0.。 事实 上 , 如 果 上 4 


(3) 
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号 . 蕊 共 平面 , 则 以 此 二 矢 量 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 等 于 零 ,所 以 
[ABO] 一 0， 反之 ,车 [4BO] 一 (4x 有 BC=0, 则 至 少 三 个 矢量 之 一 
为 零 矢 量 , 或 有 两 矢量 平行 ,或 矢量 44X 加 与 矢量 女 垂 直 ， 介 在 这 三 种 场 
合 下 ,矢量 有 4, 号 、C 都 是 共 平 面 的 . 

从 而 ,由 公式 (1) 推 得 矢量 4 二 {Xi 六 ,1 B= {Xs, Ya,Zs), C= 
{Xa, 了 3,Zs} 共 平面 的 必要 及 充分 条 忻 是 ; 
X! YF ZZ 
Xs ¥z pe 
X: Ys DZ. 

例 已 知 空间 不 在 一 平面 上 的 四 点 (Ti Br2, da, 22), 
C(xra,sa, a) D(x ya, za), 求 四 面体 ABCD 的 体积 . 

解 ”由 立体 几何 中 知道 , 四 面体 ABCD 的 体积 全 等 于 以 矢量 本 有. 
万 和 及 4 妃 为 楼 的 平行 六 面体 之 体积 的 六 分 之 一 ， 因 而 


=51 ABAC AD! |. 


=0, (4) 


AB= {x2s— rT ya— I 21— 21), AC= {13— zr, Va za— 21), 
. 
AD={x,— x Be diy Z4— 21}s 


Ta 1 Ya 2 Rl 
Ha WH 3 一 总 1 
Hal 1 
式 中 符号 的 选择 必须 和 行列 式 的 符号 一 致 . 

由 (5)， 推 得 空间 四 点 4{zugiuzD)、 百 (zaga,za) 、C(ragaza)、 
D(xa,V4,20 共 平面 的 条 件 是 ， 
Ta Tl Vad S21 
Ta Ty Va a 
Ta Xr a1 一 


1 
A 二 十 一 
Vr 土司 : (5) 


=0. (6) 


.第 八 章 ”曲面 方程 与 曲线 方程 


$8.1 曲面 方程 的 概念 


在 解析 几何 学 中 , 任 条 曲面 都 是 看 做 点 的 几何 轨迹 。 在 这 样 意义 
下 , 曲面 所 具有 的 性 质 是 它 的 一 切 点 所 共同 的 . 设 以 x ,yz 表示 上 曲面 


任何 一 点 关于 某 一 直角 坐标 系 的 坐标 ,我 们 用 Xz,.z 间 的 一 个 方程 来 表 、，. 


达 这 上 曲面 上 所 有 点 的 共同 性 质 ， 凡 在 这 上 曲面 上 每 一 点 的 坐标 都 灌 足 这 
方程 , 而 不 在 这 曲面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 这 方程 , 那 末 这 个 方程 就 叫 
做 这 红 面 的 方程 ， 由 此 我 们 把 曲面 的 几何 性 质 的 研究 归结 到 它 的 方程 
的 解析 性 质 的 研究 . 

现在 我 们 举 几 个 建立 此 泵 方程 的 例子 ， 

傅 1 一 平面 平分 两 点 4(1, 2, 3) 和 (2, 1, 入 间 的 线段 且 和 它 垂 
直 , 求 这 平面 的 方程 

由 题 意 知 这 所 求 的 平面 就 是 与 4 和 上 B 等 距离 的 点 的 几何 轨迹 、 在 
这 平面 上 任何 一 点 M(x ,y,z), 都 有 关系 [4 用 |=|BM|, 所 以 

V(x—1)?+(y—2) +(2—3) :=r 2 yi) (24. 
平方 等 式 的 两 边 , 然后 化 简 得 

y+ ?70 

这 就 是 所 求 的 平面 方程 ， 

例 2.， 一 平面 平行 于 坐标 平面 zxOy, 且 在 平面 Oy 的 上 方 , 而 与 平 
面 zOw 相 隔 一 距离 c，, 求 这 平面 的 方程 . 

这 平面 是 立 标 等 于 < 的 点 的 几何 轨迹 , 所 以 它 的 方程 为 2 二 c. 

例 3 设 球面 的 中 心 在 点 C(a,4,c), 且 半 径 等 于 及 ， 求 它 的 方程 

在 球面 上 任 取 一 点 及 (x,y,3). 从 球面 的 定义 知 所 有 点 于 的 共同 
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性 质 为 |MC| 二 尽 ， 由 此 得 

V(r a tly Pita ci=R, 
两 边 平 方 消去 报 号 即 得 

(x—a) ty—D) + (2— c= R’, 
这 就 是 所 求 球面 的 方程. 

车 球 心 在 原点 , 刚 a 一 6 一 c 一 0, 而 球面 方程 为 
十 2 十 过 2 一 天: 

我 们 已 知 作为 点 的 几何 轨迹 的 任何 曲面 可 用 它 的 点 的 坐标 间 的 方 
程 来 表示 , 同时 变量 +.y 和 z 间 的 任 铝 方程 一 般 可 以 崇 示 作为 点 的 几何 
轨迹 药理 面 ， 因 此 在 解析 几何 中 关于 曲面 的 研究 ， 有 下 列 两 个 茶 本 问 
十 

(1) 已 知 一 曲面 作为 点 的 几何 轨迹 的 时 蛋 , 建立 这 曲面 的 方程. 

{2) 已 知 坐 标 z.y 和 zx 间 的 一 个 方程 的 时 候 , 定 究 这 方程 所 表示 的 
曲面 的 形状 . 


§8.2 球面 方程 


在 上 节 的 例 3 中 已 知 下 点 (已 加 为 中 心 , 半径 为 中 的 球面 方程 为 
( 交 一 的 12 十 (2 一 下 ?十 (有 一 C)2 一 刺 2. 
展开 后 得 
水 ?十 区 2 十 二 2 一 2CY 一 257 一 25 十 C2 十 下 十 5 一 玉 2 一 由 

所 以 球面 方程 是 zy, zs 的 二 次 方程 ， 但 不 是 坐标 z.y.z 的 所 有 二 次 方 
程 都 表示 球面 ， 在 上 列 球面 方程 中 我 们 看 到 x?.y?.、z? 的 系数 相等 , 且 
Xxy、XZ、yz 各 项 的 系数 为 堆 这 两 个 事实 ， 反 过 来 说 , 如 果 在 表示 曲面 的 
x,y、z 的 二 次 方程 中 具有 这 两 个 事实 , 这 方程 就 表示 一 个 球面 @ ， 

例如 方程 z? 十 y? 十 z* 一 27 一 4y 一 4=0 就 表示 一 个 球面 ， 因 为 这 


中 在 特殊 馏 合 下 ,这 方程 也 可 能 表示 一 点 或 虚 球 面 . 
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方程 可 以 化 为 

(Xx— D+ty 2 +(z—0)°=9, 
所 以 原 方 程 表 示 中 心 为 (1, 2, 站 ,半径 为 3 的 球面 . 


§ 8.3 ”母线 平行 于 坐标 轴 的 柱 面 方程 . 二 次 柱 面 


设 一 方程 中 不 包含 有 立 标 z， 如 
所 (了 = 


在 xOy 平 面 上 , 这 方程 表示 一 曲线 工 , 这 曲线 上 点 的 坐标 满足 这 
方程 .这 方程 也 为 空间 的 其 他 一 些 点 的 坐标 所 满足 , 只 要 各 点 横 标 和 
纵 标 分 别 与 曲线 上 点 的 坐标 相等 即 可 ， 就 是 说 , 当 把 空间 的 这 些 点 投 
影 到 平面 zxOy 上 去 前 时 候 , 它们 的 投 
影 要 与 工 上 的 点 重合 ， 这 些 空间 的 点 
的 全 体 是 一 曲面 , 它 是 由 平行 于 z 轴 
的 站 级 沿 曲 线 工 移 动 所 构成 的 、 这 个 
曲面 叫做 柱 面 全 .曲线 区 叫做 准 线 . 
平行 于 z 轴 耐 沿 工 移 动 的 直线 叫做 母 
线 ， 因 此 , F(x,y) 一 0 表示 柱 面 , 它 的 
母线 平行 于 z 转 . 

同 理 , Fy， 2)=0 及 F(X,z) = 二 0 都 表示 柱 面 ,它们 的 母线 分 别 平行 
于 xz 轴 及 y 轴 ， 

在 上 述 母 绕 平 行 于 学 标 连 的 柱 面 中 , 如果 淮 线 二 是 从 标 面 上 的 二 次 
曲线 , 则 这 种 柱 面 叫做 二 次 柱 面 .现在 写 出 几 个 母线 平行 于 z 轴 的 二 次 
柱 面 的 方程 如 下 ， 

圆柱 面 方程 ， 


十 了 一 十 一 人 


全 一 般 地 赔 , 与 一 定 直 线 平 行商 且 和 定 曲 线 工 相交 的 直线 所 构成 的 曲面 间 艇 柱 面 . 
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本立 柱 面 (图 8. 27 方程 


2 2 
-10 


双 曲 柱 面 (图 8. 3 方程， 


88.4 空间 上 昌 线 作为 两 曲 曾 的 交 线 


任何 空间 曲线 总 可 以 看 做 两 曲面 的 交 线 ， 设 
Flr,y,z)=0 和 Fatx,y,2)=0 
是 两 个 曲面 的 方程 , 它们 的 交 线 是 曲线 工 、 因 为 曲线 天 上 的 任何 点 都 疝 
电 在 这 酚 个 曲面 上 , 所 以 上 的 所 有 点 的 坐标 都 满足 这 两 曲面 的 方程 . 
反 过 来 , 坐标 同时 满足 这 两 曲面 方程 的 点 一 定 在 它们 的 交 线 工 上 .所 以 
把 这 两 曲面 方程 联 立 起 来 , 则 方程 组 


{2 
FelX ,Vy,z) =0 


就 叫做 空间 曲线 工 的 注 程 。 


(1) 


ee ee le 
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例如 , 两 个 球面 
《一 1 二 (一 人 2 十 (二 一 3)2 一 14， 
:十 十 Zz?* 二 ] 
的 变 线 是 一 园 . 这 两 个 方程 联 立 起 来 就 是 这 个 圆 的 方程 . 

在 这 里 我 们 要 特别 加 以 指出 的 , 就 是 可 以 选择 另外 两 个 曲面 ,使 得 
它们 的 交 线 也 是 工 。 换 和 句 话 说 , 方程 组 (1) 可 以 用 与 它 等 价 的 性 何 两 方程 
所 联 立 的 方程 组 来 代 蔡 ， 例 郊 方 程 组 

t=0, gg=0 
表示 Oz 四, 另 一 方程 组 
Ty=0, Xx—y=0 
世 震 示 Oz 轴 . 


$8.5 空间 曲线 的 参数 方程 


在 第 六 章 § 6.1 中 , 我 们 曾经 讨论 过 平面 曲线 的 参数 方程 .同样 , 空 
划 曲 线 也 可 以 用 参数 方程 来 表示 , 即 把 空间 曲线 上 任何 点 的 直角 坐标 x、 
y, 2 分别 表 示 为 参数 f 的 函数 如 下 ， 

r=-p(D), 六 = 引用， z=x(t), 
这 一 组 方程 称 为 空间 曲线 的 参 烙 方程 ， 

例 螺旋 线 。 设 有 直角 三 角形 的 纸 片 , 它 的 一 锐角 为 fr， 今 将 此 纸 
片 卷 在 一 正 圆柱 而 上 , 使 角 & 的 一 边 与 圆柱 的 底 贺 周 重 合 , 角 的 另 一 边 则 
在 圆柱 而 上 盘旋 上 升 ， 这样, 在 贺 柱 面 上 就 形成 一 条 空间 曲线 , 这 空间 
此 线 叫做 旦 旋 线 。 其 方程 可 按 下 述 步 又 求 出 . 

设 正 圆柱 的 半径 为 y, 角 e 的 预 点 工 在 图 福 底 圆周 上 的 位 置 为 4 ,而 
刀 为 底 较 周 与 x+ 轴 的 交点 。 取 坐标 系 如 图 8.5 所 示 . 

设 形 (4z 92) 为 螺旋 线 上 任意 一 点 , 自 订 作 x Oy 平面 的 垂 线 MN, NN 
为 垂 足 , 当然 落 在 圆柱 的 底 圆周 上 ， 青 由 六 作 zy 轴 的 平行 线 ,与 工 轴 交 
于 性， 
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图 8.5 


-村 ZLZ4ODN = 了 为 参数 , 刚 点 时 的 坐标 ; 
x = DC=lON|cos 1 一 ecos 四 
z 一 CN=|ON|sin t=7 sint, 
z=NM=LNtgse= rttgaetNLN= 统 AN = DD, 


令 r tg =£, 
则 二. 
因此 求 得 螺旋 线 的 参数 方程 为 
Tr cost, 
y=r sint, (1) 
2 一 和牛 。 


螺旋 线 在 工程 土 有 一 个 可 以 利用 的 性 质 . 当 上 从 血 变 到 加 十 日 
时 , z 由 kth 变 到 kto+ 站 。 如 果 8 为 定数 , 则 ( 抬 也 是 定数 .这 说 明 当 
点 NN 沿 席 圆周 移动 定 角 6 时 , 点 型 沿 螺旋 线 上 升 一 定 的 高 度 丰 ， 特 别 ， 
当 点 六 移动 一 周 , 即 和 一 2r 时 , 点 好 将 上 升 固定 的 高 度 2kx， 这 个 高 度 
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257 在 工程 上 称 为 螺 距 , 以 点 表示 ,好 hh 二 2kxr 二 2x7 tg eo. 


§8.6 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 


更 在 我 们 来 研究 由 表示 山 线 工 的 方程 组 
[2 
Fotx,¥ ,2)=0 
消去 一 -个 变量 例如 z 后 所 得 的 方程 
Flr,g) =, {2) 
由 于 方程 ( 罗 是 由 方程 组 (外 消去 z 后 所 得 的 结果 ， 那 末 当 三 个 数 
zx,y 和 满足 方程 组 (1) 的 两 个 方程 时 ,前 两 个 数 x.y 必定 满足 方程 
(2). 这 说 明 曲线 工 上 的 所 有 点 都 在 由 方程 (分 所 表示 的 曲面 上 ， 
根据 $8.3, 方程 (分 表示 一 个 母线 平行 于 Oz 轴 的 柱 面 , 那 末 这 柱 面 
必定 包含 曲线 ， 因 此 , 过 曲线 上 的 一 切 点 所 作 平 行 于 Oz 轴 , 也 就 是 
垂直 于 x Oy 平面 的 所 有 直线 都 在 这 柱 面 上 ， 这 柱 面 称 为 投影 柱 面 , 投影 
柱 面 与 + Oy 平面 的 交 线 一 般 说 来 正 是 将 空间 草 线 工 投 影 到 zrOy 平 面 上 
所 得 的 曲线 , 这 曲线 叫做 空间 曲线 工 在 zOzy 平 面 上 的 投影 曲线 , 简称 投 
影 ， 它 的 方程 是 


1) 


人 2 (3) 
z=0. 

同 理 , 消去 联 立方 程 组 (1) 中 的 变量 z 或 变量 y 再 分 别 和 + 一 0 或 
=0 联 立 , 我们 可 以 得 到 将 曲线 工 投 影 到 yOz 平 面 或 TOs 平面 上 的 投 
影 昌 线 方程 ， 

Hlx,z)=0, 


(S70 NO 


r=0, 或 | 
例 已 知 两 球面 的 方程 为 , 
x+y :二 2z?*==]， (4) 


x yl gs 1)=1, (5) 
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求 它们 的 交 线 在 xrOv 面 上 的 投影 . 

解 ” 为 了 求 两 球面 的 交 线 在 rOy 面 上 的 投影 , 先 求 通过 这 上 曲线 而 母 
线 平行 于 0z 轴 的 柱 面 方程 , 因此 由 (4,(5) 消 去 z， 从 { 习 减 去 (四) 并 化 
简 , 我 们 得 到 


y+z=1., (6) 
再 以 #3 二 1 一 J 代入 (4 或 ( 引 即 得 所 求 柱 面 方 程 为 
2 十 232 一 2 一 0. (7 


于 是 两 球面 交 线 在 TO8 面 上 的 投影 曲线 方程 是 : 
全 一 人 
z=0. 


第 九 章 ”空间 的 平面 与 直线 


§9.1 过 一 点 并 已 知 一 法 线 矢量 的 平面 方程 


若 一 矢量 (不 为 等 矢量 ?垂直 于 一 已 知 平面 , 则 称 这 矢量 为 平面 的 法 
线 矢量 . 

设 已 知 平 面 X 上 鸭 一 点 (ro,v0,20), 以 及 它 的 一 个 法 线 矢 量 二 
{4,B,C}(A,B,C 不 同时 为 0), 我 们 来 建立 平面 + 的 方程 . 

设 MLz,#,2) 是 平面 + 上 的 任意 一 点 , 它 所 对 应 的 矢 径 为 r= {x,y， 
23); 而 点 膨 所 对 应 的 笑 径 设 为 ro={ro,80,20o}， 由 于 矢量 fol = 
r 一 在 平面 xX 上, 它 与 法 线 矢 量 闫 垂直 ， 所 以 它们 的 数量 积 等 于 
零 导 7.9), 即 

nA'(r— 0) =0. (DD 

上 式 对 于 平面 上 的 所 有 点 都 成 立 ， 
而 且 对 于 平面 外 的 点 就 不 成 立 ， 所 以 
方程 (1) 就 是 用 矢量 来 表示 的 过 已 知 
点 好 而 法 级 矢量 为 nr 的 平面 x 的 方 
程 . 

现 改 用 上 坐标 来 表示 方程 (1}。 因 为 


一 Po 三 位 一 zo， #~ye z— Zo), 
n= {A,B,C}, 
并 由 两 矢量 的 数量 积 的 坐标 表示 法 (87.9), 得 到 
A(x—zo) +Bly— yg)+C(z—z0)=0, (2) 


这 就 是 用 坐标 表示 的 过 已 知 点 io(zozo,zo) 而 法 线 矢 量 为 m= {4,B,C} 
的 平面 z 的 方程 ， 方 程 (1) 和 (2) 都 叫做 平面 的 点 法 式 方程 . 
如 令 忆 = 一 4xyo 一 Bl 一 Czo 则 方程 (办 可 以 写 为 
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Ar+By+Cz+D=0. {3) 
因为 对 于 任何 平面 来 说 ,我 们 可 以 在 这 平面 上 任意 取 一 点 作为 
Mol x odo, 20), 也 可 以 任意 取 一 稚 直 于 这 平面 的 矢量 作为 它 的 法 线 矢量 
严 = {A,B,C), 故 根据 上 述 结果 即 得 
定理 1。 任何 平面 可 用 .2y、z 的 一 次 方程 来 表示 . 
现在 我 们 再 证 明 它 的 逆 定 理 , 即 
定理 2. XxX.y. 信 的 一 次 方程 
Axr+By+Cz+D=0 (3) 


囊 示 一 个 平面 , 其 中 4 已、C 为 常数 ， 县 不 同时 为 零 ， 
证 设 xe、 Yo zo 是 一 次 方程 (3) 的 一 组 解 ， 则 有 等 式 
Axot Byot Cao DD=0. {4) 
由 方程 (3) 减 去 (D), 得 
Al(x —xo + By—y) + C2— a0 =—0. (2) 
这 就 是 通过 点 szogo za 而 以 矢量 {4, 忆 ,CC] 为 法 线 矢 量 的 平面 方 
程 ， 但 方程 (2) 与 ( 引 具 有 同 解 ， 这 是 因为 由 (3) 减 去 等 式 (4 妈 得 到 
《2， 又 由 (为 加 上 等 式 (入 就 得 到 (3 的 缘故 ， 因 此 ， 方 程 (3) 也 表示 一 
个 平面 , | 
方程 ( 引 称 为 平面 的 一 般 方 程 . 
例 求 通过 点 村 (1, 1, 1) 月季 直 于 矢量 一 和 2, 2, 3 引 的 平面 方程 . 
解 ” 根 据 公 式 (2) 得 所 求 平面 方程 为 
2(7—1)+2(y—1)+3(z—D=0 
或 2tt+2yt+3z—7=0. 


89.2 平面 的 一 般 方程 的 研究 


设 平面 的 一 般 方 程 为 
Ar+Byi+ Cs+D=0, 1) 
其 中 4A、 如 .CC 不 同时 为 零 . 今 关 这 方程 的 某 几 个 系数 为 零 , 我 们 来 研究 


tt 
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这 平面 关于 各 坐标 轴 有 怎样 的 特殊 位 置 ， 
(1) 若 万 = 小 则 方程 (1) 变 为 
| Ar+By+t+ Cs=0, 
它 表示 一 个 通过 原点 的 平面 。 溃 实 上 , 因 x =0, y=0, z=0 满足 这 方程 ， 
所 以 原点 口 在 这 方程 所 表示 的 平面 上 ， 
(ii) 若 忆 =0, 则 方 稳 (1) 变 为 
AxX++ By 十 五 一 小 
它 表 示 一 个 平行 于 (或 通过 ) z 轴 的 平面 ， 
因为 C=0, 它 的 法 线 矢 量 在 # 轴 上 的 投影 为 零 , 这 个 矢量 就 簿 直 于 
z 加， 所 以 这 平面 平行 于 z 轴 (或 通过 z 轴 ， 这 时 证 = 0). 
同 理 知 方程 
Axz+t+Cezt+D=0 和 By+ Cz+D=0 
分 别 表示 平行 子 (或 通过 ) y 轴 和 x 轴 的 平面 . 
(iii) 车 4= 小 如 =0， 则 方程 (]) 赛 为 
Cz 十 五 = 由 
它 囊 示 一 个 平行 于 (或 个 合 于 )x Oy 面 的 平面 . 
因为 4=B= 0, 则 它 的 法 线 矢 量 在 < 轴 及 y 轴 上 的 投影 为 符 这 个 
矢量 必 同 时 垂直 于 工 轴 及 zy 轴 ， 因 此 ,这 平面 平行 于 x 输 及 yy 轴 , 也 就 
是 平行 于 xOy 面 (或 与 +Oy 面 重合 ,这 时 DD 二 0). 
同 进 知 方程 
Ar+D=0 和 By+D=0 
分 别 表示 平行 于 (或 重合 于 )yOz 面 和 tOz 面 的 平面. 
例 求 通过 x 轴 和 点 (4, 一 3, 一 1} 的 平面 方程 . 
解 ” 因 所 求 平面 副 过 x 轴 , 所 以 可 设 这 平面 的 方程 为 
Byt+Cz=0), 
又 这 平面 适 过 点 (4, 一 3,~1), 因此 有 关系 式 
—3B— 人 C=0 
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或 C=—3B. 
以 C= 一 38 代 入 所 设 方 程 中 并 除 以 B, 得 所 求 的 平面 方程 为 
y—3z=0, 


$ 9.3 平面 的 截 路 式 方程 


设 一 平面 不 通过 原点 , 也 不 平行 于 任何 坐标 轴 , 并 与 ,yy、z 三 轴 
分 别 交 于 书 . 外. 玉 三 点 .全 OP= 
Cry OQ=b, OR=c( 图 9.2), 

这 平面 的 方程 可 以 写 为 

Ar+BytCzt+D=0, (1) 
其 中 有 4, B,C, DD 此 不 为 零 ， 

因 Pla, 0, 四 在 这 平面 上 ,所 
以 它 的 坐标 满足 平面 方程 人， 以 
&.0.0 代 入 1) 中 得 


Aa+t+D=0 

DD 

或 有 = 一 

同样 得 到 = 一 了 
一 9.2 

c=- 了 


以 和. 吾 C 的 值 代 入 (] 了 ) 中 并 除 以 DUD 于 们 ,就 得 到 


之 十 立 十 名 =1. 
a b&b cc 


这 就 是 所 求 的 平面 方程 , 叫做 平面 的 截 距 式 方程 , 而 2、 b,c 叫做 这 平面 
在 zx .zz 三 轴 上 的 帘 距 ， 

例如 某 平面 在 坐标 加 上 的 截 距 为 5=2， 5 二 一 3，c= 生 则 它 的 方程 
为 . 
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姜 久之 
2 十 一 3 4 


或 6z ~4y~3z—12=0. 
$9.4 点 到 平面 的 距离 


设 已 知 平面 z 的 一 般 方 程 
Ar+By+Cz+D=0 (A B.C 不同 为 零 ) 
与 平面 外 的 一 点 杠 (7agaznD 求 点 玉 到 平 玉 A 的 拭 离 4. 


奋 - 图 9.3 


从 点 诸 作 平面 x 的 恒 线 , 设 垂 是 为 入 (raga,za)j, 则 
到 一 (Ya 一 Xi? 十 (32 一 加 2 十 (5 一 二 2 
又 矢量 形 人 的 坐标 为 ra 一 za 了 一 护 ，22 一 zi 
由 于 形 杀 与 平面 z 的 法 线 矢 量 平行 , 故 有 


aX WO— V1 22 21 
A B CC " 


设 公 比 为 x, 则 


Xs—Xi=rA, y= zs— z= CC, 


把 上 式 代入 (2), 得 
d=r:(A:+ B+ CO). 
另 一 方面 ， 由 于 点 名 (Xz,V2,232) 在 平面 x 上， 所 以 


[第 一 篇 1 


(1) 


(2) 
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Arzs+ Bys+ Cat D=0. 
从 13) 解 出 ra za 32 并 代入 上 式 得 
Axi+ Bint+ Cet D+rtA+B+ CD)=0., 


ri 十 By 十 Cz+D 
+B +C: 


所 以 
把 上 式 代 入 (四 并 开 方 , 即 得 公式 


Arit+Bit Cat (5) 
A B+C 


售 求 点 届 , 2 3) 到 平面 2x 一 2y 十 z 一 3 二 0 的 只 离 ， 


2:1—2:2+1:3-3|_[ 2 
v2 二 (一 2)? 十 1 3 


好 一 


_2 


3 


解 ” 由 公式 (5), 6 = 


$9.5 两 平面 的 夹 角 


两 平面 的 夹 角 是 指 两 平面 间 的 两 个 相 邻 二 面 角 中 的 任何 一 个 (如 丙 
平面 平行, 它们 的 夹 角 可 以 大 做 是 0 或 x)， 又 二 面 角 中 的 一 个 是 等 于 两 
平面 的 法 线 矢量 间 的 夹 角 ， 因 此 , 我 们 定义 两 平面 约法 线 矢量 间 的 实 角 
为 这 两 平面 的 夹 角 . 


设 两 定 平 面 的 方程 是 
wy 十 五 8 十 CE 十 万 一心 (1) 
和 
Asxt+ Boy + Cz + Ds=0. (2) 


它们 的 法 线 矢 量 分 别 为 14.,B:C 和 {4s,Bz, Co}， 令 这 两 法 线 矢量 的 
夹 角 为 P, 那 末 这 两 平面 的 来 角 就 是 p、 由 87.10 得 
AiAs+BB+ OC 
PT AITBITCI A BI Ce 
这 就 是 已 给 两 平面 间 夹 角 的 余弦 公式 . 
《1i) 若 两 平 请 (1) 和 (2) 互相 但 直 ， 则 它们 的 法 线 矢 量 {4, 5 Cl 


人 
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和 {42,B2,C2} 也 互相 垂直 ， 因 此 两 平面 (1} 和 (四 便 直 的 必要 且 充 分 的 象 
件 为 
AiAst+ BiB:+ CCs=0, {3) 
这 时 COS p=0, 
(二 》 若 两 平面 (1) 和 局 ) 平 行 , 则 它们 的 法 线 矢 量 {/43,B1,C1 和 {42， 
Bs, Cz} 也 平行 。 因 此 两 平面 (1) 和 (2) 平行 的 必要 且 充 分 的 条 件 为 


A BC 
A BC (4) 


例 1.， 求 两 平面 x 一 y 一 11 二 0 和 3x 十 8=0 间 的 夹 前 . 
和 解 ” 令 所 求 夹 角 为 P, 则 


COS ?一 - 广 ， 
所 以 p=74. 
例 2.。 一 平面 通过 两 点 (1, 1, 1) 和 (0, 1, 一 1) 且 垂直 于 平面 + 十 y 
十 一 小 求 它 的 方程 1 
解 ” 通 过 第 一 个 定点 (1, 1. 1) 的 平面 的 方程 可 以 写 为 
Al(x—D +BGy—l)+Ca—1)=0, | (5) 
有 .B.C 不 同时 为 零 ， 
这 平面 又 通过 男 一 定点 (0, 1, 一 1), 所 以 有 关系 式 
A(O0—1)+BU—1)}+C{—1—1}=0 


A+2C=0. ' (6) 


叉 因 为 这 平面 熏 直 于 已 知 平 面 + 十 Y 十 z 二 0, 所 以 及 有 关系 式 [公式 
(3)] ， 


A+B+C=0. (7) 


现在 把 (6)、 (外 (看 艇 三 个 未 知 数 和 4、B, CC 的 齐 次 方程 组 的 三 个 


i 


了 性 ， 


站 
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方程 , 这 方程 组 有 非 零 解 的 必要 及 充分 条 件 为 
TX—1 y—l 2z—1 
1 Vy 2 =0, 
1 1 1 
其 27—y— 之 二 0. 
这 就 是 所 求 的 平面 方程 ， 


#9.6 直线 作为 两 平面 的 交 线 


在 § 8.4 中 我 们 曾经 讲 过 ,任何 空间 曲线 可 以 看 做 两 曲面 的 交 线 . 
因而 , 空间 每 条 直线 都 可 以 看 做 两 个 平面 的 交 线 ， 由 此 , 一 条 直线 在 直 


- 角 坐 标 系 中 就 可 以 由 两 个 一 次 方程 素 毒 示 .… 


设 已 知 直线 为 工 ， 通过 这 直线 的 两 个 任意 不 重合 的 平面 为 x. 与 
如 果 zt 与 zi 的 方程 是 
Air+Biyt+Czt+ Di=0 和 和 Asx + Bay + Caz + Ps-0, 

那 末 直线 世上 任何 点 的 坐标 都 满足 这 两 个 平面 方程 ， 因 此 , 系数 不 成 比 
鲍 的 三 元 一 次 方程 组 
人 
Asrtt Bayt+ Ca++ Da=0 
表示 一 条 直线 工 , 叫做 空间 直线 工 的 一 般 式 方程 . 
因为 通过 空间 一 直线 工 的 平面 有 无 限 多 个 .只 要 在 这 无 限 多 个 平 
请 中 任意 选取 两 个 ,把 它们 的 方程 联 立 起 来 ,所 得 的 方程 组 也 表示 直线 
L. 
例如 从 方程 组 (1) 消 去 5 得 
FE=paty, . 
它 表示 将 直线 工 投 影 到 x*O3 平面 上 的 投影 平面 (8 8.6). 
同样 ,消去 x , 得 到 将 直线 也 投影 到 yOz 平 面 上 的 投影 平面 


一 # 一 # 庆 十 3， 


(1) 


Tm .it re 
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因此 方程 组 | 


pd 


办 、q ,7,5 各 为 常数 ) {2) 
区 一 YE 十 5 


也 表示 直线 工 的 方程 , 称 为 空间 直线 工 的 投影 式 方程 . 


59,7 直线 的 方程 - 


假如 已 知 一 点 为 骨 ， 它 的 矢 径 为 口 js = po， 此 外 , 又 已 知 一 个 矢 

景 s 不 为 零 矢 量 , 闭 末 通过 点 Mo 且 平 

行 于 矢量 #s 的 直线 在 空间 的 位 置 就 

可 以 完全 确定 了 .和 失 晤 gs 叫 散 这 直线 

的 方向 矢量 (图 9.4)， 在 这 直线 上 任 

取 一 点 如; 其 对 应 的 流动 各 径 为 及 
二 了 , 则 由 图 9.4, 可 知 

ON=OR+RR + 

因 杯 村 平行 于 w% 由 8 7.5 知 也 好 一 st 为 数量 因子 , 它 的 数值 与 点 MM . 


在 直线 上 的 位 置 有 关 ， 
因此 ,有 


r=rtst. (1) 


这 叫做 直线 章 拓 量 式 方程 ,其 中 f 吉 懂 参 数 . . ， 

设 点 Mo 关于 以 为 原点 的 直角 举 标 系 的 秦 标 为 zBbc) 点 时 的 直角 
上 坐标 为 x.y、zs， 则 二 {abc), r= {x,y,z}， 及 设 和 拓 量 8 的 坐标 为 om、 
XN. 力 (不 全 为 人 。 那 末 , 把 方程 (1) 写 成 坐标 式 的 时 候 , 便 得 到 


T=a+mi, y=8+nt, z=cet+pt, (2) 


过 过 本 十 :5) 且 有 已 知 方向 矢量 5 一 bm, #, 力 ) 的 直线 的 参数 方 
;了 叫做 参数 ，， 
从 方程 (办 消 去 参数 t , 笠 到 
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三 9 
这 方程 ( 引 叫 敌 直 线 的 标准 方程 ， 直 线 的 尾 意 方向 矢量 s 的 坐标 ;, 22, 思 
叫做 这 直 钱 的 一 组 方向 数 ， 矢 量 8 的 方向 余弦 叫做 该 直线 的 方向 余 荡 . 
而 根据 4 7.8, 矢量 的 一 组 方向 数 是 与 它 的 方 净 余 弦 成 比例 的 ,所 以 直线 
的 方向 数 是 与 直线 的 方向 余弦 成 比例 的 一 组 郝 . 

这 里 必须 指出 ,在 直线 的 标准 方程 内 , 2m, 7 力 当 然 不 能 同时 为 零 , 因 
为 # 才 0. 但 是 个 别 的 可 以 为 堆 ， 在 这 种 情形 下 ,我们 要 和 在 i7.11 中 所 
讲 的 一 样 用 另 一 种 意义 去 理解 它 . 例如 , 在 

THY-b_ ge 
Ed 其 在 


xT—a=0, ply—b)=ntg— ec), 
最 后 ， 我 们 讨论 如 果 一 直线 是 由 系数 不 成 比例 的 两 个 一 次 方程 
所 十 吾 十 万 1 有 十 天 :一 小 (4) 
和 TT 二 Bey 二 Caz 二 Ds:=0 {5) 
所 确定 的 , 那 末 , 它 的 标准 方程 应 怎样 来 求 ? 也 就 是 如 何 把 直线 的 一 般 
式 方程 化 为 标准 方程 ? 
首先 求 出 这 直线 上 的 任意 一 点 (zolzm,zo)。 为 此 可 先 假 定 xo0,w0,z0 三 
数 中 的 任 一 个 , 比如 设 x 二 xo, 然后 将 它 代 换 方程 (4 和 (5) 中 的 变量 x, 其 
余 的 两 个 变量 5 与 z 的 值 可 以 由 这 两 个 联 立 方程 来 确定 . 
其 次 , 求 这 直线 的 方向 数 或 方向 矢量 8 二 {m,n,p)， 用 和 表示 
由 方程 (和 和 (5) 所 表示 的 平面 ,用 re 和 nw 表示 它们 的 法 线 矢量 .。 那 末 
R= {A,B Ci), ni= {42,B2, C2}. 因为 这 直线 科 直 于 这 两 平面 的 法 线 
矢量 , 即 8 上 Pi，8 上 和 as 因此 , 有 关系 式 
Aim+ Bint Cp=0, 
A 二 Bsn Csp=0. 


因 m、 #. 思 不 能 同时 为 零 , 从 这 两 关系 式 所 确定 的 关于 jr, .的 解 ， 
可 应 用 $1, 6 中 所 讲 的 方法 , 求 得 : 


Ee ml 打 = p 
B: CO | CC 4 | 4 | “ 
[Be ~ lc: 4。 4 万 


例 试 求 直 线 


37 十 328 十 42 一 1 一 小 
278 十 多 一 32E 一 一心 
的 标准 方程 .| 
解 设 x==1, 则 从 已 扼 的 联 立方 程 求 得 ,yo 二 2，z6 二 1。 因 此 ,点 
(1,2,]) 为 这 已 知 直线 上 的 一 点 ， 又 令 直 线 的 方向 数 为 大 , nn 记 , 则 


nm Ed __» 
2 4 | | 43 | | 3 ?| 
1 —3 一 3 2 21 
或 —i0 17 一] 
所 以 这 直 缆 的 标准 方程 为 
Tl1_ yy-2 2z—l1 
-10 17 ~ —1- 


8$9.8 两 直线 的 夹 角 


从 任 一 点 引 直 线 平行 于 两 定 直线 ,所 引 的 两 直线 做 成 两 个 角度 , 其 
中 任何 一 个 都 可 称 为 两 定 直线 的 来 角 , 并 且 其 中 有 一 个 恰好 就 是 两 直线 
的 方向 矢量 间 的 夹 角 , 通常 规定 这 个 夹 角 在 0 与 z 的 范围 之 内 . 
设 两 直线 的 方程 为 四 
Xa_yb_ zc¢ Ta, Yb zc 
bE 多 p ， EE nn p ” 
则 它们 的 方向 矢量 为 $= {x,n,p)，a = {m,n',p .根据 7. 10 中 两 矢量 
夹 角 的 余弦 公式 , 得 到 这 两 直线 磷 角 9 的 余弦 为 
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1 十 十 pp 
人 7 0 
i》 车 两 直 缆 互相 懂 直 , 则 它们 的 方向 矢量 也 互相 垂直 ， 央 此 , 两 
直线 生 直 的 必要 且 充 分 的 条 忻 为 
mm + mn’ + pp’ =0, 
这 时 cos P=0, ， {2) 
让) 若 两 直线 平行 , 则 它们 的 方向 矢量 也 平行 ， 因 此 , 商 直 线 平 行 
前 必要 且 充 分 的 条 件 为 


CoS P= 


HR 
一 22 (3) 
例 1。 求 遂 过 点 村 (4, 一 1, 引 且 与 直线 了 == 半 = 三 二 平行 的 直 
线 的 方程 . | 
解 ” 设 通过 点 时 (4 一 1 到 的 直线 方程 为 
区 一 4 8 二 1 3 一 3 
拉 基 pp: 
因为 它 与 已 知 直线 平行 , 所 以 有 关系 式 
mR_ Rp 
-2 1 ~—5° 
由 此 得 到 所 求 的 直线 方程 为 
4 y+] 2z—3 
2 1. -5° 
-1 vy z+3 Tt 2 
例 2. 求 直 线 T 二 一 和 直线 了 = -2 = 一 间 的 


夹 角 , . 
解 ”第 一 直线 的 方向 数 为 名 =]1 nn 二 一 4, 力 =1，: 第 二 直线 的 方向 数 
为 mm 一 2， 一 —2, 太一 一 1 令 两 直线 的 夹 角 为 gq， 出 


COS p=- 方 
所 以 


ee 
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$9.9 直线 与 平面 的 夹 角 
设 直线 的 方程 是 


平面 的 方程 是 
Ar+By+Cz+D=0. 

直线 和 它 在 平面 上 的 投影 所 敌 
成 两 邻 角 中 的 任何 一 个 均 可 定义 为 
这 直线 与 平面 的 夹 角 2。 由 于 两 邻 ” 
角 的 正弦 相等 , 所 以 我 们 不 站 规定 
?地 (图 9.5). 

因 直 线 的 方向 所 量 g8 二 {14,48,p} 与 平面 的 法 线 矢 量 nR 二 [4,8,C] 间 
的 夹 角 为 六 一 p 或 于 十 9, 又 因 


Sin = cos( 反 一 p)= 


cos( 子 +9】 
所 以 由 8 7.10 得 
[Am+ Bn+ Cp| 
Sn oT RTBHC/m timp 0 
(i) 车 直线 与 平面 和 嫌 直 , 则 直线 的 方向 矢量 与 平 看 的 法 线 和 拓 量 必 
平行 ， 因 此 , 直线 与 平面 垂直 的 必 票 且 充 分 的 条 件 是 


= 各 = 六 * (2) 

(站) 车 直线 与 平面 平行 , 则 直线 的 方向 矢量 与 平面 的 法 线 舌 量 必 
垂直 ， 因 此, 直线 与 平面 平行 的 必要 县 充分 的 条 忻 是 

Am+Bnt+ Cp=0, (3) 

例 求 通 过 点 及 (1, 一 2, 由 并 与 平面 2 一 3 十 z 一 4 一 0 垂直 的 直 
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解 ” 设 通过 点 村 (1, 一 2, 4) 的 直线 方程 为 
一 ] _ #2 _ 名 一 4 


me 及 pp 
因为 它 与 已 知 平面 垂直 , 所 以 有 关系 式 
mp 
2 —3 1° 
由 此 得 所 求 直线 方程 为 


Tl y+2_ 2~4 
2 一 3 1 


§ 9.10 直线 与 平面 的 交点 
设 已 知 直线 方程 为 | 


Xa yb_ ze (1) 


和 平面 方程 为 
Ar+i+By+Cz+D=0. ”和 (2) 
直线 与 平面 的 交点 的 坐标 必须 同时 满足 这 两 方程 。 为 了 求 交点 的 
坐标 , 令 方程 (1) 中 各 比 的 比值 为 1 ,于 是 
T= mt, y=b+nt, z=c+pt. (3) 
以 方程 (3) 中 各 式 代 入 方程 人 2) 中 , 得 
Alat ml)+ B+ ni) + Cctph + D=0, 
即 (Am+ Barn+ Chit+(Aat+Btt+Cc+D)=0. 
Ci) 车 4m+ Bx Cp 二 0, 则 由 上 式 解 得 


_ Aa+Bb+Cc+D 
A Br Cp “ 


将 t 值 代入 (3) 中 , 即 得 直线 与 平面 的 交点 的 坐标 . 
‘二 3 车 Am+ Bn 二 Cp 二 0，Aa+BBb+ Cc 十 如 半 9, 则 直线 与 平 


t= 二 
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面 平行 , 且 点 (6&,5 不 在 平面 上 , 所 以 没有 交点 . 

Of) 车 A 二 Ba 十 Cp 二 0，Aa 十 Bb 十 Cc+ 吃 =0, 则 直线 与 平面 
平行 , 且 点 (&,4,c) 在 平面 上 ,所 以 直线 完全 藻 在 平面 上 . | 

例 已 知 直 线 方程 为 了 一 了 一 之 和 平面 方程 为 2x 十 


Jy 十 Zz 一 6 二 0, 求 直线 与 平面 的 交点 ， 


: TX-2 V3 2—4 
解 令 1 ”1 .2 = 
出 站 一 2 直上 一 3 二 二 2 


代入 平面 方程 中 ,得 

2(2 十 及 十 (3 十 肌 十 (4 十 2 有 一 6 一 0 

解 之 ,得 1 一 一 1, 而 所 求 交点 的 坐标 为 本 
T=l, y=2, 总 二 2 


§9.11 杂 例 


例 1 求 通过 三 点 jd 人 1, 1, 8) .Ms(2, 一 5 站 和 有 (和 7, 1) 的 平面 的 
方程 ， 
解 ” 设 扬 求 平面 的 法 线 矢量 为 {4, 有 ,Ch 其 中 4. 互 .C 不 同时 为 零 . 
因 平面 通过 点 M,(1, 1, 8), 则 平面 方程 可 写 为 
A(x—l)+B(y—D)+C(z—8=0. (1) 
叉 固 两 点 M2(2, 一 5, 0) 和 前 3(4,7, ]) 也 在 这 平面 上 , 则 得 下 列 两 个 
条 件 ， 
Al2—1)+B(—5—1)+C(0—8=0; 
A(4—D+B(7—1)+C(1—8)=0, 
即 , 
A—6B—8C=0 (2) . 
和 ‘34+6B—7C=0. (3) 
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由 (CC 生成 的 关于 A. B.C 的 齐 次 方 要 组 有 非 过 解 的 条 作 


为 
rT—1 2 一 上 z—8 
3 6 一 了 
即 90x 一 178 十 242 一 2 站 5. 
这 就 是 所 求 的 平面 方程 . 


例 2， 一 直线 通过 点 (一 3, 2, 引 且 与 两 平面 + 一 4z 二 3，27x 一 y 一 
5z 二 1 的 交 线 平行 , 来 该 直线 的 方程 

解 ” 设 所 求 直线 的 方 问 笑 量 为 {m,#,p}， 因 为 此 直线 与 两 平面 的 交 
线 平行 , 则 直线 与 两 平面 也 一 定 平行 , 也 就 是 直线 的 方向 矢量 一 定 与 两 
平面 的 法 组 矢量 垂直 ， 所 以 有 关系 式 ， 


协 一 4 一 小 (1) 
2m—n—5p=0. {2) 
由 (1)., (分 求 得 ， 
- 准 一 玉 一 六- “ 
一 和 一 3 一 1 
因此 得 所 求 直 线 的 方程 为 
工 二 3 y-2_ 25 
4 3 1 
例 3。 求 直线 从“ “1 二 0 在 平面 z+! 十 z=0 上 的 投影 的 
方程 


解 ” 设 过 已 知 直线 且 生 直 于 平面 x 十 y 之 =0 的 平面 方程 为 
Ar+Byt+Cz+D=0, “ (1} 
其 中 4, PP、C 不 同时 为 等. 
由 两 平面 互相 垂直 的 条 件 (8 9,. 5 得 关系 式 
十 厂 十 万 三 由 {2) 


ET 


了 一 
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因为 平面 (1) 通 过 已 知 直线 , 刚 它 当然 通过 已 知 直 线 上 任意 两 定点 . 
于 是 在 这 直线 上 任 取 两 点 ,例如 (0, 0, 一 了 与 {0, 1 0) 代入 (DJ 中 得 两 关 
系 式 
C+D=0, (3) 
B+D=0. | (4) 
联 立 方 积 (2)、(3)、(), 解 得 
A=0, B=~D, C=D, 


代入 (1) 得 
— Dyt+ Ds+D=0. (5) 
因为 品 才 0 天 刚 4=0， 瑟 =0，C= 人 ,上 式 (5) 孙 以 一 六 即 得 
， . #21=0, 
这 芯 是 过 已 知 直 线 而 与 平 而 Y 二 # 十 z=0 垂 直 的 平 画 方程 .因此 方程 组 
他 
| 末 一 到 一 一心 
即 淘 沽 来 提 影 直 编 的 方程 
替 4 本 通过 点 (2, 1, 3) 且 敢 直 相交 于 直线 一 了 了 =- 各 的 
直 鲁 方 各 . 
解 ” 先 作 一 平面 过 点 (2, 1, 3) 且 垂直 于 已 知 直 线 , 那 末 这 平面 方程 
应 洪 
3(r -+2 DD) (za—3)=0. (1) 
再 成 忆 舅 直线 与 这 平 瑟 的 交点 、 
* 和 
诸 得 站 线 的 参数 方程 为 
T=3A—l1, y=2A+1, . z=—A. (2) 


以 (代入 (1) 中 , 求 得 4 三 子 , 因而 求 得 交点 的 学 标 为 
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为 为 直线 上 两 点 坐标 之 差 是 这 直线 的 一 组 方向 数 , 故 所 求 直线 的 方 


程 为 

X72_ gy-1 已 一 号 
子 -2 你-1 -33-3 

无 一 和 1 一 1 一 3 

邵 3 -I 4 
例 5。 求证 两 直线 工 二 @ 一 北 一 站 一生 一 人 

” #1 pi 
: a pb ge 

和 Wa ns ba 


在 同一 平面 上 的 条 件 为 
一 好 和 一 和 一 如 
说 1 nn bi 一 


解 一 ， 设 由 两 已 知 直 线 所 决定 的 平面 的 方程 为 
Ar+By+ Cs+ DD=0. 


(1) 


因 商 已 知 直线 的 方向 矢量 {mi 各} 和 {92,92,pa] 和 厄 直 于 平面 的 法 


线 矢 量 {4, 忆 ,Ch 所 以 得 下 列 两 关系 式 ， 
Amit Bm Cp =0, 
m+ Bns+ Cp =0 


又 两 直线 上 的 两 点 (@1, 如 ,C1 和 (a42,52,C2) 必 在 这 平面 上 ,因此 有 


凡人 十 上 5 十 Ce 十 天 一 和 
Aa:+ Bbst+ Cist DD=0. 
商 者 相 减 , 得 
Algs— a) +Blb—b) +C(ca— cc) =0. 


(2) 
(3) 


(4) 


由 (2).( 引 、{4 所 组 成 的 关于 A.B.C 的 章 次 方程 组 硝 非 零 解 的 
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必要 及 充分 条 性 为 


人 一 Ga ba—b ca~e 


Hz 拌 2 pz: 


这 就 是 两 直线 在 同一 平面 上 的 条 件 . 
解 二 ， 联 结 已 知 直 线 主 的 点 Mi(au5,cD 和 点 则 (axBsca) 的 矢量 
为 
Mi = {ga— &1,62— Bi,c2a~— C1), | 
车 两 直线 在 同一 平面 上 , 则 矢量 青 , 有 W 与 两 直线 的 方向 矢量 81 {mim 
pi}. 82= {32, 2 : 力 :一 定 共 平面 . 根据 3 7.12, 这 三 个 矢量 本 了、 B1、82 
的 混合 积 为 等 , 故 得 条 件 


ta— a bob C—O 
1 #1 pi 二 办. 
| Pa #2 ps 
例 6. 求 通过 点 (一 工 0, 才 且 平 行 于 平面 3x 一 Ay Tz 10=0, 下 
与 直线 += 了 = 和 相交 的 直线 的 方程 . 


解 恬 通 过 襄 ( 1 0, 人 的 直线 广 和 为 
: Xt1l 六 5 一 4 
了 (1) 
因 直 线 (1) 与 已 知 直线 相交 , 则 此 责 直 线 应 当 在 闻 一 平面 内 , 其 条 忻 
(例外 为 


—1+1 3—0 0 一 4 


3 1 2 =0, 
[i 各 ps 
即 10 了 一 12 天 一 9 三 0. (2) 


用 直线 (]) 与 已 知 平 面 平行 , 则 又 有 关系 式 。 
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3 了 一 4 十 办 一 0 (3) 
解 方 程 (为. 13) 得 
mn_p 
48 37 4° 
因此 得 所 求 直 线 的 方程 为 
TX 十 ] #2 一 4 
48 37 4 


$9.12 平面 束 的 方程 


设 定 家 线 上 是 由 两 个 系数 不 成 比例 的 一 次 方程 . 
: Art+Byt+Czt+D=,, 加 {1) 


Bt Bay + Caztt P= 人 0 (2) 
所 确定 .我 们 建立 一 次 方程 ， 
Ar+tByt+ Ca++ DitA(Ar + Beyt Cra t+ Da) =0, {3 


其 中 1 为 任意 常数 ， 因 为 方程 (3 是 一 次 方程 ,所 以 对 于 4 的 任何 一 个 值 , 它 表 示 一 
个 平面 .车 一 点 在 定 直线 工 上 , 刚 点 的 坐标 必 网 时 满足 方程 (1) 和 (2)， 因 而 也 满足 1 
为 任何 数值 的 方程 (39， 因 此 , 方程 (人 表示 通过 直线 工 的 平面 , 且 对 应 于 不 同 的 4 
慎 , 方程 (3) 表 示 通 过 直线 工 的 不 同 的 平面 ,反之 , 通过 直线 工 的 企 何平 商 ( 除 平 面 
(2) 以 外 ) 都 包 合 在 方程 (3) 所 表示 的 平面 内 . 
通过 定 直线 的 所 有 平面 的 全 体 称 为 平面 束 ， 而 方程 (人 是 通过 直线 的 平面 束 的 
方程 . 
例 1。 求 通 过 直线 
Tty—s=0, XT—y+z—l1=0 
和 和 点 (1, 1, 一 1 的 平面 方程 ， 
解 通过 已 知 直 线 的 任何 平面 的 方程 为 
T+y—z+tAl(r—y+2—1)=0, 
4 为 任意 常数 . 
这 平面 要 通过 点 遇 ， 1 ,一 心 的 条 件 是 
1 十 1 一 [一切 十 让 1 一 1 一 1 一 1 性 
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以 求 得 的 4 慎 代 入 上 面 方程 中 , 即 得 所 求 的 平面 方程 为 
| r+y—zt3(r—ytz—l) =0, 
即 Bx —y+2 一 3=0. 


例 2， 求 直线 六“Y “一 在 平面 z+y+z 一 0 上 的 投影 的 方程 
1T—y+z+1=0 
解 ”通过 已 知 直线 的 平面 束 方程 为 
rty—2—it+A(r— y+g+l) =0 (1) 
或 
(1ADr+t(l—Ay+ (1+i)z—{(1—A1) =0, (2) 
其 中 1 为 参数 ， 、 


在 这 平 商 束 中 有 一 个 平面 将 直线 投影 于 已 知 平面 z 十 ?8 十 有 = 人 0 上, 着 且 与 已 知 

平面 垂直 , 因此 有 关系 式 
十 十 人 1 一 放 十 (一 1 寺 刘 二 人 0 
和 解 之 得 4= 一 1， 代 入 (切中 得 投影 平面 的 方程 为 
3 一 有 一 1 = 小 
所 以 直 钱 在 已 知 平面 上 的 投影 方程 为 
{en 
站 一 立 一 1 一作 


第 十 童 二 次 曲面 


前 面 已 经 叙述 过 空间 曲面 的 概念 ， 以 及 一 个 曲面 可 以 用 点 的 直角 坐 
标 和 .yz 的 一 个 方程 如 (YX,y,z) = 来 表示 ， 一 次 方程 所 表示 的 曲 
面 叫 微 一 次 上 曲面， 二 次 方程 所 表示 的 曲面 叫 若 二 次 曲面 ， x 次 方程 所 
表示 的 曲面 叫 敬 次 有 曲面 。 周 为 平面 的 方程 是 一 次 方程 ,所 以 平面 也 电 
做 一 次 曲面 , 这 在 第 九 章 内 已 讨论 过 .本 章 将 票 讨论 的 是 二 次 曲面 ,并 
且 只 根 于 它们 的 最 简单 形式 的 方程 ， 为 了 便于 讨论 二 次 曲面 , 我 们 首先 
介绍 旋转 蝎 曾 的 概念 . 


510.1 旋转 曲 而 


以 一 已 知 平面 晶 线 绕 其 平面 上 一 已 知 直 线 旋 转 -- 周 所 成 的 曲面 叫 
做 旋转 曲面, 这 已 知 直线 叫 艇 旋转 曲面 的 轴 , - 


设 在 yOz 坐标 面 上 已 知 一 曲线 二, 它 ， 
的 方程 为 
fly,2)=0. 
把 这 曲线 绕 z 轴 旋 转 , 就 得 到 一 个 以 Oz 轴 
为 四 的 旋转 载 面 , 它 的 方程 可 以 求 得 如 下， 
设 415(0.zsi) 为 曲线 二 上 的 任意 一 点 
《图 10.1), 赂 


所 2 一人。 图 10.1. 
当 曲线 工 绕 z 办 旋转 时 ， 点 M, 也 绕 z 轴 旋 转 到 另 一 点 村 (Xx,y,z)， 这 时 
z 二 z1 避 持 不 变 , 朋 点 及 与 z 轴 的 距 议 志恒 等 于 jn|. 但 = 
YX 十 训 ) 所 以 如 一 土 YX? 十 y?， 办 此 
ft/rity, 一 0， 
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这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 D. 
从 此 , 我 们 知道 在 曲线 雹 的 方程 j8, z) 二 0 中 将 y 代 以 土 Yx ?十 #3 
后 , 就 得 曲线 工 绕 z 轴 所 成 的 旋转 曲面 的 方程. 
同 理 , 曲线 工 缆 y 轴 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
tv)= 
例 1。 绕 x 加 旋转 一 椭圆 


Er +=1 
所 成 的 曲面 的 方程 是 
hl 
[ 
车 以 网 一 糊 回 绕 = 轴 旋转 , 则 所 成 的 曲面 的 方程 是 
r? 
: Et 让 二 el 
这 两 补 面 都 叫做 族 转 本 球面 
例 2 婉 工 轴 旋 转 一 双阳 线 
本 3 
全 全 


所 成 的 曲面 的 方程 是 


一 =1. 
A: 


如 以 同一 双 曲 线 绕 z 轴 旋转 , 刚 所 成 的 曲面 的 方程 是 


XY 2 -1 
a ca 


这 两 种 曲面 都 叫做 旋 苇 双 曲 面 . 
1 加 3， 绕 z 轴 旋转 一 搜 物 线 
@ 如 果 工 上 的 点 的 坐标 # 总 是 y > 网 族 转 嵌 面 的 方程 应 为 /(VT7TTy7,g) 一 0， 和 如 


策 工 刁 的 点 的 坐标 y 总 是 y < 0, 则 旋转 曲面 的 方程 应 为 f( 一 Xx? 十 y?,z) 二 0; 如 果 元 上 的 
点 的 坐标 # 可 正 可 负 , 则 旋转 虹 面 的 方程 度 为 护士 YT3 十 4 ,的 二 个 
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y*=2pz(p>0) 
所 成 的 曲面 的 方程 是 
+y =2p2. 
这 曲面 叫做 旋转 抛物 面 ， 若 以 同一 星 线 绕 yy 轴 施 转 , 因 z 宕 0, 则 所 成 旋 
转 曲 面 的 方程 为 
y=2pyx + oi. 


§10.2 棋 球 面 
由 方程 


十 后 十 二 1 (a) 


如 
所 确定 的 曲面 叫做 燃 球 面 . 
由 方程 (ea) 知 


即 |zj 和 az， lyls, lalsce. 
这 说 明 权 球面 上 所 有 的 点 都 在 平面 z 一 土 吧 

成 的 长 方 体 之 内 . a、 86.c 叫 做 权 

球面 的 半 轴 (图 10.2. 

为 了 研究 机 球面 的 形状 ,我 
们 来 考察 此 机 球面 被 坐标 面 及 其 
平行 平面 所 截 的 截 痕 . 

椭 球 面 (a) 被 三 个 坐标 面 
xOvlz=0).r0z(y=0). 
yOz(zx = 个 所 截 的 截 痕 各 为 棋 
圆 玫 10.2 


了 2 2 记 2 2 
让 让 局 EE 
rl tl rl 


平行 于 xOy 面 的 平面 : z 一 疡 截 椭 球 面 所 得 截 痕 为 一 椭圆 , 其 方程 
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或 + 
2 2 


此 焰 图 的 半 轴 为 
/0 /ER 


当 h= 土 c 上 时， 十 姑 =0, 截 痕 缩 为 一 点 . 
当 | 到 | 之 < 时 半 轴 为 实数 
当 | 六 | >>c 时 半 轴 为 虚数 , 这 说 明 此 椭 球 而 (ae) 不 与 平面 z = 上 j 相 
交 ， 
同 理 , 用 平行 于 其 他 学 标 面 的 平面 截 此 梢 球面 , 关于 所 得 截 痕 的 结 
论 与 此 类 似 . z 
车 &=56> C 则 方程 (四 变 为 . 
I 
十 后 十 2 一 1， 
此 方程 表示 一 个 由 粒 轩 
x? 2 
: , 三 +2r=1 
红 短 辅 旋转 而 成 的 旋转 而 而 ,叫做 高 旋转 杠 球 面 . 
车 #>> 友 ， 5 二 c, 网 演 程 {aq) 变 为 


和 十 扫 十 条 1. 
此 方程 表示 一 个 由 楷 阴 
至 + 蓝 =1 
绕 长 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 ， 二 做 放 旋转 球面 . 
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若 z=4= cc 则 方程 (2) 变 为 
， Xo 2 = 


此 方程 表示 一 个 以 原点 妃 为 中 心 ,4 为 半径 的 球面 . 
510.8 单 叶 双 睹 而 


由 方程 
2 2 2 
名 z 立 
rb 
2 
a? + bp: 十 Cc? =1 


所 葡 定 的 曲面 都 叫做 单 对 双击 面 , 其 中 25、c 叫做 双 曲 面 的 半 轴 .现在 
我 们 只 研究 
4 EE yy 3 
A tp 村 一 1 {a) 


所 表示 的 曲面 被 坐标 面 及 其 平行 平面 所 稚 得 的 截 妾 (图 10.3)， 


ci? 平面 xOvytz == 们 截 曲 面 (a) 所 得 裁 痕 为 
一 撕 贺 . 
. rT 
tl, 
半 轴 为 a 及 5， 平行 于 平面 xOy 的 平面 二 及 也 
截 曲 面 (a) 于 一 椭圆 


半 负 为 &VCTT 有 及 二 VCr 二 本- 
《i》 平 面 XYOz(y = 从 截 曲 面 (a) 的 截 症 是 一 
双 曲 线 
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I | : 


| 
1 了 +» 


它 的 实 轴 与 x 轴 相 合 , 虚 轴 与 z 轴 相 合 , 半 轴 为 了 及 5 .平行 于 平面 +Oz- 
的 平面 y 二 有 h( 妈 竺 土 们 截 曲 面 (a) 的 截 痕 也 是 双 曲 线 
r? EE h? 
le 


它 的 半 轴 的 平方 为 4z a(b— 有 及 知 (及 一 hn). 


若 之 如, 则 双 曲 线 的 实 轴 平 行 于 轴 , 虚 轴 平行 于 zz 轴 , 
若 天 > 如 风 双 曲线 的 实 轴 平 行 于 过 轴 , 虚 轴 平行 于 工 轴 . 
著 色 = 访 , 则 上 列 方程 成 为 


2 2 
Ed 
二 .. 一 人. 


2 2 


分 解 得 两 个 一 次 方程 为 


之 一 马 一 地 十 三 一 
nic 0, ate 0. 


这 表示 平面 y= 截 此 双 曲 面 所 得 截 妆 为 一 对 相交 于 点 (0, 5, 0) 的 直线 ， 
同 更, 平面 y= 一 6 截 此 双 曲 面 所 得 截 痕 为 一 对 相交 于 点 (0, 一 六 0) 的 二 
线 . | 
diii》 平面 yO0z(zx 一介 和 平行 于 平面 9Oz 的 平面 蕉 曲面 (e) 的 截 痕 
也 是 双 曲 线 , 两 平面 + 二 土 4 截 曲 面 (a) 的 截 痕 是 两 对 相交 直线 ， 

车 a 二 5, 则 方程 (a) 变 为 


+ 人 一 如 =1. 
[7 三 
这 方程 表示 一 个 由 双 曲 线 


Xl 
2 


绕 玖 加 旋 转 而 成 钓 旋 转 指 面 , 叫做 单 叶 旋 转 双 曲面 ， 它 被 平面 xO2 或 其 
平行 平面 所 截 得 的 截 痕 都 是 圆 , 
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10.4 双 了 叶 双 曲面 


及 之 十 包 - 
所 确定 的 曲面 都 叫做 双 时 双 曲 证、 现在 我 们 只 研究 
三 + 1 (a) 
所 表示 的 曲面 被 坐标 面 及 其 平行 平面 所 截 得 的 截 痕 ( 图 10.4). 
Ci》 平面 XOz(y = 人 0 与 此 有 曲 
面 不 相交 , 因为 车 y =0, 则 得 


2 
二 一 }， 


X? | 
a ce . 
工 和 zz 取 任 税 实 数值 都 不 能 满足 上 
列 方程 . 
平行 于 平面 xOz 的 平面 # 一 天 
只 能 在 Ik| 之 5 的 情形 下 才能 与 曲面 (a) 相 过 ， 
现在 令 y= 呈 代入 (中 中 ,我 们 得 到 


-zt 1 zi -1 

sh sf ” 

人 谢 1) 入 1) 

车 瑚 < 到, 则 无 zx 与 z 的 实数 值 能 满足 上 列 方程 . 


车 民 > 妨 则 上 列 方程 表示 一 个 炳 加 ,其 半 轴 为 名 Vhr 一 可 及 
-区 
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著 瑚 = 所, 册 由 方程 (a) 得 到 
二 0. 
只 有 Zz 二 0, z=0 能 满足 此 方程 ， 这 表示 曲面 (a) 和 两 平面 y= 二 土 4 分别 相 
变 于 两 点 (0, 土 8, 四， 此 两 点 叫做 又 曲面 的 顶点 . 
(ii)》 举 标 面 YOy(z = 9) 要 双 晶 面 (2) 的 玲 瘦 是 双 井 级 
世 有 
各 站 
这 双 曲 线 的 实 轴 与 y 轴 相 合 , 砷 轴 与 之 辅 相合 . 
平行 于 xzOy 面 的 平面 z 三 疡 截 双 曲 面 的 截 痕 也 是 双 曲 线 


2 vy 
_ 一 
可 
这 双 曲 线 的 实 轴 与 #5 轴 方 向 一 致 , 虚 轴 与 轴 方 向 一 致 . 
《iii)》 坐标 面 yOx(z = 从 和 它 的 平行 平面 + = 二 衣 截 双 曲 面 (9) 的 截 疯 
都 是 驱 曲 线 . 它 的 实 轴 与 上 轴 方 向 一 致 , 碟 轴 与 z 轴 方 向 一 致 ， 这 样 就 


可 以 了 解 此 双 曲 面 的 形状 了 ， 
车 a 一 c, 则 方程 (g) 变 为 


—1, 


2 和 2 


此 方程 表示 一 个 由 来 曲 线 


绕 实 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 , 它 叫 做 涉 作 旋转 双 曲 面 ， 它 和 平面 y= 
ht| 月 沁 如 的 截 痕 都 是 回 . 


§10.5 椭 加 抛物 面 
由 方程 | 
各 + + 大 之 《p,q 同 号 ) (a) 
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所 确定 的 曲面 叫做 构 圆 抛物 面 。 设 训 >0，4 >0, 我 们 考察 它 与 坐标 面 及 
其 平行 平面 的 截 痕 (图 10.57. 

ci) 举 标 面 XDOw(z 一 的 切 曲 面 
Ca) 于 原点 (0, 0, 站 .平面 z= 二 有 th> 中 
裁 此 曲面 所 得 截 痕 为 一 横峰 

H+ dh 

它 的 半 轴 是 v2pR 及 v2ah. 

平面 z= hth< 人 0 与 此 由 面 不 相 
交 , 故 曲面 通 过 原点 且 在 z 为 正 值 的 
区 域内 原点 为 平面 YOx 与 曲面 相 | 
切 之 点 ， 这 一 点 上 叫 做 烃 轩 抛物 面 的 项 国 10.5 
是 ， . 

《i 》 举 标 面 Oz(y 二 0 截 此 曲面 所 得 截 痕 为 抛物 线 


T=2pz, ” & 


它 的 畏 与 二 加 相合 . 
平行 于 xzOzx 面 的 平面 y 交 截 此 曲面 的 截 痕 是 抛物 线 


ro- 区 


它 的 轴 平 行 于 z 连 ,而 顶点 为 点 0, hh, 名). 


(证 ) 坐标 面 yOz (x 二 只 及 其 平行 平面 + 二 截 此 曲面 的 截 痕 也 是 
搜 物 六 . 
大 yp 一 4, 畏 方 程 (Qa) 变 为 


池 一 一 十 一 二 名 (p>0). 


. 这 方程 表示 由 抛物 线 x 二 2pz 镜 其 回族 转 而 得 的 撮 物 面 。 这 个 曲面 
书 做 旋转 抛物 甬 。 这 曲面 被 平行 十 xOy 面 的 平面 z 二 及 (有 放 由 所 截 得 的 
截 痕 都 是 贺 . 


am 


1 和 
§ 10.6” 双 曲 抛 物 面 
由 方程 
-大 + 白 =z (办 ,4 同 号 ) 


所 确定 的 曲面 叫做 双 血 抛物 面 或 鞍 形 向 面 . 
设 训 >0，2>m 我 们 来 考察 它 和 坐标 面 及 其 平行 平面 的 茂 况 (图 
10.6) . 


图 10.6 


(i 坐标 面 YOY (z= 0) 截 此 曲面 所 得 项 疯 为 - 一 对 相交 于 原点 
{0,0,0) 的 直线 


x _ 加 _ 
IF 十 2 =0, Wp + 区 一 可 ， 
平行 于 xOy 面 的 平面 z 二 及 截 此 曲 硬 于 双 曲 线 


当 有 >0, 它 的 实 轴 与 5 轴 平 行 , 

当 玉 <0, 它 的 实 轴 与 上 轴 平 行 . 

C 闪 】 举 标 面 TOa(y= 人 0 截 此 曲面 所 得 截 痕 为 抛物 线 。 
1 二 —2p2, 
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它 的 轴 与 z 轴 相 合 . 
平行 于 rzOz 面 的 平面 y 二 矿 截 此 电 面 所 得 截 疹 为 抛物 线 


网 了 
疡 的 轴 平 行 于 z 轴 , 硕 点 为 (0, h, 部 ). 

Gii) 学 标 面 y0z (x 二 只 及 其 平行 平面 x 二 hh 截 此 曲面 所 得 的 截 六 
都 是 抛物 线 , 它 的 轴 平 行 于 z 轴 . 


§10.7 二 次 推 面 
现在 我 们 讨论 由 二 次 齐 次 方程 
三 + 荔 - 如 =0 (0) 


所 确定 的 曲面 . 

| 由 方程 (a) 所 确定 的 曲面 有 下 面 的 特征 . 

如 果 某 点 好 (不 是 坐标 原点 ) 在 这 曲面 上 , 那 末 , 通过 坐标 原点 口 和 
点 好 的 直线 上 所 有 的 点 都 在 这 有 同 面 上 . 

证 设 点 相 的 坐标 为 Xi yz1 则 矢量 避 朋 一 {x,y1,21), 所 以 通过 
点 口 与 点 入 的 直线 的 方向 先 量 是 {x1,y,z1}. 因此 通过 点 口 与 点 有 三 的 
直线 上 任 一 点 开 的 坐标 为 (3 9.7) . 

二 Tift， 二 tf， 二 Zt， 为 参数 . 

代入 方程 (a), 并 注意 点 入 (wy 如,z) 在 曲面 (ae) 上, 便 知 不 论 ! 取 何 值 都 
”有 关系 式 


Ca a -0, 
这 就 是 说 , 直线 OM, 上 的 任何 点 可 都 在 这 曲面 上 . 
根据 这 个 特征 , 可知 曲 面 (a) 是 由 通过 原点 0 的 直线 所 构成 的 . 事 
实 上 ,在 管 氏 直 角 尝 标 系 中 , 每 个 齐 次 方程 所 确定 的 曲面 都 有 这 种 特 


rm a mt ek de ee me eu 
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征 , 即 凡 齐 次 方程 所 确定 的 曲面 , 都 是 由 通过 原 
点 的 直线 所 构成 的 , 这 样 的 曲面 叫做 锥 面 , 构成 
这 锥 面 的 直线 叫做 它 的 母线 , 这 些 母线 所 通过 
的 一 点 叫做 锥 面 的 顶点 .特别 由 于 方程 (6a) 是 
二 次 齐 次 方程 ,所 以 方程 (oa 所 确定 的 曲面 叫 
做 二 次 锥 面 . 

我 们 利用 它 和 坐标 面 及 其 平行 平面 的 截 痕 
来 考察 它 的 形状 (图 10.7). 

平面 z= 二 0 截 曲 面 (4) 于 原点 0， 

平面 = 妈 截 曲 曾 (a} 所 得 裁定 为 一 椭 回 


， r? py = 
Wa Ey 
图 10.7 


z= 


它 的 半 畏 是 -4 名 总 | 


这 个 二 次 能 面 可 以 看 做 是 由 过 原点 而 沾 畏 国有 的 直线 移动 所 移 上 
若 5= 访 则 方程 (a) 变 为 
二 如 一 如 =0. 
这 方程 表示 一 个 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 锥 面 . 
同 理 , 由 方程 
奋 一 困 + 本 =0 和 一 五 二 基 +25=0 


所 确定 的 曲面 也 是 二 次 锥 面 . 


第 二 篇 数学 分 析 


第 一 章 函数 及 其 图 形 


函数 基 高 等 数学 中 最 重要 的 基本 概念 之 一 , 也 是 数学 分 析 研 究 的 对 
象 ， 在 这 一 章 里 , 我 们 将 在 中 学 代数 关于 函数 知识 的 基础 上 来 进一步 讨 
论 函 数 , 给 出 函数 的 一 般 定义 , 并 结合 图 形 讲 一 些 简 单 的 函数 性 质 ， 

由 于 实数 是 数学 分 析 的 基础 , 所 以 在 本 章 开 头 ， 我 们 先 来 简单 角 述 
一 下 实数 及 其 几何 表示 法 . 


§1.1 实数 与 数 轴 


数 是 计算 个 数 以 及 测量 量 的 结果 .由 测量 的 结果 得 到 的 教 , 可 以 是 
整数 ( 若 测量 的 量 是 单位 量 的 整数 倍 ). 分 数 ( 若 调 量 的 量 与 测量 单位 是 . 
可 以 通 约 的 ). 以 及 无 惠 数 (车 测量 的 量 与 测量 单位 是 不 可 以 通 约 的 )， 


正 , 负 整 数 与 分 数 , 连同 零 这 个 数 , 统称 为 有 理 数 . 有 理 数 是 形 如 也 


这 一 类 的 数 , 其 中 少 及 & 都 是 整数 , 且 g 二 0， 无 理 数 在 初等 数学 中 已 过 
见 过 , 如 VY3.1g sin10"、x 等 等 可 以 作为 例子 .一切 有 理 数 及 无 理 数 
统称 为 实数 ， 

在 平面 解 桥 帮 何 中 , 我 们 已 讲 过 实数 与 数 轴 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 
关系 ， 下 秦 我 们 再 加 以 进一步 的 说 明 , 因为 实数 的 几何 表示 法 对 于 数学 
分 析 来 说 是 具有 重要 意义 的 , 同时 , 也 可 以 使 我 们 更 易于 了 解 为 什么 需 
要 引入 无 理 数 ， 
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对 于 任意 一 个 有 理 数 也 ,在 数 轴 上 自 原点 O 向 右 ( 或 向 左 ) 截 取 线 


段 DA, 使 它 的 值 与 单位 长 度 O 娘 之 比 等 于 性 与 4 之 比 , 即 -号 人 = 去 
“图 夺 .1)。 这样 所 得 的 点 刀 叫 做 有 
理 点 , 它 是 有 理 数 卫 的 几何 表示 ， 9% yp2 A 
而 以 也 为 它 的 坐标 。 1 

数 轴 上 任意 两 个 有 理 点 4(4) 与 (5) 之 闻 总 可 以 插入 其 他 有 理 点 ， 
例如 , 以 2 二 为 坐标 的 点 人 就 是 介 于 点 用 与 点 吾 之 间 的 一 个 点 , 册 于 4 


与 5 都 是 有 理 数 , 所 以 2 也 是 有 理 数 , 从 而 点 C 是 有 理 点 ， 反 复 应 用 


上 面 的 结论 可 以 推 得 : 数 四 上 任意 两 个 有 理 点 一 一 不 论 怎样 接近 一 一 之 
间 , 可 以 擂 入 任意 多 个 有 理 点 ， 因 此 我 们 说 数 轴 上 的 有 理 点 是 处 处 稠密 
的 . 

有 理 点 在 数 轴 上 的 分 布 虽 然 是 处 处 稠密 的 , 但 数 轴 上 还 有 非 有 理 点 
存在 .例如 , 以 长 度 为 1 的 线段 口 好 为 边 作 正方 形 ,然后 从 口 向 友 截 取 长 
度 等 于 正方 形 对 角 线 的 线段 0D (图 1. 了 ,这 样 得 到 的 点 也 就 不 是 有 理 
点 , 因为 根据 商 高 定理 知 OD = 有 而 我 们 可 以 证 明 y2 不 是 有 理 数 . 下 面 
用 反 证 法 来 证 明 v3 不 是 有 理 数 ， 人 很 定 v2 是 有 理 数 , 那 末 一 定 存 在 一 个 


颇 约 分 数 也 即 户 与 9 没有 公 因 于 ,使 得 也 一 由 全 =2 得 
太一 202. 


上 式 右边 能 被 2 整除 , 所 以 左边 加 也 能 被 2 整除 , 但 这 只 有 当 尹 合 
有 因子 2 才 可 能 故 可 没 9 一 27(y 是 整数 )， 于 是 有 


A473 一 了 人 3， 


好 272= gi?, 
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从 上 式 叉 可 椎 得 g 也 含有 因子 2， 这 样 , p 与 4 就 有 公 因 了 于 2， 这 与 鼠 是 


既 约 分 数 的 假定 矛盾 , 因此 证 明了 v2 不 是 有 理 数 . 

上 面 已 证 明了 数 轴 上 韭 有 理 点 的 存在 ， 事 实 上 , 这 样 的 非 有 理 点 在 
数 轴 上 不 但 在 在 , 而 且 是 无 限 多 的 , 因为 在 数 轴 上 我 们 还 可 以 找 出 很 多 
其 他 的 非 有 理 点 中 ,县 与 非 有 悍 点 的 距离 为 有 理 数 的 那些 点 ,显然 也 都 
是非 有 理 点 , (否则 就 会 推 得 两 个 有 理 狼 之 差 为 无 理 数 , 但 这 是 不 可 能 
的 ,》 由 此 可 以 推 知 , 数 加 上 的 非 有 理 点 也 是 处 处 釉 密 的 . 

由 上 可 知 ,任何 有 理 数 在 数 轴 上 必 有 一 点 与 之 对 应 ,但 数 轴 上 的 点 
不 是 都 可 以 用 一 个 有 理 数 来 表示 ， 因 之 , 要 使 数 轴 上 的 每 一 点 都 有 一 个 
数 来 表示 它 ,有理数 已 不 够 了 , 于 是 必须 引入 新 的 数 , 使 它们 也 与 有 理 数 
对 于 有 理 点 一 样 的 作用 , 可 以 当 作 非 有 理 点 的 坐标 ， 这 些 作为 数 轴 上 非 
有 理 点 的 坐标 的 新 数 ( 在 数学 上 已 有 严格 的 定义 ), 叫做 无 理 数 , 而 对 应 
于 无 理 数 的 点 叫做 无 理 点 ， 如 是 , 数 机 上 的 全 体 点 与 全 体 实数 之 间 就 有 
了 一 一 对 应 关系 , 这 就 是 说 , 数 软 上 的 每 一 点 表示 某 一 个 实数 ; 反 过 来 ， 
每 一 个 实数 必 是 数 轴 上 某 一 点 的 坐标 . 

有 理 数 的 一 般 运 算法 则 , 在 数学 上 已 经 严格 地 推广 到 实数 。 对 于 和 初 
学 者 来 说 , 只 要 在 实数 范围 内 , 如 同 在 有 理 数 范围 内 一 样 , 仍然 尊 德 这 些 
法 则 就 可 以 了 , 在 这 里 不 再 讲 它们 的 理论 根据 . 

、 


§1.2 区 向 


在 以 后 某 些 问题 的 讨论 中 , 我 们 常常 限制 在 一 部 分 实数 范围 内 考 
处 ,而 且 在 很 多 场合 , 这 部 分 实数 是 介 于 某 两 个 实数 之 间 的 一 切实 数 ， 为 
了 能 够 既 明 确 又 简便 地 表明 这 部 分 实数 , 我 们 在 下 面 引入 区 间 这 个 概念 
与 记号 . 


加 ”例如 作 两 慰 长 度 各 为 1 与 ,1 与 4 等 等 的 直角 三 角形 , 热 后 从 口 向 右 必 长 度 等 子 
这 些 直 钊 三 角形 的 斜 边 的 线段, 它们 的 端点 也 都 是 非 有 理 点 . 


rn rp a 
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区 间 是 指 介 于 某 两 个 实数 之 间 的 全 体 实数 , 而 那 两 个 实数 叫做 区 间 
的 端点 . 
设 4 与 6 为 两 个 实数 , 且 a<5、 满 足 不 等 式 
Qt 
的 一 切实 数 x 的 全 体 叫 做 开 区 间 , 用 记号 (e&, 态 表示. 
满足 不 等 式 agr<b 
的 一 切实 数 z 的 全 体 叫做 闭 区 间 , 用 记号 [a,b] 表示， 
满足 不 等 式 1 
a<rxb 或 asr<b 
的 一 切实 数 z 的 全 体 叫 做 半 开 区 间 , 用 记号 (a, 5 ] 或 [ a, 6 ) 表 示 . 
在 数 轴 上 来 说 , 过 间 是 介 于 某 两 个 点 之 间 的 一 线 眉 上 点 的 全 体 ， 这 
两 点 就 是 区 间 的 端点 , 两 点 间 药 距离 也 就 是 线段 的 长 度 称 为 区 间 的 长 
度 ， 例 如 上 述 各 个 区 间 的 端点 是 点 2 和 点 5, 长 度 都 是 5 一 4 
” 以 后 在 不 钴 要 辨 明 所 论 区 间 是 否 包 含 靖 点 的 场合 , 我们 就 简单 说 
“区 间 ”, 且 用 * 贺 括 弧 ?来 表示 ， 
除了 上 述 那些 有 限 区 间 外 , 还 有 无 限 区 间 ， 我 们 规定 下 列 符号 的 意 
净 ， ~ 
(一 o0, 十 co) 表 示 全 体 实 数 , 有 时 也 写作 一 co<< 工 芯 十 co ” 
Ca 十 co) 囊 示 大 于 4 的 实数 的 全 体 , 有 寺 也 写作 4 < 所 十 o0; 
《一 00, 中 表示 小 于 a 的 实数 的 全 体 , 有 时 也 写作 一 <x < 如. 
同样 我 们 可 以 规定 [a, 十 co0), (一 co, gl 等 符号 的 意义 ， 应 该 注意 上 
而 所 引用 的 符 导 “一 co”.“ 十 co” 不 能 作为 数 看 待 . 


§1.3 实数 的 绝对 信 “' 邻 城 


工 在 数学 分 析 的 论证 中 , 时 常 要 用 到 下 面 一 些 有 关 绝 对 什 的 知识 。 
设 & 为 一 实数 ,所谓 a 的 绝对 值 是 这 样 定义 的 ; 如 果 是 正 数 , 那 


1 
余 的 绝对 值 就 是 它 本 身 i4 如 某 & 是 负数 ,那么 4 的 绝对 值 就 是 与 它 相 
反 的 正 数 一 &a; 零 的 绝对 秆 还 是 零 ， 用 记 导 |a| 表 示 4 的 绝对 值 , 则 有 
d={ f, a0 
—&, 当 a<0. 
”让 昆 可 知 |al 总 是 表示 正 数 或 替 , 且 有 
lel=ve 
就 元 何 意 义 来 说 , |al 在 数 轴 上 表示 点 4 与 原点 口 之 间 的 距离 ， 报 据 绝 对 
值 的 定义 , 容易 知道 下 面 的 关系 式 成 立 ， 
—lals aslal. (1) 

事实 上 ， 如 果 e>0， 有 一 | a 1a= | & 1; 如 果 e<0, 有 一 1 al =a< 121. 
因此 ,不论 & 是 怎样 的 实数 ， (DD 式 总 是 成 立 ， 

关系 式 |al 和 4 (大 > 由 与 一 k< cs 大 是 等 价 的 . 这 就 是 说 , 如 果 |a|< 
则 有 一 所 a 气色 反 之 ,如 果 一 i 所 a 所 名 则 有 |a| 二 kK 由 | 加 的 几何 意义 
看 来 , 这 是 很 清楚 的 , 国 为 le| 和 X 表 示 点 4 与 原点 之 间 的 路 离 不 超过 上 , 所 
以 一 Kak 另 一 方面 , 一 上 < 4 所 下 是 表示 点 a 在 闭 区 间 [一 人 科 上 ， 
这 闭 区 间 己 原点 为 中 心 而 长 订 为 2 所 以 点 4& 与 原点 之 间 的 距离 也 不 超 
过 此 所 以 | 可 所 下 

同样 , 关系 式 |ol 过 外 夺 > 四 与 一 下 < 2<8 是 等 价 的 

关于 绝对 值 的 运算 , 有 下 面 四 个 定理 ; 

不 和 的 绝对 值 永 大 于 各 项 绝对 值 的 和 , 即 


at+8 十 c++… 十 由 所 |al 十 |5| 十 |c] 十 … 十 [|. . (2) 
先 就 两 项 来 证 明 ， 由 (I) 得 
-lalg a<lal, 
—|asg 15|, 
把 两 式 扯 地, 得 


atlb) <arss datldh, 
而 这 是 与 不 等 式 
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lat dlsglalt| 
等 价 的 . 
从 此 , 应 用 数学 归纳 法 , 就 不 难 证 明 对 任意 有 限 项 的 和 , {2) 式 成 立 , 
2” 差 的 绝对 值 不 小 于 各 项 绝对 值 的 凝 , 即 
la—3|2|al—ial. (3) 
因 fal 一 ta 一 防 十 外, 但 由 定理 1", 得 
|(a—D + < 12 一 下 十 | 二 ， 
”于 是 lalsla— 8|+ial, 
两 边 各 减 去 | 如 即 得 所 要 证 明 的 不 等 式 . 
3 雪 积 的 绝对 值 等 于 各 项 绝对 值 的 乘积 , 即 
epc… 天 一 j 风 .加 ,cl 对 (四 
4 商 的 绝对 全 等 于 被 除数 及 除数 的 绝对 值 的 敲 , 即 


1 和 | = 世 . (5+40) (5) 
上 面 两 个 定理 的 证 明 , 根据 乘法 与 除法 的 定义 是 很 明显 的 , 故 不 装 
述 ， 
2， 设 & 与 6 是 两 个 实数 , 且 6 >0， 满 是 不 等 式 
| 一 全 二 人 - 《 昌 ) 
的 一 切实 数 z 的 全 体 称 为 点 e 的 6 邻 域 , 点 4 称 为 这 邻 域 的 中 心 , 8 称 为 
这 邻 域 的 半径 . (6) 式 与 不 等 式 
一 仿 女 开 一 在 忆 全 
8 等 价 , 因此 有 
一 一 一人、 ca-6<r<ea+H 0) 
_ 但 满足 不 等 式 (7) 的 一 切实 数 z 的 
图 1.2 全 体 就 是 开 区 闻 (4 一 8, a 十 人 ), 所 
以 点 & 的 8 邻 域 也 就 是 以 点 &z 为 中 心 而 长 度 为 26 的 开 区 间 ( 图 1.2)， 


‘2 


I 


[第 一 章 ] 国营 及 其 图 形 183 


$1.4 常量 与 变 最 


在 物理 学 及 其 他 自然 科学 中 , 我 们 常 遇 到 各 种 不 同 的 量 ， 例 如 ; 长 
度 .面积 . 体积 .重量 , 温度, 压力, 时间, 速度 等 等 . 

在 观察 菜 种 自然 现象 或 技术 过 程 时 , 我 们 往往 可 以 注意 到 , 在 这 种 
现 各 或 过 程 里 面 所 过 到 的 种 种 不 同 的 量 , 有 着 非常 不 同 的 状态 ， 其 中 有 
的 量 , 在 过 程 的 进行 中 不 起 变化 , 也 就 是 保持 一 定 的 数值 , 这 种 量 叫做 党 
最 ;但 另外 一 些 量 却 有 变化 , 也 就 是 可 取 各 种 不 同 的 数值 , 这 种 量 叫 租 弯 
量 . 例如 , 把 一 个 密闭 容器 内 的 气体 加 热 时 , 气体 的 体积 和 气体 分 子 的 个 
` 数 保 持 一 定 , 所 以 是 常量 ; 但 相反 地 ,气体 的 温度 与 压力 蚌 变 量 , 它们 取 
得 越 来 越 大 的 数值 . 

我 们 必须 注意 到 上 述 常量 与 变 童 的 焙 念 ,要 依赖 于 研究 这 个 现象 所 
在 的 场合 ， 同 一 个 量 , 在 某 种 情况 下 可 以 认为 是 常量 ; 而 在 别 的 情况 下 ， 
就 可 能 是 变量 . 例如 , 秤 有 量 物 体 的 重量 时 , 要 认 请 秤 量 是 在 地 球 表 面 上 同 
一 地 方 进行 , 还 是 在 不 同 的 地 方 进行 ， 若 在 同一 地 方 秤 量 , 则 确定 重量 的 
重力 加 速度 是 常量 ; 若 在 不 同 的 地 方 秤 量 , 则 重力 加 速度 就 不 能 算 做 常 
量 而 是 变量 .， . 

在 数学 中 讨论 的 量 ,不 管 是 常量 还 是 变量 , 都 不 顾 它们 的 物理 意义 
而 只 注意 它们 的 数值 , 用 字母 如 a 或 5 来 表示 . 

量 z 的 每 一 个 值 都 是 一 个 数 , 因而 可 以 用 数 轴 上 的 一 个 点 来 代表 
它 . 如 果 量 是 常量 , 列 用 数 轴 上 揭 一 个 定点 来 表示 ; 如 果 量 x 是 变量 ， 
则 用 孝 轴 .上 的 动 点 表示 . 


81.5 数 概念 


在 同一 个 自然 现象 或 技术 过 程 中 , 往往 同时 有 几 个 变量 共同 变化 
着 ,但 这 几 个 变量 并 不 是 孤立 地 在 变化 , 而 是 相互 有 联系 地 , 遵循 一 定 的 
规律 变化 着 ， 
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现在 我 人 就 两 个 变量 的 简单 情形 (多 于 两 个 变质 的 情形 以 后 在 第 十 
让. 章 再 讲 ), 先 考察 几 个 例 芽 ， 
| 例 1。 考 卡 国 的 面积 帮 与 它 闪 答 间 的 相依 英 系 ， 大 家 知道 ,它们 
之 问 的 关系 由 公式 


=A 
给 定 ， 当 于 答 ¥ 取 定 某 -- 正 的 数值 时 ,图 南 积 4 也 就 跟着 有 一 个 确定 的 


例 2.， 考虑 自由 落体 问题 . 设 物体 下 落 的 时 间 为 1, 所 汞 下 的 中 离 为 
$s。 假定 开始 下 落 的 时 刻 为 1 二 0, 那么 s 与 /之 间 的 相依 关系 由 公式 


:ier 
给 定 , 其 中 y 是 重力 加 速度 假定 物体 着 地 的 时 刻 为 := 了, 邦 么 当时 徊 
7 取 10. 了 1 中 的 某 -数值 时 , 由 上 式 就 可 确定 s 的 一 个 数值 . 


例 3. 没有 半径 为 7 的 圆 , 考虑 内 接 于 该 
圆 的 正 为 边 形 的 启 长 S,， 由 狠 1.3 容 易 看 上 出 ， 


、 Sn 一 247 sin qn: 其 中 n= 入. 所 以 内 接 下 4 多 
SN 边 形 的 周 长 So 刁 边 数 元 之 河 的 相依 美 系 由 公 
Srsin 

到 


网 1.3 
给 定 , 这 中 如 地 3 和 ,5 等 自然 数 . 当 过 数 关 到 定 -个 值 时 : 由 上 上 式 就 
可 确定 周 长 仿 的 -- 个 值 . 
例 4， 设 点 村 (x, 引 是 半径 为 7 中 心 在 坐标 原点 的 圆周 上 的 任意 
点: 测 点 好 的 横 标 z 与 维 标 2 间 的 相依 关系 由 公式 


十 二 和 


给 定 ，* 取 闭 区 间 [一 六 *] 上 的 值 ， 当 x 二 土 + 时 ,jy 二 仙 当 并 取 开 区 阿 
《一 rz 内 的 某 一 数值 对 ,zy 有 两 个 傅 定 的 值 与 之 对 永 ， 
手 寺 世面 几 条 例子 中 所 号 虑 的 重 的 实际 意 沁 .我们 看 到 华人 们 部 旦 
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表达 了 凡 休 次 量 亲 共同 变化 的 相依 关系 ,这 种 相依 关 系 给 出 了 :种 对 应 
法 网, 根据 这 一 法 划 , 当 其 中 一 个 变量 在 某 一 范围 内 每 取 一 个 数 倩 时 , 另 

一 变 昌 种 存 确定 购 值 与 之 籽 应 .两 个 变量 间 的 这 种 对 应 关系 就 是 丽 数 概 
念 的 实质 . 

现在 让 们 来 结 由 加 才 人 定义 设 二 与， 是 古 个 本 证 当 要 量 z 在 数 
办 上 某 一 部 分 半 上 取 某 一 数值 时 , 如 果 变 量 y 依照 某 一 法 则 ,总 有 一 个 
或 多 个 确定 的 数值 与 之 对 应 , 则 变量 y 叫做 变量 z 的 函数 ， 点 持 工 叫 和 
自 变量 , 而 变量 y 叫做 函数 或 因 变 最， 

为 了 表明 yy 是 之 的 函数 这 一 事实 ， 我 们 用 记号 = FA(z) 或 g= 
P(x),y 二 下 (xX) 等 等 来 表示 ， 字 母 4f"、“g”、“ 志 "等 ， 仅 仅 表 示 六 对 于 
工 存在 着 函数 关系 ， 关 而 是 可 以 任意 选 定 的 ， 但 如 呆 同 时 考察 几 个 不 
网 的 列 数 时 ， 为 了 澡 免 温 清 ， 吉 不 要 用 同一 守 母 来 表示 这 些 不 同 的 本 
数 ， 

在 上 述 的 函数 定义 中 , 很 重要 的 一 点 是 : 自 变 量 z 在 关上 取 每 一 数 
值 时 , 函数 y 都 具有 确定 的 数值 ， 因 此 , 如 果 对 于 自 变 是 的 某 一 个 已 知 数 
值 ( 或 在 某 一 已 知 点 处 ), 函数 具有 确定 的 对 应 值 , 那 末 就 说 自 变 量 取 该 
值 对 (或 在 该 点 处 ) 匣 数 是 有 定义 的 . 

数 轴 上 使 函数 有 定义 的 一 切 点 的 全 体 ;. 岂 做 函数 前 定义 域 . 

-在 实际 问题 中 ， 站 数 的 定义 域 是 根据 所 考 患 的 问题 的 实际 意义 来 
确定 的 ， 和 如 前 面 例 1 中 国 面 各 4 是 半径 > 的 函数 ,定义 城 是 区 阅 
C0, +cso) 例 2 中 王 离 s 是 时 和 阅 + 的 阔 数 ,定义 域 是 闭 区 间 - [0, 荆 ]; 
例 3 中正 多 边 形 的 周 长 S, 是 沽 数 %4 的 函数 ,定义 域 是 大 于 或 等 于 3 的 一 切 
自然 数 : 例 4 中 国 周 上 点 的 纵 标 是 横 标 工 的 函数 , 定义 城 是 闭 区 间 
tz, 站， 伺 在 数学 的 -- 般 研究 中 , 如 果 范 数 用 -个 公 直 (或 分 析 娄 
这 式 7y -了 (7) 绽 出 而 没有 表明 它 的 定义 域 时 , 就 认为 这 画 新 的 定义 起 
是 使 这 表达 式 保持 有 意义 的 ， 切 二 值 ， 换 名 话说 ,是 这 样 ， 些 数 的 全 体 ， 
当 这 种 数 代替 公式 中 的 x 时, 能 求 得 绚 定 的 实数 值 y， 例 邹 前 数 
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1 " ， 3 i 
一 .个 _ 。 一 1 
Y=- 证 的 定 疼 域 是 开 区 间 ( 一 1,); 通 数 y 一 Vx 的 定义 域 是 区 


间 { 一 09, 一 1] 与 {1, 十 00)， 

对 于 自 变量 z 的 某 -- 个 值 4, 务 数 (x) 的 对 应 值 叫 做 卫 数 当 x 一 a 时 
的 函数 值 , 用 记号 /四 来 表示 ， 例 如 , 函数 7(x) 二 37 十 2 当 z 二 2 时 , 函数 
值 为 8, 即 (2) 一 8， 


$l1.6 范 数 的 表示 法 


两 个 变量 之 间 的 函数 关系 一 一 从 已 给 自 变量 值 求 出 其 对 应 函数 值 
的 对 应 法 则 , 可 以 用 各 种 方式 表达 出 来 。 最 常用 的 表示 法 有 分 析 法 或 公 
式 法 .图 示 法 及 表格 法 三 种 ， 

1 分 析 法 ， 如 果 两 个 变量 之 间 的 函数 关系 借助 公式 或 分 析 式 直接 
指出 ; 要 对 自 变量 施行 那些 数学 运算 (如 加 . 减 . 乘除 . 乘 方 . 开 方 . 取 对 
数 . 求 正 蓄 . 余 弦 等 等 ), 以 及 按照 怎样 的 次 序 来 进行 这 些 运 算 , 才能 得 出 
函数 的 对 应 值 , 我 们 就 说 这 是 用 分 析 法 或 公式 法 表示 范 数 ， 例 如 


2 一 37 y= y=v1isinz 


等 等 都 是 用 分 析 法 表示 的 函数 .。“ 

在 数学 分 析 中 所 讨论 的 函数 , 大 都 是 用 分 析 法 表示 的 ,因为 它 德 于 
用 数学 分 析 的 方法 来 对 函数 进行 理论 的 研究 ， 

2 图 示 法 ， 自 变量 只 有 一 个 的 函数 , 即 所 亩 一 元 函数 的 图 形 是 指 一 
些 点 的 轨迹 (在 箔 卡 儿 直角 坐标 系 中 ), 这 些 点 的 横 标 是 自 变 量 值 而 纵 标 
是 对 应 的 函数 值 . 一 般 说 来 , 函数 的 图 形 是 平面 上 的 曲线 (特殊 情形 下 是 
直线 )， 如 果 画 数 是 用 公式 y 二 fx} 表示 的 , 那 末 它 的 图 形 上 的 点 的 坐标 
工 及 3 都 满足 这 公式 ,所 以 这 公式 就 是 解析 几何 中 所 讲 欧 曲线 的 “ 方 
程 ” - 

反 过 来 说 , 坐标 平面 上 的 任何 一 条 曲线 表示 一 个 函数 , 当 自 变量 值 
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等 于 则 线 上 点 的 模 标 时 , 对 应 的 函数 值 即 等 于 该 点 的 级 标 ， 因 此 , 此 数 也 
可 由 坐标 平面 上 的 曲线 来 表示 , 这 样 表示 函数 的 方法 叫做 函数 的 图 示 
法 . 


函数 的 图 示 法 在 物理 及 工程 上 是 常用 的 . 例如 利用 自动 记录 器 可 以 
把 大 气压 力 与 时 间 的 函数 关系 用 曲线 表示 出 来 . 

画 数 的 图 形 具 有 一 个 重大 的 优点 一 明显 性 , 这 就 全 它 对 于 范 数 的 
研究 非常 有 用 . 

3” 表格 法 ， 在 实际 应 用 中 , 常 将 一 系列 的 自 变量 值 与 对 应 的 函数 值 
列 成 表 , 如 对 数 表 .三 角 函 数 表 , 三 角 函 数 对 数 表 等 等 ， 如 此 表示 函数 的 
方法 叫做 函数 的 表格 表示 法 或 表格 法 . 

函数 的 表格 表示 法 不 但 是 为 了 应 用 上 的 便利 一 一 各 免 函 数 研究 中 . 
的 麻烦 计算 , 而 且 它 可 以 表示 不 知道 分 析 表达 式 的 函数 , 这 在 自然 科学 
与 工程 技术 上 是 常用 的 . 

最 后 ,我 们 应 该 特别 注意 , 函数 用 分 析 法 表示 时 , 对 于 自 变量 的 一 切 
值 , 两 变量 间 的 对 皮 法 则 不 一 定 用 一 个 分 析 式 给 出 ， 可 能 会 遵 到 下 面 这 
种 情形 ， 对 于 自 变量 的 某 一 部 分 数值 , 对 应 法 则 用 某 一 分 析 式 , 对 于 另 
一 部 分 数值 用 另 一 分 析 式 ， 例 如 


27, 0SrEl 


y= fx) = 当 z 之 1] 


是 确定 在 区 间 [0, +co) 上 的 一 个 函数 , 当 自 变量 + 取 闭 区 间 [0,1] 上 的 
数值 时 , 对 应 的 函数 值 y 由 公式 y 二 2YT 计算 ; 当 x 取 区 间 (1, 十 00) 内 的 
数值 时 , # 由 公式 y=1 十 Xx 计算， 它 的 图 形 如 图 1.4. 


又 例如 
1， 当 r>0; 
y=f/(x)=] 0, 当 r=0; 
一 1, 当 r <0 


是 确定 在 区 间 ( 一 oo ,十 cc) 上 的 一 个 函数 , 它 的 图 形 如 图 1.5. 
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图 1.5 

败 几 个 分 析 式 合 起 来 老 示 一 个 (不 是 故 个 1} 通 数 , 不 仪 与 诅 数 的 定 
义 并 无 政 盾 , 而 且 有 现实 的 匡 义 . 

在 物理 .化 学 .热力 学 以 及 其他 应 用 科学 上 , 经 常会 通 到 当 自 变量 在 
不 同 部 分 变化 时 , 两 变量 间 的 对 应 法 则 要 用 不 同 的 分 析 式 来 表示 的 省 
数 。 例 如 在 局 刘 下 , 气体 压力 $ 与 体积 vw 的 也 数 甘 系 : 波多 耳 - 马 利 奥 脱 
定律 只 当 ? 不 太 小 时 适用 , 当 ” 相 当 小 时 , 函数 关系 就 要 用 房 特 瓦 定律 
来 表示 , 即 


p= (Kg.8.7 者 是 常量 ). 
pA —， 当 w < vo 


8$1.7 ”函数 的 几 种 特性 


1L 函数 的 单 值 性 与 甸 什 性” 若 自 变 量 + 在 定义 域 * 内 每 取得 一 确 
定 值 时 , 函数 只 有 一 个 确定 情 与 之 对 应 , 这 种 本 数 就 叫做 单 值 函 教 , 否则 
就 是 多 值 通 数 ， 

例如 : 


Wr, y=sinr, y= logar 
古 单 入 哺 数 ,而 yg 三 土 wXY 是 多 作 ( 双 值 ; 蜀 数 ， 
汞 数 的 单 值 性 在 几何 上 的 表现 是 ; 凡 通 这 定义 域内 一 点 而 平行 于 
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# 轴 的 任何 直线 与 该 西 数 的 图 形 
(图 1.6 中 的 曲线 4B) 的 交点 不 
多 于 一 点 .但 多 值 函 数 的 图 形 : 图 
1.6 中 的 曲线 CD} 却 与 有 些 平行 
于 独 的 直线 相 变 于 儿 点 ， 以 后 
凡是 没有 特别 说 明 时 ,所 称 的 区 
数 都 是 指 单 值 函数 . 图 1.6 

多 值 函数 可 以 拆 成 几 个 单 值 函 数 , 每 -个 单 秆 求 数 叫做 条 值 函数 的 
单 值 支 ， 例 如 zy 王 土 vY 可 以 拆 成 两 个 单 值 支 g 二 VX 和 y= 二 一 yx. | 
2 函数 的 奇偶 性 ” 若 苑 数 y 二 /A(x) 当 改变 符号 时 , 函数 值 也 只 改 

变 符号 , 即 下 一 x+) 二 一 A(X), 此 函数 就 虽 做 奇 函 数 ; 着 x 改变 符 导 时 , 函 
数值 不 变 , 即 中 一 T)? = fl7), 此 函数 就 叫 散 提 函 数 . 

偶 函 数 的 轿 形 是 对 称 二 zy 铀 的 因为 f( 一 x) 二 f(x), 所 专著 Atr、 

Fr)) 是 图 形 上 的 点 , 则 和 它 对 称 于 3 轴 的 点 4 一 x,Fz)) 也 在 图 形 上 
《图 1.7). | . : 


麻 阔 数 的 图 形 是 对 称 于 原点 的 ， 因 为 入 一 +) 二 一 AT), 所 以 车 Atx， 
了 AX) 在 图 形 上 ,唱和 它 对 称 于 原点 的 点 A 一 x ,一 fA(XY)) 也 在 图 形 上 
(图 1.8). 
例 函 煞 zy 三 cosz 及 3 二 2 都 基 介 咀 数 ， 
冰 数 yy 二 sinx 及 y = 工 ?都 是 奇 请 数 ， 
函数 #=sinx 十 cosx 既 非 奇 唱 数 岂非 惕 函数 . 


audio 
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3， 函 数 的 单调 增 减 性 ”车 函数 y 一 A(7) 在 区 间 (a, 闪 内 随 + 增 加 而 
增加 , 即 设 x1、xz 是 (a 如 内 任意 两 点 , 而 Xi<<Ts 时 ,有 (XD 之 了 (XD, 则 称 
函数 在 区 间 (0, 妨 内 为 单调 增加 , 单调 增加 的 函数 的 图 形 是 沿 模 轴 正 向 上 
升 的 {图 1.9) ， 


项 


和 ET 宫 


图 1.9 图 1.10 


若 函 数 38=Az) 在 区 间 (2, 荔 内 随 x 增加 而 减少 ， 即 设 x1, Xz 是 
(2 机 内 任意 两 点 ,而 zi< xz 上 时, 及 xy 让 >zra 则 称 函 数 在 区 间 (a, 六 
内 为 单调 减少 ， 单 调 减 少 的 芽 数 的 图 形 是 沿 横 轴 正 向 下 降 的 (图 1.10). 

同样 我 们 可 以 定义 在 无 限 区 间 上 的 单调 增加 (或 减少 ) 的 函数 ，. 

在 整个 区 间 上 为 单调 增加 或 单调 减少 的 函数 称 为 单调 函数. 

例 1. 函数 y= 二 Xx? 是 在 区 间 [0, 十 so) 上 的 单调 增加 的 了 阔 数 而 在 区 
间 < 一 00, 0 上 则 是 单调 闫 少 的 ， 这 样 # 二 x 在 区 闻 ( 一 00, +eo) 上 不 是 
单调 函数 (图 1.11). 


B= 


1.11 图 1.12 


例 2， 函数 y= 二 x 是 在 区 间 ( 一 oo, 十 ce》 上 的 单调 增加 的 函数 :图 
1.12). - 

4 人 沙 数 的 有 界 性 ” 设 函 和 数 y 二 A(x) 在 是 上 有 定义 (六 可 以 是 通 数 
ZX) 移 整 个 定 闵 域 , 但 也 可 以 只是 定义 域 的 一 部 分 )， 如 果 存 在 有 一 个 
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正 数 好 ， 使 得 当 z 取 关内 的 任 一 值 时 ， 对 应 的 函数 值 A(z) 都 满足 不 
等 式 


[Fx)ls NM, 


就 叫做 函数 zz) 在 关内 是 有 界 的 . 如 果 这 样 的 M 不 存在 , 就 说 A(x) 在 
计 内 是 无 异 的 ， | 

例如 ,函数 y= sinx 在 (一 co, 十 co) 内 是 有 界 的 ,因为 | sinr | 1 
当 z 到 和 任 一 实数 时 都 成 立 , 这 里 肝 二 1( 当 然 , 也 可 取 任 柯 大 于 1 的 数 作为 


MK 而 | sinz | < MM 成 立 )， 表 数 y = 小 在 开 区 间 (0,1) 内 是 无 界 的 , 因为 
不 存在 这 样 的 正 数 朵 ,使 | 二 1 < 及 对 于 00,DD 内 的 一 切 x 什 者 成立; 但 


是 y = 上 在 区 间 (1， 2) 内 是 有 界 的 ,例如 可 以 取 = 1 而 使 | 二 1 | sa 
对 于 (1,2) 内 的 一 切 x 值 都 成 立 , 


81.8 反 函 数 概 念 


在 研究 两 个 变量 的 函数 关系 时 , 可 以 根据 问题 的 需要 选 定 其 中 -个 
为 自 变 量 , 则 另 一 个 就 是 因 变量 或 函数 ， 例 如 在 8 1.5@ 例 2 中 ,我 们 选 
定时 间 # 为 自 变 量 , 则 物体 下 落 的 距离 s 是 时 间 ;的 函数 , 5 与 ! 的 相依 关系 
由 公式 
. s=gt 

给 定 , 这 函数 我 们 记 作 s 二 /C1)., 如 果 问 题 要 求 由 物体 下 落 的 距离 来 确定 
所 需 的 时 间 , 那么 可 以 把 距离 5 取 作 自 变量 而 时 间 #t 取 作 函 数 或 因 变 量 . 
这 样 , 时 间 ! 是 距离 * 的 函数 , 这 函数 我 们 记 作 二 Cs), 1 与 的 相依 关系 


由 公式 8 == 广 1? 确定 为 


局 ， 以 后 凡 没 有 特别 指出 第 一 篇 , 帮 是 指 第 二 篇 数学 分 析 的 章节 
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在 这 种 情形 , 我 们 称 函 数 1= p(s) 是 阔 数 8s 二/ (让 的 反共 数 ,而 s= C1) 
时 做 直接 阔 数 . 

抽 去 上 面 倘 子 中 变量 的 物理 意义 , 我 们 米 镁 出 反 冰 数 的 定义 ， 

设 已 给 y 是 x 的 函数 


y= /xy. (1) 
车 将 y 当 作 自 变量 ， 当 作 冰 数 ， 则 由 关系 忆 ) 所 确定 的 函数 
二 (2 


叫做 通 数 .六 x) 的 反 本 数 , 而 f(x 时 做 直接 函数 ， 

内 习惯 上 往往 用 字母 z 表示 自 变 量 而 字母 y 表示 基数， 为 了 与 习 
异 一 致 ， 将 (2) 中 的 自 变量 5 改写 成 +， 蚂 数 X 改 写成 y, 这样) 的 反 
烽 数 为 

yex)., (3) 

国 数 x 二 g(t) 与 y 二 p(x) 是 玲 示 同一 个 请 数 , 因为 这 里 表示 函数 关 
系 的 字母 “pg "没有 改变 , 虽然 表示 自 变 量 与 因 变量 的 字母 改变 了 ,但 这 是 
无 关 紧 要 的 ， 因 此 ， 当 X= 二 9 (四 是 y= 二 f(x) 的 反 图 数 时 , yj 二 9 (7) 也 是 
站 二 (XY) 的 反 孙 数 。 

例 ” 设 直接 函数 为 

~ 攻关 CRY 十 站， y=rx, yr’, 


则 反 函 数 [相当 于 (2) 的 ] 分 别 为 


或 [相当 于 (3) 的 ] 分 别 为 - 
y= y=+4/7, y=¥X, 


直接 函数 与 反 函 数 之 间 有 着 密切 的 联系 , 知道 了 直接 函数 的 性 质 ， 
就 可 引出 有 关 反 函数 的 性 质 ， 下 面 先 讲 直 接 函数 与 反 函 数 的 图 形 之 间 
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的 关系 , 以 后 在 4 3.5 以 § 4.6 将 继续 讨论 这 个 问题 . 

反 函 数 的 图 形 “在 加 -从 标 系 中 如 果 和 直接 函数 的 图 形 已 知 , 则 反 函 
数 的 图 形 甚 易 求 得 . 因为 我 们 可 以 证 明 ， 反 函数 y = g(x) 的 图 形 与 直接 
函数 y= 二/(x} 的 图 形 对 称 于 直线 jy 二 x (图 1.13). 


图 1.13 - 于 1.14 


设 点 入 Ca, 六 是 直接 拓 数 图 形 上 的 任意 -点 ， 则 8 Fey， 区 之 ， 

4 二 8(5), 这 就 是 说 反 冰 数 的 图 形 上 必 有 一 点 时 8 o) 与 胜 对 应 ， 马 因 

ADONNEADNa 直线 yz 王 间 比 灶 分 线段 WHY， 从 面 点 于 

与 点 及 对 称 于 直线 y= 二 +。 上 反 过 来 , 用 同样 方法 可 以 证 明 , 对 于 反 范 数 图 

形 上 任意 一 点 , 直接 函数 的 图 形 上 也 有 -一 点 与 之 对 应 , 且 这 两 点 是 对 

称 于 直线 y =X 的 这样 就 证 实 了 上 述 论断 ， 所 以 , 反 函 数 y 二 g (x) 的 
1 


ns 
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图 形 是 关于 第 一 和 第 三 象限 的 平分 线 与 直接 沙 数 y= f(x) 的 图 形 胃 对 
称 的 . 


上 面 的 图 1.14 是 函数 y 一 wz 十 5 及 其 反 函 数 y 二 二 和 的 图 形 图 


1.15 是 函数 y 一 + 及 其 反 函 数 y 一 37 的 图 形 ， 图 1.16 是 函数 yy 二 x* 及 
其 反 函 数 y 二 土 vx 的 图 形 . 


81.9 基本 初等 函数 的 图 形 


田 函 数 ,指数 函数 ,对 数 函 数 , 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 这 五 类 落 数 叫 
做 基本 初等 函数 。 在 函数 的 研究 中 , 基本 初等 函数 起 着 基础 的 作用 .下 
面 一 节 所 说 的 初等 函数 ,就 是 由 基本 初等 函数 所 构成 的 一 类 比较 广泛 的 
通 数 所 以 要 研究 初等 函数 , 首先 就 要 问 悉 基本 初等 函数 的 性 质 ， 

基本 初等 函数 的 简单 性 质 在 中 学 里 都 已 详细 讲 过 , 这 里 不 多 重复 ， 
只是 结合 图 形 把 它们 的 性 质 再 叙述 一 下 . 

1， 办 函数 ”函数 


’ 二 《pj 是 实数 ) 


叫做 宏 函 数 ， 它 的 定义 域 随 不 同 的 上 面 异 ,但 无 论 4& 为 何 值 , 在 区 间 
9, 十 co) 内 每 函 数 总 是 有 定义 的 ， 宪 函数 z= xz” 的 性 质 在 #>0 时 与 
在 x<0 时 根本 不 同 , 前 者 的 图 形 叫 做 % 次 抛物 线 , 后 者 的 图 形 叫 做 
讽 次 双 油 线 (9% 二 一 站 ), 

图 1.17 所 示 是 y 二 + 的 图 形 , 它 是 半 立 方 挑 物 线 y2?= 在 工 轴 上 
方 的 一 个 单 值 支 它 通过 点 C0 ,站 及 点 (1,1), 在 区 间 阳 ,十 00) 内 它 
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是 单调 增加 的 图 1.18 所 示 是 y=x 习 的 图 形 , 它 是 举 立 方 双 上 曲线 
y= 十 在 + 轴 上 方 的 一 个 单 值 支 ， 它 通过 点 (1,1D, 在 区 间 (0, +o0) 内 
它 是 单调 减少 的 ， 
2， 指 数 函 数 ” 函 孝 
上 二 &*” (2 是 不 等 于 1 的 正常 数 ) 


叫做 指 数 函 数 , 它 的 定义 域 是 全 体 实数 . 因为 无 论 二 如 何 ,总 有 az*>0, 又 
ao 一 1) 所 以 指数 函数 的 图 形 , 总 在 工 灿 上 方 , 且 通 过 点 C0, 了. 

车 a >1, 函数 是 单调 增加 的 . 

若 0< a<1, 则 情形 相反 , 函数 是 单调 玻 少 的 ， 

由 于 y=( 汗 =a 所 以 y=a" 的 图 形 与 y=( 小 ) 的 图 形 是 对 称 
于 yg 轴 的 (图 1.19). 

3， 对 数 函 数 “指数 函 教 y = &z 的 反 函 数 叫做 以 4 为 底 的 对 数 函 数 : 


Jy 二 logax; 这 里 a 是 不 等 于 1 的 正常 数 . 对 数 范 数 的 图 形 , 可 以 从 
它 所 对 应 的 指数 函数 y= a* 的 图 形 按 反 函 数 作 图 法 一 般 规则 求 出 ， 这 
y 


四 1.39 图 1.20 


就 是 关于 第 一 和 第 三 象限 的 平分 线 作 对 称 于 y=a* 的 曲线 ,就 得 
gy 二 logax 的 曲线 (图 1.20)， 诈 数 的 定义 域 是 区 间 (0, 十 00)， 且 1 的 对 数 
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是 0 ,所 以 它 的 图 形 在 了 轴 右 方 旦 通过 点 红 , 扩 ， 
当 有 >1 时 ,在 区 间 (60. co 内 函数 单调 增 
加 ,在 开 区 间 上 .1 内 男 数 值 为 负 , 而 在 区 
闻 科 ,~50) 内 函数 值 为 上 ， 当 4 万 1 时 ,在 区 
间 虽 ,十 50) 内 函数 单调 减少 ,在 开 区 间 必 ,1) 
内 疯 数 值 为 正 , 而 在 区 间 (1, 十 590) 内 函数 
值 为 英 ， 最 后 , 注意 到 y= logax 与 y= 二 log3x 
的 图 形 是 对 称 于 x* 轴 的 人 D， 

.三角 函 数 ”我 们 现在 只 讲 四 个 基本 的 三 角 涵 数 


站 一 Sn， y=cosr, 


的 1.21 


y=tgr, 8 一 CtETY， 
其 中 站 变量 刘 用 弧度 作 单 位 来 表达 . 
-个 且 度 就 是 阅 导 上 长 度 等 于 半径 的 弧 所 对 的 圆心 前 的 钊 度 , 约 等 
于 -57 41744.8" 在 祝 等 数学 里, 我 们 已 知 用 几何 方法 所 给 出 的 三 角 冰 数 
的 定 交 . 
在 图 1.21 中 , 设 圆 口 是 音 位 固 ( 半 径 OA 二 1)，AOP=x (弧度) = 
驱 人 4 已 . 则 依 定 立 ， 


sinr =CP, cosr= OC, 
tgr=AT, ctgr=BS5, 


-1 __ 1 
(cscz = 二 ODS, see r= cogr 二 o7). 


函数 y =sinx 的 定义 域 是 区 间 ( 一 oo, 4coo)， 它 是 奇 函 数 ， 图 形 对 
称 于 原点 ; 又 因为 sint 二 sin(x 十 2x),， 所 以 叫 它 是 周期 函数 , 周期 是 
2x 久 ， 因 此 只 要 先 将 它 在 区 间 [,x] 上 的 图 形 作出 , 其 次 根据 它 是 对 

轩 ” 由 对 数 拨 订 公式 知 l0g37 一 .Et 


= —logax. 
loga 
加 函数 y 一 A(r) 如 果 满 足 关系 ， 
-Flr + =F(r), 
就 叫 涛 周期 函数 ,使 上 述 关 系 成 立 的 最 小 正 首 /电机 周期 ， 


:第 一 章 j 
称 于 原点 的 这 一 人 性质 再 
将 筷 在 区 间 一 到. 人 上 
的 图 形 作 出 , 最 后 根据 
它 的 周期 性 , 整个 图 形 
就 不 难 给 出 (图 1.22). 
函数 ! =cosz 的 定 
义 域 是 区 间 (- co， 


形 对 称 半 y 轴 , 它 也 是 
周期 函数 , 周期 是 27. 
利用 公式 cos Xx 二 


sin(x + 和 好 )， 不 难看 出 


把 正 纱 曲线 y= 二 sinx 涪 
着 f 轴 向 左 移 动 一 段 距 


离 下 ,就 获得 余弦 曲线 


y= 二 COSX (图 工 .23)， 


上 旺 数 及 其 图 形 


由 图 形 不 难看 出 这 两 个 函数 的 增 减 性 ， 特 别 注意 西数 y= sinz 在 闭 
区 间 | 一 至 秋 | 上 是 单调 增加 ， 而 函数 y=cosz 竹 闭 区 间 [0, z] 上 十 间 


调 减 少 的 


函数 y 二 tgr 在 点 + 二 (2k 二 1) 于 (是 整 狼 ) 处 无 定义 . 它 是 奇 函数 ;又 


是 周期 函数 , 局 期 是 区 


图 1.24 表示 范 数 y ==tgr 的 图 形 , 它 对 称 于 原点 ， 


且 由 无 和 多 支 所 组 成 ， 每 支 都 是 单 调 增加 ， 念 此, 电 可以 语 论 十 玫 y = =ctgx 


(图 1. 25), 


OO 
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5。 反 三 角 函 数 ”三 角 函 数 
. : y=8nr.cost, tgx, cter 
的 皮尔 数 , 记 作 
y=Arcsinr, Arccosr. Arctgr .Arcctgr, 

叫 微 反 三 角 烽 数 ， 这 些 隐 数 都 表示 角度 (以 绪 度 为 单位 ), 而 这 些 角度 的 
正 缆 ,余弦 ,正切 , 余 切 就 等 于 x. 按 反 项 数 作 图 法 的 一 一 般 规则 , 它们 的 图 
形 不 难 求 出 . 

函数 #=Atrcsinr 的 图 形 《 图 
1.26) 介 于 二 直线 += 一 1,+ 一 1] 之 
间 ， 所 以 沙 数 的 定义 域 是 闭 区 间 
[一 1, 十 打 , 又 由 于 y 二 Arcsinr 相 当 于 
siny 二 ,所 以 给 定 x 的 值 就 有 无 穷 包 
个 着 度 29 与 之 对 应 . 在 图 形 上 也 闵 明 ， 
- 著 在 闲 区 间 [ 一 1,1] 内 作 垂直 于 x 轴 
的 直线 交 此 图 形 于 无 穷 多 个 点 , 这 些 
点 的 纵 标 就 是 角度 8， 所 以 画 数 是 . 
多 值 的 . 但 是 ,我 们 可 以 选取 这 小 了 湛 数 
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的 单 值 支 ,通常 我 们 选择 函数 值 的 闭 区 间 | 于. 邓 | 上 的 一 盘 曲 线 (在 图 


上 用 粗 线 所 画 出 的 攻 4 召 )， 这 样 所 限定 的 函数 值 ， 叫做 上 rcsinr 的 主 值 ， 
记 作 arcsiny , 刚 
一 如 arcsinx < 子 . 
于 是 ,y=arcsiny 是 定义 在 闭 区 间 [ 一 1,H 上 的 单 值 , 单调 增加 项 数 ， 
把 y =Arcsinz 的 图 形 向 下 平移 一 段 距离 也 ， 就 得 y 二 Arccosx 的 图 
形 ( 图 1.27Y， 仿 上 讨论 , 函数 #= 二 Arccosx 世 是 定 闵 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 


的 多 值 函 数 . 在 对 应 于 已 给 上 值 的 一 切 的 范 数值 中 , 我们 选取 自 0 到 A 的 
那些 值 , 叫做 Arcecosz 的 主 值 , 记 作 arccosx, 出 


0 所 ATCCOSX 所 
函数 8 一 arccosz 是 定 久 在 闲 区 间 { 一 1,1 上 的 单 值 . 单 调 减少 臣 数 . 它 的 
图 形 是 图 1.27 中 用 粗 线 画 出 的 一 段 弧 (3. 


最 后 , 看 函数 
y=Arctgr, y=Arcctgr 


的 图 形 ( 图 1.28，1.29)。 它们 也 是 多 秆 隐 数 ， 定 义 于 全 部 区 间 ( 一 %， 


”图 1.23 
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十 oo0)。， 它 们 的 主 值 arc tgy,arcctgr 通 常 选 定 如 下 ; 


-下 


一 记 <aArctgr < 


2 
D0<arcctgr <x, 
藻 数 y= 二 arctgx 在 区 间 ( 一 co, 十 co) 上 是 单 值 、 单 调 增 加 的 ， 而 y= 
arcctgx 在 区 间 《 一 co, 十 0) 上 是 单 值 .单调 减少 的 ;它们 的 图 形 分 别 是 
图 1.28 和 图 1.29 中 用 粗 线 画 出 的 缴 4B， 
根据 三 角 学 , 我 们 有 下 列 公 式 ， 
Arc sinx =(— 1)*arc sinr + kr; 
Arecosy 一 257 土 arceosr: 
Arctgr =arc tgx + KA; 
Arcctgr ~arc ctgx + Er 
(k=0, 土 1, 土 2, 十 3,…)， 


- _x 
arcsihx 十 areeos 立 一 3 


arctgx + arc ctgxr = 地 


§1.10 复合 函数 - 初等 函数 
设 y 是 z 的 函数 ， 
y=f{(2), 
而 亏 又 是 工 的 函数 ， 
zw{x). 
设计 表示 p(x) 的 定义 域 或 其 一 部 分 , 如 果 对 于 在 之 上 取 值 时 所 对 
应 的 z 值 , 函数 y =/(z) 是 有 定义 的 , 则 gy 成 为 的 函数 , 记 为 
y= flp(x)]. 
这 个 函数 叫 伐 由 函数 y 二 f(z) 及 z 二 p(x) 复合 而 成 的 复合 函数 , 它 的 
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定义 域 为 ，z 叫做 中 间 变 量 ， 

忆 如 二 sin3w 是 由 y= 二 z? 及 z= 二 sinrx 复合 而 成 的 复合 区 数 , 它 的 定 
义 域 为 (一 co, 十 00), 就 是 z 二 sinx 的 定义 域 .又 如 y=v1 一 x? 是 由 
y= 二 vB 及 z= 二 1 一 x+? 复合 而 成 的 复合 函数 , 它 的 定义 域 是 [一 1, 1], 只 是 
之 二 1 一 的 定 头 域 ( 一 co, 十 00) 的 一 部 分 , 

这 里 必须 注意 , 不 是 任何 两 个 函数 都 可 以 复合 成 个 复合 函数 的 . 
例如 y= 二 arc sinz 及 z= 二 2 十 :就 不 能 复合 成 一 个 复合 请 数 ， 因 为 对 于 
z 一 2 十 :的 定义 域 ( 一 00, 十 co) 中 任何 * 值 所 对 应 的 z 值 (都 大 于 或 靠 
于 2),y 二 arc sinz 都 没有 定义 ， 

复合 医 数 不 仅 可 以 由 两 个 函数 , 也 证 以 由 更 多 个 获 数 构成 ， 例 如 
y=]g(1 十 V1 十 XY) 就 是 由 四 个 函数 y=lg, Ut=1+v, v=VZ， z= 
1+x? 复 合 而 成 的 复合 对 数 , 它 的 定义 域 与 x 二 1+x? 同 为 
【一 Do 十 Co) - 

初等 函数 是 能 用 一 个 分 析 式 了 表示 的 省 数 , 而 这 一 分 析 式 子 是 由 党 
数 和 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 刑 运 算 ( 加 , 减 , 乘 , 除 ) 以 及 有 限 次 的 

函数 复合 步骤 所 形成 的 ， 
”例如 上 面 所 列举 的 函数 

y=sinx, y=v1—xr:, y=lg(l+v1l+r’) 
都 是 初等 函数 ， 又 如 : 


2 二 Sr 1 十 sin x 
Var Vactey Tsinx 


也 都 是 初等 函数 . . 
本 门 课程 所 讨论 的 消 数 主要 就 是 这 类 初等 函数 . 


二 章 ”数列 的 极限 及 函数 的 极限 


极限 概念 是 高 等 数学 最 基本 的 概念 , 因为 数学 分 析 的 其 他 基本 概念 
可 用 极限 概念 来 表达 , 且 解 析 运 算 ( 徽 分 法 .积分 法 ) 都 可 用 极限 运算 来 
描述 . 所 以 掌握 极限 概念 与 极限 运算 是 很 重要 的 . 这 一 章 里 , 我 们 将 给 出 
极限 概念 以 及 与 它 有 关 的 无 穷 小 和 无 穷 大 概念 的 精确 定义 ; 建立 一 些 极 
限 运算 法 则 ; 并 指出 判定 极限 存在 的 简单 准则 . 

极限 概念 是 由 于 求 某 些 实际 问题 的 精确 解 管 而 产生 的 ,我国 古 代数 
学 家 刘 微 (第 三 世纪 ) 利 用 圆 内 接 正 多 边 形 来 推算 贺 曾 积 的 方法 一 一 制 
贺 术 , 就 是 极限 思想 在 几何 学 上 的 应 用 ， 刘 微 说 ;“ 制 之 弥 细 , 所 失 弥 少 . 
着 之 又 割 , 以 至 于 不 可 割 , 则 与 加 周 合 体 而 无 所 失 矣 ”. 


$2.1 数列 及 其 简单 性 质 
设 变量 x, 当 其 变动 时 , 取得 一 列 有 上 顺序 的 值 ; 


Tls T2y Tas sy Km Ta. OD 
这 些 值 是 按 其 下 标 1, 2, 3,…, 现 ,…, zx,… 司 次 增 大 的 顺序 排列 的 , 即 当 
4 之 时, xn 就 在 xm 的 后 面 ; 且 其 中 任何 一 个 值 的 后 面 都 还 有 一 个 值 . 


象 这 样 的 一 列 数 叫 做 数列 ， 数 列 中 的 每 一 个 数 叫 做 数列 的 项 , 第 天 项 tn 
时 做 数列 的 一 般 项 ， 麟 如， 


2, 4, 8 2 (2) 


(3) 


(2 C4) 


1, —1; 1, —1,, (CC—1)*+!, ss 《57 
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1 1+(-D* 
0,1, 小 字 ? 下 #2 EE 和 


人 
{ 一 1) 2 二 一 tt HC D” 


£6) 


"去. 
he 在 时 为 正 问 才 有 的 一 个 函数 
的 值 4 (m123.). 


Ts LL 3 Zn 


所 以 数列 也 是 函数 , 它 的 定义 域 为 全 体 正 整数 . 图 2 1 


数列 山 在 几何 上 的 表示 是 数 
办 上 的 一 列 点 , 如 图 2. 1 所 示 . 
数列 吓 然 也 是 函数 ， 所 以 也 具有 与 函数 相 类 似 的 菜 些 性 质 ( 参 洒 
§1.7). 
1。 数 列 的 单调 增 减 性 ”数列 x+; 叫做 单调 增 大 @ , 若 
和 
叫做 单调 减 小 , 若 
Ti 
例如 , 数列 (2) 是 单调 增 大 的 ; 数列 (3) 是 单调 三 小 的 . 
单调 增 大 或 单调 减 小 的 数列 ,都 叫做 单调 数列 ， 数 轴 上 对 应 于 单调 
数列 的 点 zz 向 一 个 方向 移动 ,如 果 数 列 是 单调 增 大 的 , 就 向 右 方 移动 ; 如 
果 数 列 是 单调 减 小 , 就 向 左 方 移动 . 
2， 数 列 的 有 界 性 对 于 数列 zy 如 果 存 在 着 正 数 M， 使 得 一 切 的 xz， 
都 满足 不 等 式 
|zaj 所 时， 
则 称 数列 x 是 有 界 的 ; 如 果 这 样 的 正 数 寻 不 存在 , 就 说 数列 + 是 无 界 的 ， 
例如 , 数列 (3)、(47、(5) , (6) 都 是 有 界 的 , 而 数列 (2 是 无 界 的 . 


名 ” 接 说 应 叫做 广 久 的 单调 增 大 , 因为 条 件 中 含有 "一 " 导 , 但 我 们 简称 单调 增 大 ， 同 拌 
单调 三 小 也 是 如 此 . 
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数 轴 上 对 应 于 有 界 数列 的 点 zs 都 落 在 闭 区 间 [ 一 杂 ,W] 内 . 


82.2 数列 的 极限 


考察 一 下 前 节 中 并 个 数列 当 关 变化 时 xs* 的 变化 情况 ,我 们 容易 看 
到 , 当 刀 无 限 增 大 ( 记 作 co) 时, 它们 的 变化 情况 是 有 所 不 同 的 。 值 得 
注意 的 是 ; 其 中 有 的 数列 当 ?jz cc 时 , 5 能 与 某 一 个 常数 4 无限 地 接近 . 
这 时 , 我们 就 说 数列 zx; 当 jw 一 2o 时 的 极限 为 a. 为 了 精确 地 给 出 上 述 数列 
极限 的 定义 , 我 们 来 进一步 考察 数列 Cd)， 

el 

当 g4 鸭 奇数 时 , ;为 一 正 数 ; 当 为 偶数 时 , x 为 一 负数 , 且 当 的 
值 愈 大 ,xx 的 绝对 值 必 随 之 僵 小 ， 就 数 铀 上 来 涪 ,点 x; 在 数 轴 上 的 位 轩 
或 在 原点 之 左 ; 或 在 原点 之 右 , 它 与 原点 的 距离 竺 nn 增 大 而 盒 近 

在 数 轴 上 取 以 原点 O 〇 为 中 心 ，e( > 中 为 半径 的 邻 域 ， 即 开 区 疗 
(一 6,5) (参看 3 1.3)， 如 取 se=2, 则 数列 中 所 有 的 点 x+。 全 部 在 这 半径 为 
2 的 邻 域 和 内， 如 取 g 王 0.1, 则 数列 中 除了 开始 的 10 项 以 外 , 自 第 11 项 
xu 起 的 -- 切 项 . | 


Tl Tn 
都 在 这 半径 为 0.1 的 邻 大 内， 如 是 逐渐 缩小 区 间 的 长 度 ， 即 使 取 E= 
0.0001, 也 只 有 狼 列 开始 的 10000 项 在 半径 为 0.0001 的 分 域 外 这 ,但 自 第 
10001 项 x iw 起， 后 站 的 一 切 项 

R10001; 10002) 堵 10003, , Tn 

又 都 在 这 邻 域内 ， 这 样 类 推 下 去 ,不 论 s 如 何 小 , 我 们 总 可 以 找 得 一 个 正 
整数 如 ,使 数列 中 除了 开始 的 六 项 以 外 , 自 第 六 十 1 项 起 , 后 面 的 一 切 项 

TMNTN+to TN +t 


都 在 点 的 < 邻 域 内 . 


[第 一 章 : 数 刚 的 极限 及 冰 数 旬 极 限 205 
因为 点 口 的 8 部 域 肉 的 点 与 原点 的 距离 都 小 于 <, 所 以 上 述 结 果 表 
明 : 对 于 任意 小 的 正 数 e， 可 以 有 足够 大 的 正 整 数 N， 使 数列 中 自 第 六 
十 1 项 rw+l 起 ,后 面 的 一 切 项 与 原点 的 距离 永远 保持 小 于 &. ‘ 
但 点 Y* 与 原点 的 距离 为 lg 一 下 ,所 以 上 述 关 于 数列 


mr 一 (于 


的 性 质 , 又 可 表达 如 下 , 对 于 任意 小 的 正 数 <, 总 可 找 得 一 个 正 整数 育 , 使 
得 对 于 及 六 入 时 的 一 切 xn， 不 等 式 、 
ls 一 中 < 


成 立 ， 这 样 的 一 个 数 0， 虽 伍 数列 x 二 (一 1)*! 二 当 ww 一 00 时 的 极限 . 


一 般 地 , 对 于 数列 
Tua Ts Tm 1 
来 涪 , 有 下 列 定义 ， | | 
定 光 ”如 果 对 于 每 一 个 预先 给 定 的 任意 小 的 正 数 e, 总 存在 著 一 个 
正 整 数 和 ,使 得 对 于 nw 沁 入 时 的 一 切 xw, 不 等 式 一 
zs 一 如 < 


能 成 立 , 则 常数 4 就 则 做 数列 C1) 当 加 > co 时 的 极限 ,或 者 说 数列 (1 收 襄 
于 &, 并 记 作 


limx» 二 (或 篇 记 为 Xn 一 全， 


如 果 数 列 没有 极限 , 就 说 数列 是 发 散 的 . 
在 上 面 的 定义 中 , 正 数 e 可 以 任意 小 是 很 重要 的 , 因为 只 有 这 样 ,不 
”等 式 | 一 ef< e 才 能 表达 出 z 与 4 无 限 接近 的 意思 ， 此 外 还 应 注意 到 ; 定 
义 中 的 正 整数 六 是 与 预先 给 定 的 正 数 e 有 关 的 . 当 a 沽 小 时 , 一 般 地 说 ,入 
将 会 相应 地 增 大 . 
我 们 给 "数列 (1) 当 #- oo 时 的 极限 为 Z" 以 一 个 几何 解释 
将 数 e 及 数列 ri ra ra …, zw … 在 数 轴 上 用 它们 的 对 应 点 表示 
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出 来 , 再 以 & 为 心 以 e 为 半径 在 轴 上 裁 取 两 点 4 一 e,4 十 a( 图 2.2). 


2E 


' i Ee Via tt 出 
图 2 
因 不 等 式 
[wa—al<e 
与 不 等 式 


EITn<Aate 


等 价 , 所 以 当 n>NN 时 ,所 有 的 点 x: 都 蒂 在 开 区 问 (4 一 s,Q 十 6) 内 ,而 只 
有 有 限 个 《至 多 具有 NN 个 ) 在 这 区 间 以 外 ， 因 & 越 小 , 开 区 间 (e 一 上 ， 
0 十 2) 的 长 度 2e 也 越 小 ， 可 见 点 x 是 聚集 在 点 & 的 近 帝 ,这 就 是 
Jimzx， 二 4 的 几何 解释 . 

数列 极 根 的 定义 并 未 提供 如 何 去 求 已 知 数 列 的 极限 ， 在 以 后 要 讲 到 
极限 的 求法 , 而 现在 只 能 先 举 出 几 个 说 明 极 和 腿 构 念 的 岗子 . 

例 1。 证 明 数 列 


为 了 使 一 Qi 小 于 所 给 的 正 数 &， 只 要 
i 
Ei 


能 成 立 ， 肥 正 整 数 NN > 过, 则 当 xa> 人 时 就 有 


| 二 -9| <s 
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tnd 
lim( 1) pe 0， 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
例 2 证 明 数列 
111 1 
分 3 4 1 入 3 了 Dns 
的 极限 为 零 ， 
证 lzs-d= | 去 -0| = 去 ， 
为 了 使 |x% 一 a| 小 于 所 绽 的 正 数 s ( 设 s 之 1), 只 要 
<e 
时 . 一 1 
2" > 过 或 n>logzt 


| 能 成立 ， 取 正 整 数 >logs<, 则 当 % > N 时 就 有 


1 
Br-0 | < EE, 
即 
肛 训 =0 
这 就 是 防 要 证 明 的 ， 
例 3 证 明教 列 


的 极限 是 1. . 


一 | -如 _ 
证 jr»— a|= | nn 十 1 1 | 


为 了 使 二 小 于 所 给 的 正 数 e( 没 se<1), 只 要 不 等 式 


ee 
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| 了 工 _ 
即 > < 1 


能 成 立 ， 取 正 整 数 入 之 小 -1, 则 当 罗 > N 时 必 有 有 


| n+1-! | < 
即 | 
到 
lm T= 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


下 面 我 们 来 讲 关 于 收 伍 数列 的 一 个 性 质 ， 
- 收 伍 数列 的 有 界 性 ”如 果 数 列 zx 收 敏 , 那么 一 定 是 有 界 的 ， 
证 设 数列 x; 的 极限 为 &a, 根据 数列 极限 的 定义 , 对 于 给 定 的 任意 一 
个 正 数 <, 必 存 在 有 正 整 数 NN, 使 得 对 于 ?> 六 时 的 一 切 rw 不 等 式 
[Xn— al<e 
成 立 ， 于 是 , 当 %n> NN 时 
[zal= lz a) + als lr — al+tlal< s+lal. 
取 冲 一 max{ril, zz,…, wl, ge 十 |aj}D， 那 么 数列 +; 中 的 一 切 x; 玫 满 
足 不 等 式 
[x 
这 就 是 涪 , 数列 xs 是 有 界 的 . 
由 收 全 数列 的 有 界 性 可 以 推 得 , 无 界 数列 一 定 是 发 散 的 ， 也 就 是 它 
的 极限 不 存在 ， 例 如 数列 2. 4, 8, … 2”, … 是 无 界 的 ， 所 以 是 发 艇 的 , 也 
就 是 极限 不 存在 ， 
但 是 必须 注意 , 有 界 的 数列 并 不 一 定 是 收敛 的 ， 例 如 数列 


ri=l] zs,—.L Ta 二 1 了 二 EE 
1 + 人 2? 3 多 3 于 


ten Xan= 


全 ”这 表 二 时 是 zi|, zal, sl 十 加 这 A 上 1 个 数 中 最 大 的 一 个 ， 
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是 有 界 的 , 因 对 一 切 Xn, 有 ira| 所 1. 但 是 它 的 极限 不 存在 .内 为 由 例 1 知 
奇数 项 所 成 的 数列 


和 1 一 1 zs= 一 部 二 广 ,… a :=( 一 DD 过 四 


的 极限 是 0, 当 2 eco, ra ,可 以 无 限 地 接近 于 0; 由 例 3 知 偶数 项 所 成 
的 数列 


= 4 
交 呈 2 二 3 ， 2 下 十 1 


的 极限 是 1, 当 ?3 -co,zas 可 以 无 限 地 接近 于 1 所 以 当头 变 动 时 , 点 rw 可 
以 由 4=0 附 近 的 点 跳 到 吾 =1 附 近 的 点 ,或 由 召 =1 附 近 的 点 距 到 4 = 
附近 的 点 , 不 是 聚集 于 一 点 , 而 是 聚集 于 两 点 ， 这 与 极限 定义 不 合 , 所 以 
极限 不 存在 (图 2.3)， 


-1 -1.1 1 1 
全 Fr 3 
d=0 1 23 Bl 
2 3 名 


. 图 2.3 


土 面 两 个 发 散 数 列 的 例子 分 别 表示 发 散 数 列 ( 也 就 是 极限 不 存在 的 
数列 } 的 两 种 不 同情 况 ， 前 者 表示 无 界 的 发 散 数列 ; 后 者 表示 振动 的 发 
散 数 列 . 


$2.3 冰 数 的 极限 


在 前 节 我 们 讨论 了 数列 x, 当 #00 时 的 极限 , 现 将 进而 来 讨论 一 般 
的 函数 zy 二 A(x) 的 极限 ， 对 于 函数 /(x) 的 极限 问题 , 有 两 种 情形 需要 研 
究 ， 第 一 : 自 变量 x 任意 地 接近 或 趋向 zo( 记 作 z 一 zw) 时 对 应 的 函数 什 
的 变化 情况 ， 第 二 , 自 变 量 * 的 绝对 值 |x| 无 限 增 大 ( 记 作 z oo) 时 对 应 
的 函数 值 的 变化 情况 ， 下 面 分 别 讨论 这 两 种 情形 下 函数 交 x) 的 极 恨 。， 
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1， >Y 一 zo 时 阔 数 的 极限 ” 先 看 下 面 的 例子 ; 

从 国 数 六 xz] 三 1 二 zz 的 图 形 ( 图 2.4), 我 们 显 见 当 > 沿 横 町 自 任何 
一 方 趋向 0 时 ,Ac 的 对 应 值 都 渐渐 趋 近 于 1. 为 了 更 确切 地 说 明 这 一 
点 ;我们 来 观察 A(x) 的 值 与 1 的 差 : 
f(x)—1=x’, 

从 上 式 显 见 , 只 要 x 限制 在 0 点 附近 的 -个 足够 个 的 邻 域内 , 就 可 
使 这 差 为 任意 小 ， 事 实 上 ， 若 设 < 是 任意 小 的 正 数 , 只 要 使 点 x 与 点 人 0 
的 距离 小 杆 # 二 ye ， 即 |x|< ve ,就 可 使 六 rr) 与 工 的 差 总 小 于 <， 因 为 如 
果 iz|<YE, 则 | 


(F(x) m1|=lx < ee 


所 以 ， 当 之 洛 横 轴 上 记 任何 方式 趋 近 于 0 时 ， 对 应 的 函数 值 F(z) = 
1+Y2 与 1 的 差 的 绝对 值 可 以 小 于 预先 给 定 的 任意 小 的 正 数 e. 这 样 的 一 
个 数 1 叫做 函数 F(x) 二 1 十 zx?: 当 x 一 0 时 的 极限 ， 

一 般 地 说 ， 设 函数 /tz) 在 点 re 前 某 一 个 邻 域内 是 有 定义 的 (但 在 
点 Xo 可 以 没有 定义 ), 如 果 * 沿 横 轴 以 任何 方式 趋 近 于 zo 时 , 对 应 的 函数 
值 F(Y) 与 常数 妈 之 差 的 绝对 值 可 以 小 于 预先 给 定 药 任意 小 的 正 数 <, 则 
妈 叫 做 画 数 当 z 一 zo 时 的 极限 ， 更 精确 地 说 , 就 是 
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定 兴 ”如 果 对 于 每 一 个 预先 给 定 的 任意 小 的 正 数 <, 总 存在 着 一 个 
正 数 6, 司 得 对 于 适合 不 等 式 0<|r 一 zal<g 的 一 切 Y, 所 对 应 的 函数 值 
f(x) 都 满足 站 等 式 | 
f(x) — Al<e, 
则 常数 有 A 就 叫做 配 数 jy 二 (x) 当 x 一 xo 时 的 极限 。 记 作 
lim A(x)= 4 或 Flx)= A ro0). 


在 上 商 的 定义 中 ， 应 当 注 意 不 等 式 0<|r 一 to]< 间 的 意义 ′ 不等式 
It 一 xo<<6 表 基 工 在 点 xo 的 8 邻 域内 ; 而 [x 一 xol 光 0 表示 x 于 xo, 所 以 不 
等 式 0<|x 一 zo 是 表示 工 在 点 xo 的 6 邻 域内 ;但 x 二 xop， 这 里 分 
域 的 半径 5 表示 之 范 近 zxo 的 程度 , 它 与 预先 给 定 的 正 数 s 有 关 . 当 e 减 小 
时 , 一 般 说 来 , 6 要 相应 地 减 小 . 

此 和 外 也 必须 指出 , 正 因为 站 xo, 所 以 当 x 一 zo 时, 男 数 六 rz) 有 没有 
极限 ,与 Ax) 在 点 xo 是 否 有 定义 并 无 关系 . ， 

函数 .六 z) 当 关 一 ze 时 的 极限 为 妈 的 几何 解释 录 下 ， 任意 给 定 一 正 
数 s, 作 平行 于 x 轴 的 两 条 直线 y= 二 有 4 十 e 和 yy 一 A 一 e, 这 两 条 直线 形成 
一 横 条 区 域 ， 根据 定义 ， 对 于 给 定 的 &, 存在 着 点 xo 的 一 个 全 
《Xe 一 全 ,Yo 十 )， 当 图 形 y 一 7(zx) 上 的 点 的 模 标 工 在 邻 城 (x 一 
Xo 十 全 内 ,但 x+ 二 Xo 时 ， 这 些 点 的 纵 标 /(x) 满 足 不 等 式 
(Fir) —Al<e, 


或 
A—e<fF(r)eA+e. 

因此 这 些 点 在 上 面 所 作 的 模 条 区 域内 {图 2.5). 

例 1. 证 明 lim c=c, 此 处 C 为 一 常数 . 

这 是 极为 明显 的 事实 , 因为 对 于 任意 指定 的 正 数 e, 恒 可 任 取 一 正 数 
8, 当 0<|x 一 xol < 5 时 ,能 使 不 等 式 

A=|c~cl=0<e 

成 立 . 
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例 2. 证 明 


lim .x = xo. 
让 


这 也 是 旺 的 的 ， 国 为 对 十 任意 指定 的 下 数 <E， 恒 可 取 G=<e， 当 
0<r 一 xo 之 全 二 gE 有 时 ,能 使 不 等 式 |7(XY) 一 A 二 上 t 一 xo| 达 e 成 立 . 
例 3 证 明 
Jimmt2x 一 1 一 二， 


证 x) 一 Al=K2x 一 1 一 41=2lx 一 1] 为 了 使 |f(x) 一 A4i<g， 


只 要 


_ £. 
x 一 1|< 2 


取 人 = 六 (参看 图 2. 人 ,可 见 当 x 迁 合 不 等 式 
用 所 | 二 一 直到 全 
时 , 函数 值 就 适合 不 等 式 
Ar 一 二 < s. 


图 2.6， 图 2.7 
例 44. 证 明 


这 里 , 茹 数 在 点 + 二 1 是 役 有 定义 的 (图 2. 六 ,但 是 它 的 极限 存在 或 
不 存在 与 之 并 无 关系 .事实 上 .不等式 | 


在 约 去 公 因 子 x 一 1 二 0 后 , 就 化 为 
Ix+1 -2l=|r—1ll<e. 
这 就 证 明了 点 二 1 的 8 邻 域 的 存在 而 且 可 取 6 = €. 
根据 上 上述 汞 数 极限 的 定义 , 容易 得 出 下 列 定理 . 
定理 1， 如 果 lim (7) 二 4， 而且 44>0( 或 4< 站 ， 那 么 就 存在 着 


点 to 的 某 一 邻 域 , 当 工 在 该 邻 域内 , 但 z 二 .xo 时, F(z)>0( 或 FLz)<0). 
证 “我 们 来 证 明 4>0 对 的 情形 , 取 正 数 e < 4, 根据 lim /(z)= A 的 


定 光 ,对 于 这 样 取 定 的 E， 必 存在 有 正 数 G， 当 工 在 点 ze 的 8 邻 域 内 ， 
但 x 于 Xo 时 ,不等式 
[F(tx)— Al<e, 
或 
A—~e<f(r)<Ate 

上 成立， 因 A4 一 e 宕 0. 赦 fx) >>0. 

相仿 地 可 证 明 4<0 时 的 情形 . 

定理 2 要 果 六 XT) 宇 0 (或 f(x) 所 0)， 而 且 lim /x)=4, 那么 
由 衬 和 或 二 入 由 ， 

证 设 A(x) 之 0 假设 定理 不 成 立 , 即 设 A4<0, 堵 么 由 定理 1 就 有 
FI<0, 这 与 x) 之 '0 交 假 定 了 矛盾 .所 以 A 宕 0. 

相仿 地 可 证 明 (x) 所 0 时 的 情形 . 

在 上 述 x=xo 时 函数 六 x) 的 极限 定居 中 ， 所 讨论 的 + 从 同时 可 在 
x6 的 右 侧 或 左 覃 . 但 序 时 所 讨论 的 + 信 , 只 是 小 于 或 大 于 xo 的 值 ， 在 这 
种 情形 , 就 可 轧 把 上 耐 所 给 函数 的 极限 的 定义 特殊 化 ， 使 仅 最 于 Y<zo 
或 x >>xo 的 数值 ， 当 工 从 左 便 趋 过 x。 时 , 如 果 函 数 Atx) 的 极限 存在 , 这 
极限 就 叫做 函数 .站 zf) 当 过 一 <o 时 的 在 琢 限 , 记 作 

lim f(x) 或 7 一 由; 
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同样 , 当 了 从 右 俩 趋 近 xe 时 , 如 果 函 数 Ax ) 的 极限 存在 , 这 极限 就 叫做 函 
数 关 Xx) 当 x 一 xo 时 的 右 极限 , 记 作 


,lim rz) 或 ro 人， 

很 据 左 极限 和 右 极限 的 定义 , 我 们 容易 证 明 ; 函数 /xz) 当 xz -zxo 时 
极限 存在 的 必 和 要 且 充分 条 件 有 是 左 极 限 及 右 极限 各 自 存在 并 且 相等 , 妈 
,lim A(x)= lim f(x). 

因 之 ， 即 使 lim ,f(x) 和 .lim ,f(z) 都 存在 ， 但 不 想 等， 出 Jim f(x) 
不 存在 ， 


例 5。 函数 
诺 十 ]， 当 并 之 人 j 
f(x)=1 Xl 当 r>0: 
0， 当 X=0 
当 x 一 0 时 极限 不 存在 ， 


仿 例 3 可 证 函数 的 左 极限 是 
lim A(x) = lim (z+ 1)=], 
而 右 极 限 是 
lm /7)= lim(r—D= -1, 
现在 左右 两 极限 不 等 , 所 以 极限 
lim/(x) | 
不 存在 (图 2.8)， 图 2.8 
2. x 下 co 时 冰 数 的 极限 设 函数 (x) 对 于 绝对 值 无 论 怎样 大 的 x 
值 是 有 定义 的 , 如 果 当 |x| 无 限 增 大 时 , 对 应 的 函数 值 与 常数 4 之 差 的 绝 
对 什 可 以 小 于 预先 指定 的 任意 小 的 正 数 e, 则 4 叫做 函数 f(z) 当 x -co 
时 的 航 限 ， 葛 精确 地 说 , 就 是 
定义 如 果 对 于 每 一 个 预先 给 定 的 任意 小 的 正 数 <, 总 存在 着 一 
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个 正 数 N， 司 得 对 于 送 合 不 等 式 |r|>> 入 的 一 切 zx， 所 对 应 的 函数 信 
A(x) 都 满足 不 等 式 
A(x)— Al<e. 
则 常数 刀 就 叫做 函数 y A(x) 当 x 一 00 时 的 极限 。 记 作 
lm fix)=A4A 或 Ar) 一 4 ( 当 +=>00). 

如 果 x>8 且 无 跟 增 太 { 记 作 x 二 十 co)， 那 么 只 要 把 上 面 定义 中 的 
rl>N 改 为 >N， 就 可 得 lim f(x) 二 肥 的 定义 ， 同 样 , x 之 0 而 绝对 值 
无 眼 增 大 ( 记 作 > 一 一 co)， 那 么 只 要 把 17 | >N 改 为 x < 一 N， 便 得 
lim f(x) = A 的 定义 . 


从 几何 上 来 说 ， lim/f x) 三 4A 的 意 闵 是 ， 作 直线 y= A 一 e 和 和 y= 


甩 十 5, 则 总 有 一 个 正 数 入 存在 , 使 当 z< 一 入 或 7 > 时 , 函数 y= 二 (x) 
的 图 形 将 位 于 这 两 直线 之 间 (图 2.9)， 


图 2.9 图 2.10 


例 证 明 lim 二 =0( 图 2.10). : 


设 = 是 预先 给 定 的 正 数 ， 我 们 必须 证 明 对 于 绝对 值 充 分 大 的 x 值 ， 
不 等 式 


-ol <E 
x 


1 
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成 立 ， 但 这 个 不 等 式 相 当 于 


Hr 


i 
或 [zx| > 全 
由 此 显然 可 知 , 如 果 我 们 取 N = 二 ,出 对 于 适合 | 工 | > = 十 的 


一 切 +， 不 等 式 [tol < 上 即 可 成 立 , 这 就 证 明了 
1 


lim —=0. 
FF 


直线 y = 0 是 函数 y = 二 的 四 形 的 水 平 源 近 线 . 
一 般 地 说 ， 如 果 fimf《x) 二 c， 则 直线 y = c 是 函数 图 形 的 水 平 渐 近 
线 . 


8$2.4 无 穷 大 :无穷 小 


i。 无穷 大 如 果 当 x -> ro( 或 Yoco) 时 , 画 数 Fr) 的 绝对 值 可 以 大 
于 预先 指定 的 任何 很 大 的 正 数 对， 这 时 图 数 zx) 叫做 当 zo 或 工 
一 00) 时 的 无 穷 大 ， 更 精确 地 说 , 就 是 

定 兴 ”如 果 对 于 每 一 个 预先 给 定 的 任意 大 的 正 数 压 , 总 存在 着 一 个 
正 数 5 (或 入 ), 使 得 对 于 庆 合 不 等 式 0<|x 一 xo<6 (或 Ix|> 和 N) 的 一 切 
;所 对 应 的 孟 和 数值 /A(x) 总 满足 不 等 式 

. (Fir)|> 于， 
则 函数 Atz) 叫 做 当 T 一 zf 或 当 Y 一 co 时 的 无 穷 大 . 

当 Y 一 Xe( 或 * 一 co) 时 为 无 穷 大 的 函数 F(z), 按 通常 的 意义 来 说 , 级 
限 是 不 存在 的 .但 为 了 多 于 技 述 函数 这 一 性 态 起 见 , 我 们 也 说 : “函数 的 
极限 是 无 窃 大 ”, 并 记 作 


lim f(x)=%. 


tr 
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如 果 对 于 上 闸 所 考虑 的 x 值 所 对 
应 的 盟 数 值 都 是 正 的 (或 都 是 负 的 )， 
那 就 记 作 
hm f(x)= + 
fi 
{ 束 lim flx)= — 00). 
站 3 
对 于 上 面 这 种 说 法 和 记 法 ,我 们 
必须 注意 到 , 并 且 要 记 住 ; 无 穷 天 (eao) 
不 是 数 ,不 可 与 很 火 的 数 ( 邵 一 千 万 、 
万 万 等 ?混为一谈 ， 
设 形 是 任意 大 的 正 数 , 因 车 


二 co( 图 2.11). 图 2.11 


二 >M, 
则 kz-1< 六 ， 


所 以 只 要 取 6 = 和, 则 对 于 适合 0< 人 一 1|<3= 了 的 一 切 z, 就 有 


1 
| Xx—1 | > 型 ， 


这 就 证 明了 lim -上 一 co. 
xX- 1 


直线 x 二 1 是 函数 y =- 了 的 图 形 的 各 直 浙 近 线 ， 
一 艇 地 说 , 如 果 lim f(z) = co, 则 直线 = ro 是 函数 y = /tx) 的 图 形 
的 重 直 浙 近 线 ， 


2 无穷 小 如果 函数 A(x) 当 zx 一 xo( 或 Yo0) 时 的 极限 为 零 ,这 
时 函数 Arz) 叫 敌 了 一 Xeok 或 < 一 oo) 时 的 无 穷 小 ， 因 之 , 只 要 在 42.3 子 
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数 极限 的 两 个 定义 中 , 令 4 =0 就 得 无 穷 小 的 定义 . 但 因 无 穷 小 在 数学 分 
析 中 占 着 非常 重要 的 地 位 ,所 以 把 它 的 定妆 重 述 于 下 : 即 

定义 ”如 果 对 于 每 一 个 预先 给 定 的 任意 小 的 正 数 &, 总 存在 着 一 个 
正 数 5 (或 正 数 N), 使 得 对 于 适合 不 等 式 0<|r 一 xof<51{ 或 |r[> NN) 的 一 
其 +, 所 对 应 的 函数 值 /人 (xX) 都 满足 不 等 式 

[f(x)|<e, 
财 称 函数 六 zy 当 工 一 Ya 时 或 当天 一 ce 时 ) 为 无 穷 小 ， 记 作 
lim/(z)=0 (lim/(z)=0). 


例 因为 limtx 一 DD =0, 所 以 函数 x 一 1 当 x 一 1 时 为 无 穷 小 . 


因为 、lim 二 一 0, 所 以 函数 二 当 x -co 时 为 无 穷 小 


我 们 不 能 把 无 穷 小 与 很 小 的 数 { 例 如 百 万 分 之 一 混为一谈 ， 因 无 
穷 小 是 这 样 的 一 个 函数 ， 当 + 在 一 定 变化 下 ， 这 函数 的 绝对 值 要 小 干 
任意 小 的 正 数 ze， 而 很 小 的 数 如 百 万 分 之 一 ， 就 不 能 小 于 任意 小 的 正 数 
s, 例如 取 E 等 于 于 万 分 之 一 ， 则 百 万 分 之 一 就 不 能 小 于 这 个 取 定 的 <. 
但 零 是 可 以 作为 无 穷 小 的 唯一 的 数 ， 因 为 X(xz) 三 和 所 以 对 于 人 在意 > 
0 必然 Airj< < 

无 穷 大 与 无 穷 小 之 间 有 一 种 简单 的 关系 , 即 : 


定理 二 如 函数 /7) 为 无 穷 大 , 则 -已 为 无 穷 小 如 zj( 二 0 为 


无 穷 小 ， 则 -zj 为 天 穷 大 . 


证 设 lim f(r)=0%, 
已 结 E >0， 则 对 于 对 = 二 必 能 找到 人 >0, 当 0< 放 二 zaj 志 人 时 ,使 不 等 式 


1 
[FAx)|> = E 
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成 立 ， 即 | 起 | < 


亦 妈 0. 


lim 一 上 = 

x-xof (xX) 
次 设 ”lim /(x) 一 0[ 这 里 须 假定 在 x 一 xo 的 菜 邻 城内 除 点 x 一 Xo 外 ， 
都 有 f(x} 半 0] 已 给 正 数 对 ， 则 对 于 <=-7 必 能 扳 到 8>0， 当 
0<iz 一 zol<S 时 , 使 不 等 式 


(zl<e= 记 
1 
咸 立 ， 即 | 十 | >M, 
,1 
亦 即 iA 
同样 , 可 证 x 一 0c0 时 的 情形 . 
下 面 的 定理 在 以 后 是 很 有 用 的 . 


定理 2， 具 有 极限 的 函数 可 囊 示 为 等 于 其 极限 的 一 个 常数 及 无 穷 小 
的 和 ; 反之 , 如 果 陋 数 可 表示 为 常数 及 无 穷 小 的 和 , 则 该 常数 就 是 函数 的 
极限 , | 

证 设 limA(x}=4, 则 对 于 任意 正 数 se， 能 够 找到 正 数 8， 使 当 
0<Ix 一 Xo 近 6 时 , 必 有 

|f(x)— Al<s. 
根据 定义 , Xx} 一 4A 是 x 一 xo 时 的 无 穷 小 , 子 是 
FT 一 由 一 性 
或 f(x)=Ata, 
其 中 心 是 x 一 xo 时 的 无 穷 小 . 
上 反之， 车 设 A(X) 三 及 一 ,其 中 妇 4 是 常数 ， a 是 x 一 xo 时 的 无 穷 小 ， 
于 中 . 


[F(x}— Al=|al. 


开 。 数学 分 丰 [唱和 
因 a 是 x 一 x6 时 的 无 穷 小 ， 则 对 于 任意 正 数 <, 能 够 找到 正 数 8, 使 当 
0<|r 一 Xo 所 6 时 , 攻 有 


lal<s, 
即 iftx)— Al<e, 
亦 即 lim/(x)=A. 


同样 ， 可 证 zx 一 co 时 的 情形 ， 
$2.5 关于 无 穷 小 的 定理 


在 前 面 几 节 里 , 我 们 只 能 根据 极限 的 定义 去 证 明 数 列 或 函数 的 极限 
是 否 为 已 给 的 常数 ， 下 面 将 进而 来 讨论 极限 的 求法 ， 我 们 的 目的 是 要 建 
立 极 限 的 四 则 运算 法 出 、 为 此 ,在 这 一 节 里 先 来 证 明 关 于 无 穷 小 的 运算 
的 几 个 定理 . 根据 这 几 个 关于 无 穷 小 的 定理 , 并 应 用 前 节 的 定理 2, 就 不 
难 导 出 极限 的 四 则 运算 法 则 <§ 2.6). 

在 下 面 , &.B8.7 及 & 等 都 是 工 的 函数 , 时 qa、B.Y 当 x 一 Xol 或 1 一 00) 
时 都 是 无 穷 小 .但 是 要 注意 , 如 果 在 同一 个 问题 中 向 时 出 现 几 个 无 穷 小 ， 
那么 这 几 个 无 穷 小 或 者 都 是 zx ~ zo 时 的 无 穷 小 ， 或 者 都 是 zx -co 时 的 无 
穷 小 ， 为 锋 定 起 见 , 我 们 对 x 一 ro 的 情形 来 证 明 下 面 的 定理 ， 至 于 fr -oo 
的 情形 , 证 明 完 全 相仿 , 只 要 把 3 改 成 N,0<|z 一 xl<8 长 成 jzl> 玉 就 可 
以 了 . . 

定理 1 有限 个 光 穷 小 的 和 (代数 和 ) 也 是 无 穷 小 

证 “考虑 三 个 无 穷 小 的 和 

他 二 他 十 站 十 3 

对 于 任意 小 的 正 数 e， 因 ec: 8、7> 都 是 无 穷 小 ， 能 够 找到 正 数 人 ， 当 
0< 几 一 zl<G 时 ,能 使 不 等 式 ， 


二 € € 
lal<3, IB<3, hi< 3 


同时 成 立 , 于 是 
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lwl= | a+6+rl<lal+l8l+ly|< 坷 ++ 急 十 志 =&. 


3 3 
这 就 证 明了 中 是 无 穷 小 ， 
有 限 个 的 情形 也 可 以 同样 证 明 . 
定理 忆 有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 
证 设 x 在 x=xs 的 某 一 邻 域内 是 有 界 的 ， 则 | 所 及， 并 设 
4 是 x 一 xo 时 的 无 穷 小 ， 则 对 于 任意 正 数 ae， 能 通 找 到 正 数 8 ， 当 
0<|r 一 xo<< 台 时 , 必 有 


£ 
lal< sr 


于 是 lxal=|ullal < My=&, 
这 就 证 明了 定理 . 

推论 1， 常数 与 无 穷 小 的 委 积 是 无 穷 小 

推论 23， 有 限 个 无 穷 小 的 季 积 也 是 无 穷 小 

定理 3， 以 极限 不 为 零 的 函数 除 无 穷 小 所 得 的 商 是 无 穷 小 

证 设 是 无 穷 小 ,并 设 lima= 4& 直 0. 

先 证 二 在 z=xo 的 某 一 邻 城内 是 有 界 的 ， 取 一 | 引 ， 则 对 于 这 


样 的 c, 能够 找到 正 数 6, 使 得 当 0<lz 一 xol<6 时 , 必 有 
. la 


ual< 2 
因 [x—al=|a— zw|2|al—|zl, 
于 是 Ial-lul< 必 
或 ld> 卉 ， 
1 2 
中 | 到 | “Tc 


亦 即 函数 二 是 有 界 的 . 


222 数学 分 析 [第 二 箱 ] 
次 各 = 二 是 有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 ， 根 据 定理 2， 它 是 无 穷 


让 


小 . 


以 上 几 个 定理 与 推论 对 于 数列 也 成 立 .- 
§ 2.6 ”极限 的 四 则 运算 


在 下 面 的 讨论 中 , zz. ww 及 a..7Y 等 都 是 x 的 函数 , 4a, 4b、c 是 常数 ; 
函数 的 极限 用 lim 表示 , 而 没有 标明 这 Yo 或 x 一 00, 因 为 实际 上 下 面 
前 定理 对 这 两 种 情形 都 成 立 ， 当 然 , 在 同一 问题 中 应 当 属 于 同一 情形 , 即 
或 者 都 是 x 一 zo 或 者 都 是 x 一 0， 

”定理 1 有 限 个 具有 极限 的 函数 之 和 {代数 和 ) 的 极限 必 存 在 ,并且 
这 个 极限 等 于 它们 极限 的 和 . 
证 ” 设 三 个 函数 经 , 久 纪 的 极限 分 别 为 &. 5、c， 则 根据 i 2.4 定理 2 
ui=ata, v=8+8, w=c+iY, 
其 中 a.B.Y 是 无 穷 小 . 1 本 
于 是 和 
从 十 2 十 多 二 (2 十 十 (8 二 BB} 十 Cc 十 7) 
=(g+b+o)+tat+a+ 7) 
一 (2 十 证 C) 十 必 ， 
由 $2.5 定理 1]，w= 4 十 8 十 y 是 无 穷 小 。 
再 由 32.4 定 理 2， 
lim(lt+ y+)=a+o+te 
=lim# + limyt limw. 

有 限 个 的 情形 也 可 以 同样 证 明 . 

定理 2， 有 限 个 其 有 和 概 限 的 却 数 之 冬 积 的 极限 必 存 在 , 并 和 且 这 个 极 
限 等 于 它们 的 极 跟 的 乘积 , 

证 ” 设 两 个 函数 x 5 的 极限 分 别 为 &. 65, 则 
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. 人 一 如 十 全 ， t=b+8, 

其 中 a 是 无 穷 小 . 

于 是 乘积 

uy=(at+a)(s+p) 
=ab+(ap+ bet+oap), 

由 $2.5 定理 2 的 推论 1. 推论 2 及 定理 1， 右边 括 导 内 是 无 穷 小 。 

再 由 4 2 .4 定理 2， 


limaww= ab 
=limalimy. 
” ”由 此 ,不 难 推 到 三 个 及 三 个 以 上 的 有 限 个 函数 的 乘积 ， 例如 
lim( wow) =lim[( wo) ow] = lim ww limw 
| =lim: lime timew. 
推论 1， 常 数 因 子 可 以 提 到 极限 符号 移 外 面 。 即 
limcea = clim 到 
这 是 因为 imc = c 的 缘故 ， 
推论 2 具有 极限 的 函数 的 正 整数 圭 的 极限 必 存 在 , 并 且 这 个 极限 
:等 于 函数 的 极限 的 乘 配 .好 
limu” =lim( ww #2) = limelimw--lim 
=(lim20)”. 
定理 3 两 个 具有 极限 的 沙 数 之 两 的 极限 ， 当 分 母 极限 不 是 堆 时 ， 这 
个 极限 必 存 在 并 且 等 于 它们 极限 的 商 . 


证 设 商 是 也 ,并 设 刀 .2 的 极限 分 别 为 4.5 而 5 二 0, 则 


如 二 站 十 作痛 一 站 十 及 
其 中 a,8 是 无 穷 小 . 
考虑 差 


WW dd+toe_ a_ ba—ag . 
vv bb b+p b+A)’ 


te Pe a 
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右边 分 式 的 分 子 ba 一 48 是 无 穷 小 ， 分 干 B(8 十 有 居 的 极限 是 大 和 0， 根 据 
§ 2.5 定理 3, 这 个 分 式 是 无 穷 小 , 设 为 7; 于 是 
| 2 
wv BY 
走 § 2.4 定理 2， 


HW lm 小 
vt bb lime’ 


这 里 limw 寺 0, 


这 就 证 明了 定理 ， 
以 上 几 个 定理 与 推论 对 于 数列 也 成 立 . 
应 用 上 面 的 定理 1 及 3 2.3 定理 2, 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 4 如果 p(x)$(7), 而 limg(tx)= 40,1limg(x)=b, 则 4g 宕 6. 
证 令 F(x)= 二 ptz) 一 g(x), 则 f(x) 宕 0. 下 本 节 定 理 1 有 
| Himf(rx)=lim[e(x)— tr})]=limg (rz) —limg(x)= a—&. 
由 $ 2.3 定理 2, 知 lim f(r)}>0, 故 4 一 >0， 即 4a 宕 妈 . 
下 面 的 例题 要 求 读者 能 指出 每 一 步骤 所 根据 的 定理 . 


办 
例 i, Zr 一人 求 limxn. 


- Nl 
et 
因为 | `、lim 南 =0 ($2.2 例 2. 
证 2. 求 lim(27x 一 1), 


lim(2x —1) =lim 2x —liml =2 limx 一 l=2:1—1=1. 


3x’ 2 十 芝士 _ lim(3zs 一 2x7: 十 x 十 1) 
例 3. lim 2 一 Sx 二 4 Tim(x?— 5x 二 3) 


_3 limz? 一 ?limzs+limz +liml 
limx’ — Slim.xr + lim3 
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3 (lmr)?—2 (imr)’?+limr +liml 
(limx)*—5 limr +lim 3 


.3022+2+1 19 6 
条 一 53T3 3 3 


我 们 注意 到 例 2 及 例 3 中 , 钞 数 的 极限 值 就 是 把 自 变 量 x 的 极限 信 
代入 函数 的 结果 .事实 上 , 对 于 有 理 整 函数 (多 项 式 ) 及 有 理 分 式 函 数 , 当 
以 自 变量 的 极限 值 代入 后 , 分母 不 等 于 零 时 , 这 种 代入 的 做法 都 是 可 行 
的 ， 事实 上 , 设 多 项 式 

f(r)=a0r* + rt 
则 lm f(r)= lim(aor ”tarx™ +t An) 


= Got limx) "+ a lim 并》 十 … + lim Gn 
= or + re t+ gn = Fx): 
又 设 有 理 分 式 落 数 


其 中 P(x), Q(x) 都 是 多 项 式 , 于 是 
lim P(x) =Pl(zxo), lim Q(x) = QUro), 
Pix) _ lim P(x) Pixo) _ 
,Q(x lm Q(r)™ Otro) 一 7 


但 必须 注意 ; 若 @(Xo) = 小 则 关于 商 的 极限 的 定理 不 能 应 用 , 那 就 需 
要 特别 考虑 . 我 们 现 学 出 下 面 两 个 例题 . 


lim F(x)= lim 


, _ 七 一 3 下 lin In 一 3) 
a x9 lim (x 二 3) (x—3) 不 能 写 本 


==lim 二 寺村 (因为 了 -3 时 < 二 3， 护 分 式 可 约 去 不 为 夫 的 
公国 子 x 一 3 
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1 
Tinn(z 十 3 6° 

2 一 3 


例 5。 求 虹 二 到 4 
因为 分 母 的 极限 lim(x* 一 5 十 们 二 1 一 6-1 十 4 二 0, 而 分 子 的 极限 
lim(2x 一 3) 二 2 一 3 二 一 1, 故 本 节 定 理 3 不 能 应 用 ,但 由 $2.5 定理 3， 


再 由 $2.4 的 定理 1， 
27—3 _,, 


lim 3X3—4Xx: 二 2 
?Tx 十 SX 一 33" 


Xm 


例 6， 求 
因为 分 母 和 分 子 都 设 有 有 限 的 极限 , 不 能 应 用 商 的 极限 的 定理 


们 先 用 z "去除 分 母 和 分 子 ,然后 取 极 限 : 
此 2 
3 一 二 十 -所 
， 973 一 472 十 2 _，, XX x 3 
各 7xrT5rz3 HR 7 
. 3 
x 本 
因为 lm 全 二 0( a 起 任何 常数 ). ~ 
、 342 一 2r 一] 
例 了 求 lim or3— rs"* 
先 用 x? 除 分 母 和 分 于 ,然后 取 极 限 , 得 
3.2_ 1 
1 了 2 x 
5 一 总 


因为 分 母 的 极限 为 2, 而 分 子 的 极限 为 0. 
2x: 一 ?十 5 
Imray i 


讽 8, 求 


第 二 章 ] 数列 的 极限 及 函数 的 极 良 227 
应 用 前 例 的 结果 并 根据 $ 4 的 定理 1, 即 得 


例题 6.7.8 是 下 列 一 般 情形 的 特例 , 因为 我 们 不 难 证 明 ， 


-组 ， 当 开 一 彤 ; 


im 2 之 rm :十 "…， ‘十 Wm bo 
x DoT (十 … :十 n 0, 当 和 > 入: 
co， 当 Nr. 
例 9 求 lm 


当 x co 时 ， 信子 和 和 分母 的 摘 限 部 不 存在 故 本 节 定 理 3 不 能 应 用 . 
把 Sinz 看 作 sinx 与 六 的 乘积 ， 因 工 元 当 co 时 的 极限 为 零 , 即 无 穷 小 ; 而 
gSinx 是 有 界 卫 数 所 以 根据 § 2.5 定理 2 得 


sin 
、 lim SH =0, 
. 区 


$2.7 极限 存在 的 准则 ' 两 个 重要 极限 


现在 案 讲 两 个 判定 极限 存在 的 准则 . 
准则 I ， 如 果 1 yn 和 Tn 和 Zn (N=1,2,3,…); 
2° limgn ~— 多 limz» = a, 

则 数列 ,的 极限 存在 , 且 limrn=@ . 

证 基 y 一 4,zn=a, 所 以 根据 数列 极限 的 定义 ,对 于 任意 给 定 的 
正 数 e, 有 这 样 一 个 正 整 数 六 存在 , 当 % > 和 N 时 , 能 使 不 等 式 

| lyn—al<e, za 一 可 <E 
同时 成 立 ， 丸 因 xx 介 于 yn 和 zi 之 间 , 显然 当中 > 训 时 ,也 有 

[xs— al<e 

二 立 这 就 是 说 ， lim x»=& 
(图 2,12). 


Ys 1 


站 -二 让 Dt 


图 2.12 
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上 述 数列 极限 存在 的 准则 可 以 推广 到 函数 的 极 恨 ， 

如 果 芋 对 于 点 fo 的 某 一 邻 域 内 的 一 切 z (点 如 本 身 可 以 除外 ) ,或 
绝对 值 大 于 某 一 正 数 的 一 切 +, 有 

gtr) 人 (rr) h(tr) 

成 立 ， 

2 lim g(x)=4, lim h(x)=4, 

lx=o0p {Xn) 


则 lim f(x) 存 在 , 且 等 于 4. 


(tx) , 
作为 土 述 准 则 的 应 用 .我 们 证 明 一 个 很 重要 的 极限 ， 
sinx =1. 


lim 
X= 和 


次 先 我 们 注意 到 函数 DZ 除 + =0 外 , 对 于 其 他 z 的 值 都 是 有 定 


又 当 变 符号 时 , 函数 全 的 符 导 不 变 , 所 
以 只 须 对 于 x 由 正 值 趋向 零 的 情形 (在 第 一 
象限 ) 来 讨论 . 

设 圆 局 半径 为 1, 圆心 第 


x= <Do4(g<x < 好) 


图 2.13 点 及 姓 的 切线 为 直线 AD( 图 2.13)， 
则 sinx=|AC|, r=AB, itgr=|AD|. 
因 和 A 40B 的 面积 < 圆 遍 形 40OB 的 面积 < A AOD 的 面积 ， 
所 以 5 sinz < 去 x < 吉 tgx， 
即 sinr 所 子女 tr。 
涂 以 sinx, 就 有 
| x 1 


i 
sinx ~ cosx 
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或 1> St cogr. 


但 我 们 知道 cos# 二 |OC (图 2.137 是 随 x 一 Hd 而 趋 近 于 1 的 ， 
即 
lim cosz =1, 
所 以 根据 上 述 准 则 , 可 知 


Sinx 


li = 1 
WY 0 时 = sx. oT ) 
esr = 
a 


准则 开 ， 各 果 单 调 于 (音调 增 大于 划 让 小 )z, 是 有 办 的 则 必 赵 
向 一 个 极限 . 

这 从 也 何 上 看 是 很 上 明显 的 . 因为 我 们 在 8 2.1 中 已 说 过 ， 数 轴 上 对 应 
于 单调 数列 的 点 xn 向 一 个 方向 ( 正 向 或 负 向 ) 移 动 . 所 以 只 有 两 种 可 
能 情形 : 或 者 点 zx* 沿 数 轴 移 向 无 穷 远 (fn 一 十 co 或 Ya 一 co)y; 或 者 点 
za 无 限 趋 近 于 某 一 个 定点 4 (图 2.14), 就 是 数列 x 趋向 一 个 极限 ， 但 现 
在 假定 狐 列 又 是 有 界 的 ， 而 有 界 数 列 的 点 7 都 落 在 数 轴 上 基 一 一 个 区 间 
[一 于 ,好 内 (532.1), 那 来 上 
述 第 一 种 情形 就 不 可 能 了 . 各 冶 有 文 > Ea "i 
于 是 可 以 知道 这 个 数列 趋 四 2.14 - 


a 
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向 一 个 极限 , 并 且 这 个 极限 的 绝对 值 不 超过 叶 . 
作为 准则 开 的 应 用 , 我 们 来 讨论 另 一 个 重要 极限 
iml1+ 寺 六 
， 下 面 就 z 取 正 整数 而 趋向 于 十 co 的 情形 米 证 明 这 个 极限 存在 . 按 
牛顿 二 项 公式 ， 
ra=(1+ 二 六 =1 十 着- 二 十 -人 六 二 ， 世 二 2 


Xx 志 ++… + kt ， + 


十 到 如 二 1). 2 二 1) 


=1 +1+ 吉 1 1 0 
:直人 (与 


3 


(Ce 
+ 在 (1- 5 并 一 生计 … 
+ 二 TD 
ti- 和- 起 ei) 
比较 zw xn+i 右 边 的 各 项 , 可 以 看 到 除 前 两 项 相等 外 , x 的 每 一 项 都 小 于 
Tn+t 的 对 应 项 ,并且 z+ 还 多 了 最 后 的 一 项 ,于 是 


Et 
即 数列 r* 是 单调 增 大 的 ， 委 外 ， 以 较 大 的 数 1 代 普 x, 的 右边 各 项 播 
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号 内 的 数 , 得 


1 
zwr<IT 十 1 十 页 十 可 


1 1 1 1 


[十 和 … 十 <T 十 1 十 ta5 +t" 


1 
27 1 
二 3 一 5 让- 
1 Dn 1 
1- 
妈 不 论 如何 数列 7 总 是 小 于 定数 3， 根 据 极限 存在 准则 工 , 就 能 断定 
Xn 的 极限 存在 ， 用 字母 e 来 表示 这 个 极限 的 值 ， 


站 (+ 二 = 
这 个 数 e 是 无 理 数 , 取 它 的 少数 到 十 五 位 , 其 值 是 


e=2.7 18 28 18 28 45 90 45 … 
在 实际 计算 中 ,一般 都 取 前 面 两 三 位 . 


可 以 证 明 , 当 z 取 实 数 而 趋向 十 oo 或 一 co 时 ,函数 (1 二 十 二 的 极限 
都 存在 且 都 等 于 6e， 轩 此， 


1— 


lim (+ 二 1 二 /= eC. 


推论 命 z 二 二 ; 则 有 
limt} + x)¥=Him (+ 二 ) =e. 
无 论 在 数学 分 析 或 它 的 应 用 上 上 , 数 e 起 着 重要 的 作用 ， 
在 理论 研究 中 , 采用 数 e 作 为 指数 函数 和 对 煞 函 数 的 底 , 有 特殊 的 


便利 . 以 e 为 底 的 对 数 叫 做 育 然 对 数 . 以 后 ,我 们 用 符 导 Inx 表示 工 的 自 
然 对 数 , lgx 表示 的 常用 对 数 , 而 logex 表示 工 以 人 为 底 时 的 对 数 . 


四 “数列 zu=1+1+ 二 + 二 + 十 在 当 zco 时 也 赵 近 于 但 现在 不 拟 直接 加 以 证 
了 明 , 以 后 讲 到 执 数 时 可 以 推 得 这 个 结果 . 
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由 对 数 定 多 , 有 关系 式 


Ea toga < 


两 边 取 自 然 对 数 , 就 得 
lnx. 
lc 


因此 以 不 等 于 1 的 任意 正 数 & 作 底 时 , z 的 对 数 可 以 通过 自然 对 数 来 表 
达 ， 因 子玉 = 让 -叫做 用 a 作 底 的 对 数 系 的 模 ， 当 4 = 10 时 ， 


]n 一 ]ogar ne 或 logax 一 


%. 


= - 2 
M=T10 ~0.434294.…. 


82.8 双 上 则 函数 
由 @ 为 底 的 指数 函数 ,我 们 定义 几 个 在 应 用 上 常常 遇 到 的 函数 ， 


;A x 

shr=e ee — 2 ; 

Ee. 
2 


Shr _ 
thx = chr 


Ch 一 


ee 

ee *’ 
依次 叫做 双 曲 正六 、 双 曲 余 弦 及 双 曲 
正切 . 


这 三 个 双 昌 函数 的 简单 性 态 如 


了 一 Sh 
网 2.15 下 : 


双 曲 正弦 的 定义 域 为 (一 00, 十 co), 它 是 奇 函 数 , 它 的 到 形 通 过 原点 
是 对 称 于 河 点 ， 在 区 闻 ( 一 00, 十 co) 内 它 基 单调 增加 的 当 工 绝对 值 


很 大 , 赂 形 在 第 -象限 内 接近 曲线 y= 六 e*， 在 第 三 象限 内 接近 曲线 


1 . 
y= 5 2.13)., 
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双 曲 余 缠 的 定义 域 为 | 
(一 co, 十 00), 它 是 偶 函 数 ， 它 的 图 和 2“ 
形 通 过 点 OO,1) 且 对 称 于 yy 轴 . 在 区 
间 ( 一 00, 仆 内 它 是 单调 威 少 的 ; 而 
在 区 间 上 0 ,上 co) 它 是 单调 增加 ， 显 
见 当 *=0 时 , 函数 值 为 最 小 (图 
2.16)， 当 x 的 绝对 值 很 大 , 图形 在 


第 一 象限 内 接近 曲线 y= 去 e*， 在 


第 二 象限 内 接近 曲线 y 一 亏 e- 


“图 2.179, 


图 2.17 公式 ; 
sh(r++y)=shxrehyt+cehxrshy; 
sh(x—)=shrchy—chrshy; 
ch{x+y)=chrchyt+shrshy; . 
chlr—y)—=echrechy — shrshy. 

我 们 来 证 明 公式 4), 其 它 三 个 公式 读者 可 自行 证 明 .， 由 定义 , 得 
ee ete” ete” ee” 


shrchy +chxshy = 5 了 | 了 5 


双 曲 正切 约定 久 域 为 (一 00, 十 00), 它 
是 疝 函 数 ， 它 的 图 形 通过 原点 且 对 称 于 原 
点 .在 区 间 ( 一 ceo, 十 ce) 内 它 是 单调 增加 
的 . 在 第 一 象限 内 曲 钱 在 水 平 线 y= 二 1 下 
方 而 渐渐 与 之 接近 ,在 第 三 象限 内 曲线 
在 水 平 线 #y 二 一 1 上方 而 渐渐 与 之 接近 


根据 双 曲 函数 的 定义 ,可 证 下 列 四 个 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


4 : 4 


人 YE 一 er * 二 EH— e+) EE*t# 十 OY e+ 
十 
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并 + (+H) 


= 一 一 二 一 一 sh(tz 一 分 
在 公式 (4 中 令 z = 并 注意 到 当 x = 0 时 chz ==1, 得 

chzr 一 shzr=1 9) 
在 公式 (山中 令 T=yw, 得 

sh2x =2shrehx. (6) 
在 公式 (3 中 令 + 二 yg, 得 

ch2y =ch?r + sh’x, 7) 


以 土 关于 双 曲 冰 数 的 恒等式 (1) 至 (7 与 三 角 函 数 的 有 关 恒 等 式 相 
类 位 ,把 它们 对 比 一 下 是 有 助 记忆 的 . 
双 有 曲 函数 jy 二 shx、y 一 chr y=thx 的 反 函 数 分 别 记 作 
y=arshr.y =archx, y=arthx, 
并 叫做 反 双 曲 函 数 ， 全 时 民 发 曲 丽 闭 帮 可 通 过 对 数 销 数 来 表示 ,分 别 讨 
论 如 下 : 
z 三 arshxz 是 z 三 shy 的 反 困 数 , 因此 , 从 


ee 

2 

中 解 出 gy 来 便 是 arshx+， 令 =e”, 则 有 . 

wi—2xa—1=0, 

这 是 关于 的 一 个 二 次 方程 , 它 的 根 为 
8 一 莹 士 YX 十 1 
因 x= e7>0, 故 上 式 根 导 前 应 取 正 号 ,于 是 
u=xtvr’ til, 


由 于 #= 二 Inw 族 得 
y=arshx=In(r +y rx’:+1). 
函数 9 一 arshz 的 定义 域 为 (一 co, 4+oo0), 它 是 奇 函 数 ,在 区 间 
(一 00, 十 co) 内 为 单调 增加 .由 y= 二 shx 的 图 形 , 根据 反 函 数 的 作 图 法 ， 
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可 得 y 二 arshx 的 图 形 如 图 2.18 所 示 . 
同样 , 函数 y = archz 也 可 由 对 数 项 数 来 表示 , 因由 


_ ev 十 要 
2 


可 得 e* 一 x 土 Vr? 一 1, 攻 
y=archr 三 Int 十 YX 一 】 ). 
上 式 中 民 的 值 必须 满足 条 件 + 之 1, 而 其 中 平方 根 前 的 符号 可 正 可 负 , 故 


对 于 每 一 Y 值 有 lntz 十 yx 一 1 及 mt 一 wx 一 1) 两 值 与 之 对 应 , 且 此 
两 值 有 如 下 之 关系 : 


Int(x—y x —1) <n In XvX—1), 


图 2.18 图 2.19 


所 以 函数 是 双 值 的 , 它 的 图 形 是 对 称 于 x 轴 的 两 支 , 我 们 在 以 后 的 讨论 
中 仅 取 其 正 值 的 一 支 作为 函数 的 主 值 , 于 是 有 
y=archx=In(r +vx:—1). 

这 样 所 规定 的 函数 y 二 archr 便 成 为 … 
单 值 的 . 它 在 区 间 [1, 二 9) 是 单调 增加 的 
(图 2.19)， 

我 们 可 以 用 与 上 面 讨论 中 相似 的 方法 
得 出 ; 


__ 一 1 1 十 六 
y=Aarthzx 一 im] 一 


图 2.20 
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显然 y 一 arthx 仅 在 区 间 ( 一 1, 1) 内 是 有 定义 的 , 在 这 区 间 内 它 是 


单调 增加 的 奇 函 数 ， 其 图 形 对 称 于 原点， 以 X= 土 1 为 它 的 渐 近 线 
(图 2.20). 


§ 2.9 无 穷 小 的 比较 
在 实际 问题 中 , 常会 过 到 要 计算 两 个 无 穷 小 的 比 的 极限 , 即 没 a 与 8 
都 是 的 函数 , 日 lime=0 lim#=0， 要 求 lm 由 于 分 母 的 极限 为 0， 


所 以 $ 2.6 定理 3 是 不 能 应 用 的 .关于 这 类 比 的 极限 的 求法 , 将 在 $5.2 
中 讨论 . 在 这 一 节 里 ,我 们 就 这 比 的 极限 存在 时 , 或 为 无 穷 大 时 , 来 说 明 
两 个 无 穷 小 之 间 的 比较 @, 并且 我 们 做 定 z 和 8 都 不 为 零 , 把 e 当 作 比 较 
的 单位 (叫做 基本 无 穷 小 ) 来 考察 当 g 一 0 时 , 8 一 0 是 怎样 的 情况 ,还 是 比 
ca 一 0* 快 些 "还 是 比 c-0“ 慢 些 ", 还 是 与 a0 同样 程度 的 ， 为 了 表明 这 
些 不 同情 况 , 我 们 有 以 下 的 定义 : 


若 lim&=0， 就 说 8 是 比 4 较 高 阶 的 无 穷 小 , 即 8-0 比 w 0 
快 些 ， 


若 lm 上 = oo， 就 说 8 是 比 2 较 低 阶 的 无 穷 小 ， 即 20 比 cs 
- 慢 些 ; 


若 lim-=c 丰 0, 就 说 4 是 与 4 局 阶 无 穷 小 , 著 8>0 与 0 是 同 
样 程度 ， 


着 lim 上 一 1， 就 说 这 酒 个 同 阶 无 穷 小 ,8 是 等 价 的 ， 记 作 a~8， 


D 若 极 和 tim 下 存在 且 不 为 死 穷 大 时 ， 则 a 与 是 不 能 比较 的 ， 例 如 & 一 


6 一 zsin 二 就 不 能 比较 。 


站 


[第 二 章 ) 数列 的 极限 及 函数 的 极限 237 
更 精确 些 , 若 lim- 生 = < 二 0t>0, 就 说 8 是 关于 a 的 k 阶 无 穷 小 . 


例如 ， 因 为 jim- 于 一 =0, 所 以 当 x 0 时 3x" 是 比较 高 阶 的 无 穷 小 . 


1 - 
因为 im- 如 -二 o0, 所 以 十 当 一 co 时 是 比 十 较 低 阶 的 无 穷 小 
加 
因为 limg 世 二 一 6, 所 以 z 一 3 当 z-*3 时 与 zz 一 9 是 同 价 无 穷 小 , 
因为 lim sm =1,lim EE 二 1, 所 以 当 x 0 时 x 与 sinx,tgr 都 是 等 
价 的 无 穷 小 , 即 


‘sinr~xr, tgr~rx (x—0). 


因为 lim le = 去 ， 所 以 当 0 时 1 一 cosz 是 甘于 之 的 一 阶 
无 穷 小 ， 

关于 等 价 无 穷 小 , 有 一 个 有 用 的 性 岳 , 那 就 是 ， 

设 g~ ,8~8 且 lim- 存在 , 则 im 全- tim 


这 是 因为 
。 _ BB aeN .BB a 
lim# a -lim( a 和)= LE a 他/ lim 阳 一 Ti 全 和 
。 ,tg 2 
例 求 tiny sin SX" 
轩 tg2x~2x, sin5x~S5xr (x m0, 
所 以 lim tg 2t 二 im 2 一 二 


mensr srs 
定义 ” 设 有 陋 个 无 穷 小 4 及 38， 如 果 @ 与 之 差 8_ 4 是 比 8 较 澡 阶 的 
无 穷 小 《 即 如 果 lim 2 一 -0 0), 就 说 无 穷 小 a 是 无 穷 小 8 的 主 部 ， 
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例如 ， 当 nx 了 co 时, 无 穷 小 a 二 二 是 无 穷 小 8== 世 各 的 主 部 ， 因 为 


> 一 此 1， 
lim =lim 


1 -0 
nme 如 十 ] “ 
报 据 无 穷 小 的 主 部 的 定 六 ,我 们 就 可 以 推 利 下 面 的 结论 ， 
两 个 等 价 无 穷 小 中 的 任何 一 个 定 另 一 个 的 主 部 . 


证 设 w~B, 则 limg =1, 


于 是 lim£ 3 lim(1— 备 )=1-limg=0. 
这 就 证 明了 无 穷 小 g 古 无 穷 小 8 的 主 部 . 
同样 可 证 无 穷 小 8 也 是 无 穷 小 4 的 主 部 ， 


第 三 章 函数 的 连续 性 


数学 分 析 中 , 与 滞 数 的 极限 概念 密切 联系 的 另 一 基本 概念 是 卫 数 的 
连续 性 ， 连 续 性 是 函数 的 重 守 性 态 之 一 , 它 反驳 了 我 们 所 更 察 到 的 许多 
自然 现象 的 共同 特性 ， 例 如 , 生物 的 连续 生长 , 流体 的 连续 流动 , 雇 及 气 
漫 的 连续 变化 等 等 . 

本 章 将 根据 极限 概 沪 来 给 出 阔 敦 连续 性 的 定义 , 并 讨论 连续 函数 的 
性 质 和 初等 函数 的 连续 性 ~ 


§3.1 函数 连续 性 的 定义 


我 们 先 引 入 一 个 以 后 常用 的 概念 与 记号 . 

设 变 量 # 从 它 芍 一 个 初 值 如 变 到 终 值 zz 时 ， 终 值 与 初 值 的 盖 为 
Wz 一 Wu 它 就 叫做 变 是 的 增 量 , 并 记 为 六 wx, 即 

AH= Hi Hi. 

增 量 Aw 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 ， 在 A w 为 正 的 情形 下 , 变量 从 
za 变 到 za 一 2 十 和 让 时 是 增 大 的 ; 当 名 2 为 负 时 ， 是 减 小 的 . 

应 该 注意 到 , 记 导 太刀 并 不 表示 某 个 量 
如 与 变量 4 的 冬 积 ,而 是 整个 不 可 分 割 的 记 
导 ， | 

现在 假定 函数 y= 二 f(x) 在 点 xo 的 某 一 个 
邻 威 内 是 有 定 闪 的 ， 当 自 变 量 z 在 点 ro 有 一 
增 量 Ax ( 即 工 从 zo 变 到 xo 十 时 ,函数 
的 对 应 增 量 设 为 Ay, 虽 

Ay=f(xotAr)}— f(ro). 

这 个 关系 式 的 几何 解释 如 图 3.1 所 示 . 


ee 
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假如 我 们 保持 za 不 变 而 让 增 量 Ax 变 动 , 一 般 说 来 , 函数 y 的 增 量 Ag 
也 要 随 着 变动 ; 并 且 对 应 于 每 一 个 绝对 值 适当 小 的 Az, 有 一 个 确定 的 什 
Ay. 特别 当 Ax 赵 向 于 零 时 , 如 果 这 时 函 教 的 增 量 Ay 也 趋向 于 零 , 即 
= 
或 . 
lim[L/ (zotAr) ~—f(r0)]=0, (D 


则 说 函数 y= 二 (x) 在 点 Xo 或 当 x 二 Xx6o 时 ) 为 连续 的 ， 这 就 是 . 
设 函 数 ! 二 f(z) 在 点 zo 的 某 一 个 邻 域内 是 有 定义 的 , 如 果 当 自 变量 
的 墙 量 ( 由 值 ze 起) 趋向 于 零 时 , 对 应 的 函数 的 增 量 也 趋向 于 零 , 则 说 函 
数 y 二 (x) 在 点 ro( 或 当 x 一 Yo 了 时 )} 为 连续 的 . 
关系 式 人 可 以 守 为 


lim f(xo+ Ax) = f(xo). 


如 果 用 并 来 记 zo 十 AZ， 赈 当主 一 0 时 ， 这 便 趋 向 于 xo, 于 是 上 式 叉 
可 委 为 


lm (x)= f(z0). C2) 


因此 , 函数 在 一 点 连续 药 定 义 又 可 叙述 如 下 ; 

设 函 数 y = A(x) 在 点 zo 的 某 一 个 领域 内 是 有 定义 葛 , 当 x+ ->zo 时 , 请 
数 Ftx) 的 极限 存在 , 且 等 于 x =xo 处 的 函数 信 /(xo), 则 说 函数 y 一 f(x) 
在 点 to( 或 当 x 二 xo 有 时) 为 连续 的 . 

由 42.3 函数 A(x) 当 x 一 zo 时 的 极限 的 定义 , 示 数 f(x) 在 点 zo 为 连 
续 , 是 指 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 总 存在 著 一 个 正 数 8, 使 得 对 于 适合 不 等 
式 |x 一 xo < 的 一 切 x, 所 对 应 的 函数 值 F(z) 都 满足 不 等 式 

Flr) 一 (zol< e， 

等 式 (2 告诉 我 们 求 连续 函数 的 极限 的 一 个 重要 法 则 ， 如 果 已 知 函 
数 F(z) 在 点 ro 连续 , 那么 求 函数 当 z -* fo 时 的 极限 时 , 只 要 把 x 用 xo 代 
入 , 而 求 它 的 函数 值 岂 ro) 即 可 . 
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在 区 间 上 每 一 点 都 连续 的 函数 , 叫做 在 该 区 间 上 的 连续 函数 ， 

从 几何 上 来 说 , 函数 y 二 A(X) 的 连续 性 表示 ; 当 模 四 上 两 点 闻 的 距离 
充分 小 时 ; 则 函数 图 形 上 的 对 应 点 的 纵 标 之 差 可 以 任意 小 . 因此 , 连续 函 
数 的 医 形 是 一 条 没有 间 随 的 连续 曲线 ， 

在 $2.6 中 ,我 们 曾经 证 明 ， 如 果 玉 (x) 是 分 式 有 理 函 数 , 而 Yo 不 使 
它 的 分 母 为 零 , 则 lim F(x)= 严 (zo)， 所 以 分 式 有 理 函数 在 它 的 定义 域 


上 每 一 点 都 是 连续 的 ， 特别 是 , x 的 甸 项 式 对 于 性 何 x 值 都 是 连续 的 . 
作为 例子 ,我 们 来 证 明 , 函数 y 二 sint 在 区 间 ( 一 02, +co) 内 是 连续 
的 ， 
设 了 为 区 间 ( 一 co, 十 co0) 内 任意 取 定 的 一 点 。 当 x 有 增 量 AAx 时 ,对 
应 的 阔 数 的 增 量 为 


Ay=sin(x +AXr)— sinz. 


”由 三 角 公 式 sin(x 十 Ax) -sinz=ssinSz coslz + 等) 
并 注意 到 | cos(zx + 竺 ) | < 1, 
就 推 得 


[Ay|=|sin(x +Ar)— sinr|g2 | sin 人 SZ | . 
但 是 对 于 任意 的 角度 @, 当 a 寺 0 时 有 |sina|<]el 
所 以 IAvl=lsin(z +Ax)—sinr|<|Az|. 
因 之 ， 当 Ax 一 0 时 ，|Ay|==|sin(r 十 Ax) 一 sinx| 一 0， 这 就 证 明了 y= 
sinx 对 于 任何 x 值 是 连 污 的 . 
相仿 地 可 以 证 明 , 函数 # 二 cosf 在 区 间 ( 一 o0, 十 co) 内 是 连续 的 . 


83.2 函数 的 间断 点 
由 画 数 产 z) 在 点 4 为 连续 的 定 交 ,我 们 师 道 , 如 果 函 数 Ax) 在 点 
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Xxo 处 有 下 列 三 种 情形 之 一 : 
1" 在 x 二 Xxo 没 有 定 尺 : 
或 
2” 明 在 x 二 Xo 有 定义 ， 但 lim A(x) 不 存在 ， 
四 。 
3” 虽 在 x = 二 Xx。 有 定义 ， 且 lim f(x) 存 在 ， 但 lim A(x) 半 六 ro: 刚 函 


数 .zz) 在 点 za 为 不 连续 , 而 点 zo 称 为 清 数 f(T) 的 不 连续 点 或 间断 点 ， 
下 面 举 例 来 说 明 函 数 闻 断 点 的 几 种 常见 类 型 . 


例 1， 函 数 y 一 -点 在 点 x=0 处 没有 定义 , 而 
lm 二- +eo， 
XD 


所 以 点 z 一 0 是 做 函数 的 无 穷 趟 连续 点 (图 3. 允 . 


图 3.2 图 3.3 
例 2 函数 一 sin 十 在 点 了 =0 没有 定义 , 而 im sin 不 存在 ,水 


远 振 鞠 于 一 1 与 +1 之 间 ， 所 以 点 TY=0 叫 做 范 数 的 振荡 不 连续 点 
[图 3.3). 


例 3。， 子 烙 j 二 


2 


于 二 在 点 ==1 处 没有 定义 ,所 以 函数 在 点 + 二 1 
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为 不 连续 (图 3.4)， 但 这 里 


Xl 
xi0 Xl = lim, 一 1 二 2 
例 4， 函数 
xX, Xt 1 
y=f(x)=)] 1 _] 
3, X=1. 
这 里 Jim f(r)= im flr}=1, 训 limf x)=1. 
但 FDI = 下 
所 以 limf (x) t(D). 


因 之 , 函数 在 点 x 二 1 是 不 连续 的 (图 3.5)， 


一 x 十]， 0X<1; 
y=f(r)= 1 X=l; 
一 六 十 3， 1] 所 xX 志 2., 


在 点 x 二 1, 函数 虽 有 定义 ,但 它 的 左 极 限 
,0) =D = 
与 右 极限 lim, f(x)= im (~r+3)=2 
是 不 等 的 ， 即 lim f(x) 不 存在 ， 所 战 函数 在 点 x 二 1 是 不 连续 的 
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(图 3.6)， 
设 函 数 Ax) 在 点 xo 处 的 左 极 限 和 右 
极限 者 存在 , 即 ftxo 一 0 和 了 (xo 十 0 都 存 
在 ,但 六 ro 一 且 评 co 二 DO) 如 例 5)5 或 
Fo 一 由 三 Re 十 且 二 Frzo( 如 例 4; 或 
一 候 二 ro 十 从 ,而 六 Xo) 不 确定 (如 
例 3 则 点 fo 是 然 是 间断 点 ,这 三 种 情况 
图 36 的 间断 点 都 叫做 函数 六) 的 第 一 类 间断 


EE 


凡 非 第 一 类 间断 点 的 任何 间断 点 , 叫做 第 二 类 疗 断 点 ， 如 例 1 和 例 
2 的 无 穷 间 断 点 和 振 葛 间断 点 都 是 第 二 类 全 断 点 . 

如 果 当 Tro 有 时, 阔 数 f(x) 的 极限 存在 ,但 或 者 函数 f(z) 在 点 x 处 
没有 定义 ; 或 者 A{r) 当 x 一 Yo 时 的 极限 值 不 等 于 前 数 慎 (xo); 在 这 两 种 
情形 下 , 我 们 说 , 间断 点 to 是 可 去 间断 点 (如 例 3.4), 因为 只 要 补充 函数 
的 定义 或 改变 函数 在 点 +o 的 定义 ,使 F(xo) 等 于 这 极限 值 , 淆 数 在 点 xo 就 
连续 了 .例如 ,在 例 3 中 补充 防 数 在 x 一 1 次 的 定 浆 , 工 二 1 时 # 二 2 这样 ， 
函数 在 点 过 三 1 就 成 为 连续 的 . 在 例 4 中 改变 FY) 在 x=1 处 的 定义 , 令 
AD 二 1 省 数 A(x) 在 点 x 二 1 就 成 为 连续 的 . 


83.3 闭 区 间 上 连续 函数 的 基本 性 质 


设 敬 数 Atx) 在 闭 区 间 [ce, 6] 上 有 定 祥 ， 如 果 Azr) 在 开 区 间 (e, 5) 
内 连续 ; 在 左 端 点 x 二 4 连续 ， 即 满 足 lim A(X) 二 AQ); 在 右 端点 + 二 5 连 
续 , 即 满足 tim f(x) 二 (四 ， 那 么 我 们 说 函数 f(x) 在 闭 区 间 [z. 中 上 

下 面 我 们 来 叙述 有 关闭 区 向 上 连续 函数 的 一 些 基 本 性 质 , 它们 的 证 
明 要 以 实数 的 理论 为 基础 , 所 以 只 从 几何 上 来 解释 它们 的 意义 ， 
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定理 1。( 景 大 值 和 最 小 值 定理 ) ”在 闭 区 间 上 前 连续 函数 在 该 区 间 
上 至 少 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 各 一 
设 函 数 y 二 f(x) 在 闷 区 间 [a,6] 上 * 
连续 (图 3.7), 本 定理 断言 ,在 [2,5] 上 至 
少 有 一 点 6& 所 总 气 坊 使 得 本 数 值 


f(&) 为 最 大 : . 

FE) 2f(x), asr<b 二 
又 本 少 有 一 点 5 扣 < 二 使得 画 雪 人 
所 后) 为 最 小 ; 图 3.7 


ENE fr), AgrEb. 


这 样 的 函数 值 /( 各 ) 和 了/(&:) 分 列 叫 做 了 (x) 在 [a,5] 上 的 最 大 值 和 地 
小 值 . 

注意 1， 若 不 是 闭 区 间 而 是 开 区 间 , 定理 的 结论 就 会 不 正确 了 ， 例 如 
函数 y 一 x, 在 开 区 间 (4,8) 内 , 既 不 取得 最 大 值 , 也 不 取得 最 小 值 ; 它 恰好 
在 区 条 的 端点 取得 这 些 值 , 而 端点 是 不 属于 区 间 的 . 

注意 2 着 函数 在 闭 区 间 上 具有 间断 点 , 定理 的 结论 也 会 不 正确 的 
例如 函数 


一 十 l]， J 入 xX 之 1]; 
一 六) 一 1 1 ， 让 二 1]. 
一 天 十 3， 1l<r2 


在 闲 区 同人 0,2j 上 有 间断 点 x = 二 1， 它 路 不 取得 绥 大 值 ， 也 不 取得 最 小 值 ( 参 
看 攻 3.67. 
定理 2 《 介 值 定理 ) 设 函 数 A(x) 在 闭 区 间 [&,5] 上 连续 , 且 在 这 区 
间 的 映 点 取 不 同 的 务 数 值 
f(D=A 与 fA(6)=B, 
那么 , 不论 忆 是 夺 与 吾 之 间 的 怎样 一 个 数 ,在 开 区 间 (w, 站 内 至 少 有 一 点 
三 志 ; 迟 得 
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feO=C (a<é<h). 


特别 是 , 如 果 /(4) 与 了 (&) 异 号 ,那么 在 开 区 问 (4, 丰 内 至 少 有 一 点 x 二， 
使 得 
AO=0 (ta<é<h). 
这 定理 的 几何 意义 很 明显 ;在 特别 情形 , 连续 曲线 y 二 f(x) 与 x 轴 至 
少 相 交 于 一 点 (图 3.99， 在 一 般 情形 ， 曲 线 与 水 平 直 线 y=C (4<C< 
B) 至 少 相交 于 一 点 , 如 图 3.8 所 示 , 相交 于 ps. ps 三 点 . 


图 3.8. 


让 傅 值 定理 我 们 可 以 得 到 下 面 的 推论 : 

推论 ”在 闭 区 间 上 连续 的 函数 必 取 得 介 于 最 大 值 对 与 最 小 信 闵 之 
间 的 任何 值 . 

设 加 二 (I), 二 /x2) ,而 mr 于 条 (图 3.8), 在 闭 区 间 [xi,xa] 上 点 
困 介 慎 定 理 , 即 得 上 述 推论 . 

. 在 叙述 定理 3 之 前 , 先 要 介绍 一 个 新 的 梳 念 一 函数 的 二 致 连续 性 。 为 
此 , 让 我 们 先 回忆 一 下 函数 zz) 在 一 区 间 关 5 开 或 闲 , 有 限 或 无 限 ) 上 连续 的 
定义 . 在 $33.1 中 已 讲 过 , 所谓 f(r) 在 区 间 六 上 连续 , 就 是 f(x) 在 这 光 间 内 每 
一 点 加 都 连续 , 即 对 任意 给 定 的 正 数 <, 总 存在 着 一 个 正 数 85, 使 得 对 于 适合 
不 等 式 |x 一 zxo|<5 的 一 场 x, 所 对 应 的 函数 值 F(x) 都 满足 不 等 式 |/(x) 
一 r(zal<s。 现 在 如 果 因 定 es, 而 使 xo 在 区 间 灶 内 变动 , 则 对 每 一 点 ro 都 有 一 
个 相应 的 正 数 ,一般 来 说 , 对 不 同 的 点 xo, 就 有 不 向 的 8, 接 各 话说 , 正 数 全 
一 般 是 依赖 于 xo 的 . 这 从 图 3.10 上 看 是 很 清楚 的 ;在 函数 变化 得 悍 的 地 方 
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(曲线 比较 平坦 的 部 分 ) 所 适用 的 
了 要 比 在 函数 变化 得 快 的 地 方 
《曲线 比较 陡峭 的 部 分 ?所 适用 的 
@ 要 大 一 些 . 因此 , 对 于 在 区 阿 之 
上 连续 的 函 妆 六 z) 来 说 , 就 发 生 
了 这 样 一 个 问题 : 当 正 数 < 给 定 
时 , 是 否 存 在 有 这 样 一 个 正 数 人 ， 


它 适用 于 这 区 间 内 所 有 的 点 fo7 
.可 颗 对 于 某 一 滞 数 确实 存在 这 样 DD om- mt rt ob 
的 正 数 8， 那么 这 样 的 连续 性 就 
叫做 一 致 连 急性 ， 下 面 来 给 出 它 的 定义 ， 图 3.10 


设 F(z) 在 某 区 间 闷 上 有 定义 . 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 总 存在 有 一 个 正 数 f， 
使 在 区 间 . 习 内 任意 两 点 x。.x, 只 要 它们 的 奋 高 小 于 6, 即 当 [z 一 ro< 6 时 ,就 有 不 等 
式 . 

ix)— flrol<e 
成 立 , 则 称 At) 在 区 间 上 是 一 致 连续 的 ， 

根据 上 面 的 定义 , 如 困 /(zx) 在 一 区 间 内 是 一 致 连续 的 , 则 它 在 这 区 间 内 也 是 连 

续 的 ， 但 反 过 来 却 不 一 定 成 立 , 举 伍 说 明 如 下 ， 


例 函数 /(z) = 二 在 区 间 C0,1] 内 是 连续 的 , 但 不 是 一 至 连续 的 . 


函数 zz)} 一 二 在 区 间 (0,1] 内 连续 是 显然 的 , 因为 它 是 有 理 分 式 函 数 , 是 分 母 在 


这 区 间 内 每 一 点 都 不 等 于 零 . 、 
对 于 性 意 给 定 的 E, 0<s<1, 在 原点 附近 取 两 点 


所 
1 二 一 三 -一 一 一 
1 pg’ YA 十 


这 里 关 为 充分 大 的 正 整数 , 因 之 ta. fa 两 点 部 在 人 ,1] 内 ， 这 两 点 的 距离 


| 所 
lr zl= 捧 天 十 二 


可 大 关 增 太 而 任意 小 ， 但 对 吉 , 于 内 任意 的 这 样 两 点 , 有 


— [ra—xf 1 
[Fra) za 一 Xi EE 人 > 
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也 就 是 对 任意 0< se<1, 上面 的 结果 不 符合 一 到 连续 的 定义 ,所 以 了 {x)= 二 在 (0,1] 
内 不 是 一 致 连续 的 . 

值得 注意 的 是 ， 在 上 面 的 例题 中 ， 如 果 把 讨论 的 区 间 改 为 闭 区 间 [7,1]， 其 中 
0<#<1, 那么 扩 z)= 二 不 仅 在 多 ,] 上 为 连续 , 而 且 是 一 致 连续 的 . 

对 任意 给 定 的 正 数 e, 在 [9.1] 内 任 下 两 点 z、z 使 lz 一 xj< 人: 则 有 


zy 一 /rol= 攻 < 总 


( 国 ?<z<1,3<za<1, 芍 zura2 ?3。 因 而 可 取 G 二 ?8 则 对 [了 , 革 内 任意 两 点 zuyza 
当 |xs 一 x 时 , 可 使 
[Firn —A(rl<s, 
这 就 是 说 fr(z) = 工 在 陷 ,1] 上 是 一 至 连续 的 、 


及 此 看 出 , 似乎 闭 区 间 上 的 连续 匣 数 在 该 区 间 上 是 一 致 过 续 , 实际 上 也 确 是 如 
此 ， 这 就 是 我 们 要 叙述 的 关于 闭 区 间 上 连续 枉 数 的 第 三 个 重要 性 质 ， 

定理 3 《一 致 连续 性 ) 如 果 晒 数 A(x) 在 闭 区 间 [a, 加 上 连续 , 则 它 在 该 区 间 上 一 
至 连续， . 


8 3.4 ”连续 西数 和 的 和 、 积 及 商 的 连续 性 


由 子 数 在 某 点 连续 的 定义 和 极限 的 四 则 运算 的 法 则 , 立即 可 得 出 下 
到 定理 ; 

定理 1， 有 限 个 在 某 点 连续 的 函数 的 和 (代数 和 ) 是 一 个 在 该 点 连续 
的 函数 . 

证 考虑 三 个 在 点 x 二 Yo 连续 的 函数 如 zz) az az) 的 和 
FAr}= (r+ or) ttw(r). 
根据 ;2.6 定理 1, 有 

lim f(x)= lim [utr) + vx) +w(r)] 


= lim u(x) + tim o(z) + lim w(x) 


= {ro) t+ v(xo) w(xo) = fF ro). 
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这 就 证 明了 三 个 函数 的 和 在 点 xo 鸭 连续， 有 限 个 的 情形 可 以 同样 证 明 . 
仿 此 , 由 读者 自己 证 明 下 面 两 个 定理 ， 
定理 2。 有 限 个 在 某 点 连续 的 西数 的 乖 积 是 一 个 在 该 点 连续 的 更 
数 . 

定理 3， 两 个 在 某 点 连续 的 函数 的 商 是 一 个 在 该 点 连续 的 许 数 ,只 
要 分 母 在 该 点 不 为 零 ， 


调 因 tgx = orctgr = Co cos 而 sinx 和 cosx 都 在 区 间 


《一 co 十 0) 内 连续 只 3.1), 故 由 定理 3 知 tgx 和 ctgzx 定 它们 的 定 光 域 
内 是 连续 的 . 


$3.5 反 函 数 与 复 台 函数 的 连续 性 


在 $1.8 和 $1.10 已 经 讲 过 反 函 数 和 复合 滞 数 的 概念 , 这 一 节 来 讨 
论 它们 的 连 急 性 . 

定理 1， 如 果 范 数 ! 二 /A(x) 在 某 区 间 上 单 值 .单调 增加 { 惑 减少 ) 且 
连续 ,那么 它 的 友 画 数 x=V{2) 也 在 某 一 对 应 的 区 间 上 单 值 . 单 亩 增加 
《或 减少 ) 且 连续 。 

“证明 从 咯 ) 


例 由 于 y=sinx 在 闭 区 光一 务 ; 针 ] 上 古音 调 增 加 而 旦 连续 ,所以 


它 的 反 函 数 y =are sinx 在 闭 区 间 | 一 1, 耻 也 是 单调 增加 而 且 连 续 的 . 

同样 ， 应 用 上 述 定理 1 可 证 ，y 二 arc cosx 在 闭 区 了 间 [ 一 1,1] 上 单调 
减少 且 连 续 ; y 二 arc tgx 在 区 间 ( 一 oo; 十 co) 内 单调 增加 且 连 续 ; y= 
arcctgXx 在 区 间 ( 一 00, 十 co0) 内 单 主 减少 且 连 续 ， 

总 之 , 反 三 角 函 教 arc siny,arcecosr,atrctgr,arcctgx 在 它们 的 定 
义 城 内 都 是 连续 的 . 

定理 2， 设 酉 数 y= f(z) 在 点 z= zo 连续 ， 而 函数 z 二 p(x) 在 点 . 


eh elt er 


Tt rr 
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XT 二 Xo 连续 , 且 有 zo 二 p(x0), 六 设 复合 函数 y= Flg(z)]= 严 (z) 在 点 荆 =xo 
的 某 一 邻 域 内 是 有 定 光 的 , 那么 这 复合 医 数 在 点 * 三 zo 也 是 连续 的 . 或 简 
单 地 叙述 为 ， 连 绪 函数 的 复合 画 数 是 连续 函数 . 

证 由 于 函数 y=/(z) 在 点 z=z0 为 连续 ,对 于 任意 给 定 的 a>0, 
能 够 找到 7 >0, 使 得 当 |z 一 ze 过? 时, 必 有 |f(2) 一 fz0)| 二 Jy 一 yol<&， 

叉 由 于 函数 zs=p(z) 在 点 z 一 ze 为 连续 ， 对 于 方才 所 找到 的 
7 六 0 能够 找到 5>0, 征 得 当 |z 一 zo 之 8 时 , 必 有 elxr) 一 p(xro)i = 
[z—zo<p. ， 

将 上 面 两 个 步骤 合并 起 来 , 得 到 ， 对 守 任 意 给 定 的 e >0， 能 够 找到 
> 和 使 得 当 光 一 Xo 所 时 , 必 有 


Vex)]— /lg(zo]=|F(2)—/(z)l<e. 
这 就 证 明了 复合 函数 y = /fp(z)] 在 点 z 一 zu 的 连续 性 . 
网 西数 ysin 二 是 由 wsinz 和 z= 士 复合 而 成 的 。sinz 当 
一 co<z< 十 co 时 是 连续 的 ,十 当 一 po<z<0 和 0<z<< 十 co 时 是 连续 的 ， 


根据 上 面 的 定理 , 函数 sin 二 在 区 间 (一 co, 0) 和 (0, 十 co) 内 是 连续 的 . 


$3.6 初等 函数 的 连续 性 


在 人 3.1,8$3.4 中 证 明了 三 角 范 数 在 它们 的 定义 域内 是 连续 的 ， 在 
$3.5 中 证 明了 上 反 三 角 画 数 在 它们 的 定义 域内 也 是 连续 的 ， 

我 们 指出 (但 不 详细 讨论 ), 指数 函数 zx(ec>0,a 二 1) 对 于 一 切实 数 
x 都 有 定义 , 且 在 区 问 ( 一 co, +oc) 内 县 单调 的 和 连续 的 . 

当世 取 一 切实 数 时 , a* >0。 由 指数 函数 的 单调 性 和 连续 性 ， 引 用 
§3.5 的 定理 1 可 得 ， 对 数 函 数 lo0gax {4 >>0, dl) 在 区 间 上 0, 十 co? 内 单 
调 且 连 续 . 
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徊 浮 数 y 二 x* 的 定义 域 随 & 的 值 而 异 ,但 雹 论 为 何 秆 ,在 区 间 
《0, 二 eco) 内 溉 函数 总 是 有 定义 的 .我 们 于 面 来 证 明 ,在 (0, +co) 内 蚕 函 
数 是 连续 的 .事实 上 , 设 x> 小 则 
y= oar, 
就 是 说 , 宏 函 数 zx" 可 看 作 是 由 8 二 a 与 z 二 glogat 复 合 而 成 的 ,因此 , 根 
据 $ 3.5 定理 2 它 是 连续 的 .如 果 对 于 AH 取 各 种 不 同 的 值 辑 以 分 别 讨论 ， 
可 以 证 明 (我 们 不 证 ) 融 函数 在 它 的 定义 城内 是 连续 的 . 
综合 起 来 得 到 ， 基 本 初等 函数 在 它们 的 定义 城内 都 是 连续 的 . 
最 后 ,根据 $1.10 中 初等 函数 的 定义 ,由 基本 初等 油 数 的 连续 性 以 
及 $3.4 的 定理 和 和 §$ 3.5 定理 2 可 得 ， 一 切 初 等 函数 在 其 定义 区 间 内 都 
是 连续 的 . 
这 个 结论 很 重要 , 首先 因为 在 应 用 上 讨论 的 函数 主 变 是 初等 函数 ， 
而 初等 函数 的 连续 性 , 就 提供 了 对 于 它们 进行 分 析 运 算 的 可 能 ; 其 次 , 初 
等 函数 的 连续 性 ,也 提供 了 实际 求 它们 的 极限 的 方法 , 这 方法 是 , 若 _/(x) 
是 韧 等 函数, 且 点 Xo 是 它 的 定义 区 疗 内 的 点 , 则 当 x 一 xo 时 ， 函数 的 极限 
就 是 当 z 二 x。 了 时 的 函数 值 , 即 
lm A(r)= f(x0), 


例如 点 zo 二 0 是 初等 画 数 /(x) =VI 一 x7 的 定义 区 间 [ 一 1 1] 内 的 点 , 所 
以 li VI 一 xz7=VI=1; 又 如 点 zo 了 是 初等 函数 /(z) 一 Insint 的 一 个 


机 
Ei 


2 


定义 区 间 (0,7) 内 的 点 , 所 以 lim In sinx =Insim$=0. 


Fo er er i ee tt 
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力学 及 物理 学 的 许多 重要 问题 将 很 自然 地 而 且 无 可 避免 地 要 求 在 
数学 中 引入 两 个 基本 的 分 析 概 念 一 一 导数 概念 和 油分 概念 ， 只 有 在 运用 
这 两 个 概念 后 才能 把 这 些 问 题 精确 地 解答 出 来 .这 两 个 概念 实际 上 就 是 
利用 极限 概念 而 得 到 的 。 本章 主要 内 容 在 于 说 明 这 两 个 概念 ; 推出 求 函 
数 的 导数 和 微分 的 一 般 法 则 ， 并 从 而 解决 关于 初等 函数 的 导数 的 求 
法 问题 . 


8$4.1 几 个 物理 学 上 的 概念 


我 们 首先 考虑 几 个 物理 插 念 ， 上 速度 、2 比 热 、3 密度 , 然后 再 从 数 
学 观点 来 说 戎 它们 不 过 是 同一 概念 的 儿 个 特殊 形式 . 为 了 很 好 的 得 出 这 
样 结论 , 我 们 对 于 这 三 个 概念 逐一 加 以 讨论 如 下 . 
二 直线 运动 的 速度 考察 一 点 于 在 直线 4 下 上 运动 . 设 s= ON 


4 mM 了 p 是 动 点 机 在 时 间 + 内 所 经 过 
Y¥ 一 的 距离 . 显然 , 对 于 每 一 个 数 
团 4.1 | 值 上 都 对 应 着 点 机 的 -- 个 伍 


置 ， 因 此 对 应 了 一 个 距离 s， 所 以 是 时 间 + 的 画 数 , 我 们 可 以 把 它 写 
为 8 一 乒 从 ， ' 

设 时 间 # 得 到 一 个 增 量 At 而 蝶 离 s 得 到 一 个 对 应 增 量 As, 和 As 是 
在 时 间 A! 内 点 于 所 走 的 距离 , 则 比 


表示 点 财 在 时 间 间 隔 ( 上 十 A 攻 内 的 平均 速 废 . 
假使 点 可 的 运动 是 等 巡 的 , 则 平均 速度 5 对 于 每 一 段 的 时 间 AAi 都 
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是 一 样 的 , 它 就 是 点 村 在 任何 时 刻 t+ 的 速度 vy, 假使 点 村 的 运动 不 是 等 速 
的 , 则 平均 速度 5 不 能 正好 是 瞬时 上 的 速度 gz， 当 At 很 小 时 它 不 过 是 速 
度 的 一 个 近似 值 , 并 且 很 显然 , A! 愈 小 , 则 近似 程度 请 好 . 因此 , 对 于 一 
般 的 直线 运动 ， 为 了 精确 地 表达 瞬时 的 速度 ， 我 们 不 得 不 求 当 Ai 趋 于. 
零 时 平均 速度 云 的 极限 , 并 且 就 定义 这 极限 为 点 奢 在 时 刻 上 的 速度 pr 


例如 自由 落体 的 运动 方程 为 s = 方 gt?, 则 
stAs=Bo(t+AD, 


由 此 As= 计 9 (t+AD)? 一 言 91* 一 广 9(21 十 AD):At 


除 以 At 得 平均 速度 
全 > = = 广 9(2t+AD). 
， 令 At 0 而 取 极 限 , 即 得 在 已 给 时 刻 二 的 落体 速度 为 


vl 9 


2. 比 热 < 设 使 某 一 其 有 单位 质量 的 物体 从 某 一 确定 温度 升 高 到 温 
度 t 时 所 需 的 热量 为 4, 一 般 的 讲 , 热量 g 是 温度 r 的 函数 , 即 g= f(r). 
以 Ac 表示 该 一 物体 在 温度 由 增加 到 rz 上古 Ar 所 需 的 热量 , 则 比 

Ag 

Ar 

表示 物体 在 温度 间隔 (z,r 十 Azr) 内 的 平均 比 热 ， 当 Ar 一 0 时 二 的 极限 称 
为 该 物体 在 已 给 温度 z 时 的 比 热 c， ， 


全 王 


5 一 = a : 
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3. 线 密度 6 设想 一 一 直线 在 它 上 面 质量 按 某 确定 规律 分 布 着 , 设 直 


数 p 二 (DD， 
_ 设 长 度 ! 得 一 增 量 A 六 对 应 的 质量 得 一 增 量 Am, 则 比 


- 点 六 
= 


表示 直线 在 线段 (i,!f 十 A 站内 的 平均 线 密 度 ，、 当 A110 时 5 的 极限 称 为 
该 直线 在 已 给 点 忆 的 线 密度 ; 


34.2 导数 概念 


在 上 而 的 三 个 问题 中 ,我们 所 做 的 演算 , 除去 变量 斯 代 表 的 物理 意 
六 不 同和 外 , 本 质 上 是 一 样 的 ,就 是 :5《i 对 应 于 自 变 量 的 增 量 算出 函数 的 
增 量 , 《i) 写 出 函数 的 增 晤 与 自 变量 的 增 量 的 比 (叫做 函数 的 平均 变化 
率 ]，( 证 ) 求 出 当 自 变量 的 增 量 趋 于 零 时 这 个 比 的 极限 (本 做 函数 在 一 点 
的 变化 率 或 朋 时 变化 率 )， 经 过 这 样 的 抽象 , 我 们 就 可 引进 微分 学 的 基本 
概念 一 一 导数 概念 . . 

定义 设 函 数 y 二 f(x) 在 点 x 的 某 一 邻 城 内 有 定义 ,给 zo 以 增 握 
全 YY《 点 Yo+Az 仍 在 该 邻 域内 )， 设 函数 取 查 对 应 的 增 量 Ay== 
frat Ar)— Flxo). 如 果 当 Axz 一 0 时 这 两 个 增 量 的 比 的 极限 ， 


Ay m ret Ar)}~ —f{xo) (1) 
AxJ0 并 a1 Ar 


存在 , 则 称 这 个 极限 值 为 五 数 在 点 x。 的 导数 ， 并 称 函 数 在 xo 可 导 或 具 
有 导数 ， 
我 们 通常 采用 记号 


Flxo) 加 i -vv 人 | 


或 多 | 等 


并 一 区 四 省 千古 0 
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来 表示 函数 y= 二 Ax) 在 点 xo 的 导数 ， 例 如 ， 极限 值 (了 可 用 记号 产 (xo) 
表达 为 


F(xo) = iim Lret A A . C0) 


如 果 这 个 极限 不 存在 , 就 叫 函 数 在 点 ze 没有 导数 或 导数 不 存在 ， 如 
果 极 限 为 无 穷 大 ， 导 数 是 不 存在 的 ， 但 有 时 为 方便 计 ， 世 称 函 数 在 点 
za 的 导数 为 无 穷 大 . 

例 求 画 数 y 二 xX? 在 点 = 二 1 处 的 导数 . 

解 当 x= 二 1 时，y 二 ]， 当 x 一 1Ax 了 时 ，y 二 (1 十 Ax)*. 


故 Ay=(1+AT)?—1=2Ar+(Ar)?. 
因此 | . 

Ay . 

Ar -ltaz. 
所 以 


重 | i Ay _ ; 
dr | “Lm Ar “Him(2+Ar)=2. 


设 对 于 在 区 间 (&, 从 中 的 每 一 值 zx， 函数 y= f(x) 都 有 导数 ,那么 对 
应 于 (&, 介 中 的 每 一 + 值 就 有 一 个 导数 值 , 这 样 便 定 义 出 一 个 新 的 函数 ， 
叫做 函数 用?) 的 导 函 数 。 以 后 为 简 使 起 见 也 叫 导 函数 为 导数 , 记 作 


”af dy | 
F(T) 或 qr . 


必须 注意 , 导数 记号 - 红 或 -及 应 看 作 是 整个 记号 ,到 讲 微分 概念 以 


后 , 才 有 理由 把 它 君 作 df 或 dy 与 dx 之 商 . 我 们 以 后 以 使 用 简单 记 寻 jy 
为 主 ， 
有 了 导数 的 定义 以 后 , 前 节 所 讲 的 几 个 物理 概 您 就 可 以 说 成 为 


1 运动 的 速度 是 路 程 对 于 时 间 的 导数 ， 印 v= 学 ， 
2” 比 热 是 热量 对 于 温度 的 导数 ， 即 c=- 的 ; 
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3 线性 密度 是 质量 对 于 长 度 的 导数 ， 即 8=44 A 


、 类似 于 这 样 的 例子 我 们 不 难 再 多 举 一 些 ， 事 实 上 , 在 自然 科学 及 技 
术科 学 名 直 光 ,讨论 有 关机 数 变 化 率 问题 时 ,就 和 要 应 用 导数 概念， 几 
此 , 导数 的 求法 及 其 性 质 的 研究 不 仅 是 数学 的 问题 , 也 是 与 其 他 科学 中 
的 基本 概念 密切 相关 的 ， 

总 后 ,我 们 还 要 诽 一 个 间 题 . 那 台 是 丽 数 在 -- 点 处 可 导 与 连续 的 关 
Ee 
不 定义 中 ， 我 们 并 没 有 假定 函数 y=/(x) 在 点 x 连续 ,但 这 是 导 
机 ” 数 存在 的 必然 结 
因为 


当 3 Ar 一 0 时 ,人 人 >, 
所 以 


Ay=AY.Az gy.0=0, 


这 就 是 说 , 当 站 变量 的 增 量 六 x 一 0 时 
成 数 的 增 黄 Ay 也 趋向 零 ， 于 是 , 我 们 证 明了 了 西数 在 点 ze 有 导数 必定 在 
该 点 为 连续 . 
但 反之 ， 在 菜 点 连续 的 画 数 不 一 定 在 该 点 有 导 笋 
例如 , 随 数 


图 4.2 


_ 人 (rz20), 
和 ,G20 
在 点 x 二 0 连续 ( 贿 看 图 4.2). 


. Ay IAz| 
但 右 极 限 lm, Ar Ar = lim, AT 一 十 1 


而 左 极 限 lim Y= lim A 1, 


ac -0 身子 


因 左 右 极限 不 等 ， 故 极限 jim 会 & 不 存在 , 即 函数 在 点 x =0 没有 导数 
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扩 以 盖 数 在 某 点 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 
性 . 


$4.3 导数 和 的 几何 意义 


在 y= f(x) 所 表示 的 则 线 圭 (图 4. 
引 取 一 点 于 (xo,g9); 又 在 它 分 近 取 此 曲 
线 上 的 另 一 点 M(xoAx,yot+Ay), 作 
出 它们 的 级 标 PM 及 PM 并 过 点 酸 作 
平行 于 x 轴 的 直线 交 P'MH' 于 久 , 那 么 ， 
| MQ=PP’=Ar, PM=y,, 
-PM=ypiAy, QM’=Ay. 


显然 , 割 线 MM' 的 斜率 为 全， 当 M' 沿 曲线 y 二 f(x) 趋 近 于 1 以 


它 为 极限 时 , 割 线 MM” 的 极限 位 置 MT 叫做 该 曲线 在 点 村 的 切线 ， 因 
此 , 切线 人 7 的 制 率 为 


tga= lim AL= (0). 
于 是 , 我 们 解决 了 在 曲线 上 的 切线 的 问题 ， 
车 务 数 y 二 f(x) 在 x 二 xo 有 和 导数, 则 它 所 表示 的 曲线 在 点 (xo,f(x0)) 
的 切线 的 糙 率 为 广 (zoj 蔡 函 数 在 该 点 连续 而 导数 为 无 穷 大 , (x0) 一 
co, 则 它 所 束 示 的 曲线 在 点 (ro, 六 xzo) 的 切线 王 直 于 7 轴 . 
根据 解析 几何 , 这 曲线 在 点 晓 {zogoy 的 切线 方程 政法 线 ( 即 通过 点 
形 并 与 切线 垂直 的 直线 ) 方程 可 以 分 别 表 出 如 下 ， 
(i) 著 广 (ro 存在 , 则 切线 方程 为 
Vy— = (rr — ro), 
”车 六 (x0) = %, 这 时 切线 垂直 于 工 轴 , 帮 切 线 方 程 为 
计 二 TD 


《和 主 ) 车 产 (zwo) 存 在 且 不 等 于 零 , 则 法 线 方 程 为 
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ye pt). 
车 六 (x0) 二 0, 这 时 切线 平行 于 之 轴 , 故 法 线 垂 直 于 十 辅 , 而 法 线 方程 
为 
二 Ty 
车 六 (xo) =00, 这 时 切线 垂直 于 辅 , 故 法 线 平行 于 工 轴 , 而 法 线 方 
程 为 
Y 一 加 
例 求 曲线 =xY2 在 点 (1, 了 的 切线 方程 及 法 线 方程 ， 
解 ” 由 前 节 例题 已 知 阔 数 y = zz 在 点 z =1 处 的 导数 等 于 2, 据 导 数 
的 几何 意义 , 曲线 gy =x? 在 点 {1, DD 处 的 切线 的 射 率 为 2, 故 切线 方程 为 
y 一 1=2(x 一 1) 或 2r 一 y 一 1=0 
又 法 线 方程 为 - 


-y 一 1= 一 去 (z 一 了 或 x+25 一 3=0 


§4.4 求 导数 的 例题 导数 基本 公式 表 


由 定义 , 求 酒 数 多 二 f(x) 在 点 x 的 导数 可 按 下 列 步骤 去 做 ， 
《i) 求 出 对 应 于 自 变 量 的 增 量 AX 函 数 的 增 量 
Ay=/(x+Ar)— f(z), 
(二) 以 Ax 除 Ay， 
(ii 求全 当 Ax 0 时 的 极限 值 y. 
例 1。 线 性 画 数 y 一 bx +c 的 导数 . 
CD Ay=F(r+Ar)— f(x) =br tAr)+c— (ht+e) = Ar; 


ii 全 & 一 
《ii Ar 六 
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Ci) y=Jim A = limb=6. 

所 以 线性 函数 的 导数 是 一 个 常数 ， 比 较 ( 开 ]、( 这 ,可 见 线性 丽 数 的 
平均 变化 率 与 瞬时 变化 宁 总 是 相等 而 不 变 的 . 无 论 从 几何 意义 (直线 的 
斜率 ) 或 物理 意义 (等 速 运动 的 速度 ) 来 说 , 这 是 显然 的 事实 . 

特别 , 当 6 二 0 时 , 我 们 得 到 常数 的 导数 为 零 , 就 是 : 

车 3#=c， 则 y=0. 
例 2， 龙 函数 yy 一 +”(n 为 正 整 煌 ) 的 导数 
Ci) Ay=(7+Ax)"—r" 


=x "十 nz "Ax 十 开 和 夫 、 XAT 十 


十 《站 下 一 区 
=nr"1 Ar+t Ea) A) 


《可 人 AL= nr" Dg Ar tA 


Ciii) y= lim =n 
这 结果 表示 : 天 函数 +” 的 导数 等 于 其 吉 指 数 儿 壬 上 海 指数 减 去 一 
的 各 函数 1. 
稍 迟 ( 见 270 页) 我 们 还 要 证 明 六 个 导数 公 式 对 于 为 任意 实 才 / 
时 也 是 成 立 的 , 就 是 
(xX) 一 2 
在 未 证 明之 前 , 为 了 演 题 , 读者 不 妨 先 加 利用 ， 例 如 ， 


:sl1 1 1 
(x) = (x = 本 xz =， 


例 急 正弦 函数 9 一 siny 的 导数 . 
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、 、 ”Ary\. 
(Ci) Ay=sintr +AX}—sinr=2c0slx 十 Sm 2 ， 


AT 
Ar) SE ool + AF) 
(你 盖 Y=200s{x + 千 ) A -二 COS(X 十 一 


Ar ! 


四 ”Ta A - ( 科 ) ， _ 
(iii) ¥ -lim Kr = lim cos 二 十 2 lim 及 “COSX, 


2 


sh 
这 是 因为 cosz 为 连续 函数 , 又 知 有 ia 一 KZ 一 1 的 缘故 . 


因此 , 正弦 盘 数 的 导数 是 余弦 函数 ， 
例 4. 余 流 函数 一 cosxz 的 导数 ， 


Ci Ay=cos(tr t+Ar}—cosr=—2sin (x + 竺 )sn 竺 ， 


2 
,Ay Ar sin SF 
《这 >》 好 = -sin(z+ 们 ) Ar ， 
， 2 
类似 于 例题 3 的 理由 管 我 们 得 到 


Cii) y=lim Y= —sinx. 

六 此, 余弦 函数 的 导数 是 负 的 正 流 函 数 ， 

例 5.。 对 数 函 数 y= 二 loga x(a>>0, XxX 人 站 移 导 数 . 
CiD Ay=logs(x+A7) logex =loge (1+SE), 


Ciiy A = =1logs (1+ SE )™, 


ij) tm Ml (1 和 所 
HD y “dm loge G+ zj -rimellt rs)- 
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”由 对 数 函 数 的 连续 性 及 1im(1+ as= e(8 2.7), 得 到 
y= loge 已 。 
特别 地 ,如果 zy 一 Pr， 则 y= 汪 . 
可 见 在 对 数 函 数 中 , 以 e 为 廉 的 函数 int 具 有 独特 的 优点 ， 就 是 它 
的 导数 以 最 简单 前 形式 出 现 -一 -等 于 自 变 量 的 合 数 . 
俩 6， 指数 函数 zy =2x04> 人 的 导数 . 
fi》 Ay= a go ag 1]), 


= a 一 
《这 > 一 如 一 AT 


. Ay A 
Ciiy gr lm Ar a* lim < Ar - 


现 令 at*—1=8, 则 和 AX 二 logall 十 人 有， 又 当 Ar 0 时 8 一 0, 于 是 


A lim 
Al Ar dn0 logatl+B}) limloge(l+ 8)B 
p= 


所 以 ya ina. 
特别 地 ,如果 y 一 2 则 2 一 ex 

可 见 在 指数 活 数 中 , 以 @ 为 底 的 函数 e* 具 有 独特 的 优点 , 就 是 它 的 
， 导 数 以 最 简单 的 形式 出 现 - 一 一 等 于 函数 的 本 身 ， 


和 本 二 本 


直接 根据 定义 求 导 阁 的 倒 题 就 讲 上 面 这 及 个 ， 在 下 面 几 节 , 我 们 要 
导 册 求 导 数 的 一 般 运 算法 则 ( 求 导 数 法 也 时 做 拍 分 法 )， 通过 这 些 运算 法 
则 , 可 将 求 较 复杂 范 数 的 导数 的 问题 化 成 求 较 莘 单 函 数 的 导数 的 问题 . 
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为 了 便于 检查 ,我们 把 导数 的 基本 公式 列 成 下 夫 ， 其 中 有 些 已 经 证 


上 明了 , 其 佘 的 都 将 通过 以 下 几 节 中 的 例题 陆续 导出 ， 
导数 基本 公式 表 


工 . 
2. 
3. 


ye 


. yctgx 

. y=arcsinx 
.y=Aarccosx 
. y=Aarctgx 


,y=arcctgx 


y=0 
y =A 
y= 二 a*ina 
y=e” 
7 logae 
也 
:1 
yr 
y' 二 C08 
y=—sinx 
“一 321Y 一 -~ 一 
VY 一 SC TS 于 
1 
“一 一 ?7 一 一 
y CSc?r ne 
， 1 
J 二 
]—x? 
y=— 1 
1—x? 
7 1 
并 十 天 
，_ i 
# 一 1+x” 
y =e; 
y=shx 
1 
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7 
16. y=arshx vA 
17. y=archi 到 1 
x2—1 
:_ 1 
# 二 ]—x’ 


18. y=arthwx 
$4.5 函数 的 和 , 积 . 商 的 导数 


定理 1]。 如果 函数 w(x). w(x) 在 点 x 有 导数 ， 则 沙 数 yy 二 x4 土 v 在 


该 点 也 有 导数 ,并且 
(ut = +t (1) 


换 名 话说， 两 个 函数 的 代数 和 的 导数 等 于 它们 的 导数 的 代数 和 
证 ” 设 对 应 于 > 的 增 量 Ax, 函数 z.2 及 yz 的 增 量 依次 为 Aw Ap 及 


azg- 于 是 ， 在 点 zx， 转 数 信 之 间 有 关系 
要 二 基 士 芒 


而 在 点 工 十 AxY， 峭 数值 之 间 有 关系 
ytAy=(utAmw)+(vi+Ar). 


由 地 : 
有 名 十 点 1 
Ay _ Au Ay 
Ar A 二 ty 
im SY im A A 
取 极 限 lm Ar lm 全 AT 二 十 JAY 一 比 土 如 ， 


这 表示 导数 y' 存在 , 并 且 


人 


用 疝 样 方法 可 以 推广 这 人 结果 本 证 意 有 限 个 藻 数 和 的 情形 . 
定理 2， 如 果 范 数 x(z)、z(z) 在 点 zx 有 导数 , 则 函数 y = zz 在 该 点 


也 有 导数 , 并 且 
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(0) = oy t+ ya (2) 
换 各 话说 ， 两 个 浪 数 的 乘积 的 导数 等 于 第 一 个 因子 冬 第 二 个 因子 
的 导数 再 加 上 第 二 个 因子 乘 第 一 个 因子 的 导数 
证 同上 面 -- 样 ， 在 点 x 有 关系 


站 一 wv, 
而 在 点 xX 十 x 有 关系 
yAy= (utAm(v+A). 
由 此 y= Ar 二 oA yw 二 A dA 
A Av An | An 
Br tA 十 Kx 访 , 


因 函 数 二 在 点 x 守信 让 当 Ax =0 时 Az 一 0; 于 是 
lim 人 六 和 一 了 lim ;A +y "dim 人 = WV + V's 
即 导数 y- 存在， 并且 | 
y=(u) = wy tom, 
特殊 地 , 如 令 等 于 常数 c， 因 c 的 导数 为 零 人 8 4.4 例题 ]), 所 以 
(CH)’= Cw’, 、 (3) 
这 就 是 说 ， 常数 因子 可 以 从 导数 的 记号 内 取出 来 . 
如 果 y= www, 并 且 旺 数 ww'、v'、w' 都 存在 , 则 应 用 (2)， 
y=(umw) =[(a)w =u) w+ wt uv) 
| = WD WW + BO 
在 更 多 因子 的 情形 , 也 有 类 似 结果 , 不 难 仿 此 逐步 类 推 ， 
定理 3. 如果 函数 w(x). vtx) 在 点 x 有 导数 , 且 wv(x) 在 该 点 不 为 


等 , 则 函数 y 一 疼 在 点 xz 也 有 导数 , 并 且 


(#)= vu 二 < 


证 仍然 局 上 面 一 样 , 我 们 有 
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_ 
yp 
_ HWAu 
及 2 十 和 7 一 vAr 
_ HA Hu_ vAw— Av 
由 此 Ay= vtApv bv Apt+AD) ” 
Aw Av 
Ay VA Ax 
Ar yA 


当 AXx 一 0 时 ， 和 v= 人 0; 于 是 , 导数 y' 存在 ,并且 
v=(#) = pu 
例 1， 求 函数 y=x? 一 3x? 十 ?7x 一 10 的 导数 . 
解 y=(r3r2+77 一 10) 二 (zx) 一 3(xD) T7710) 
=37x*—67x+7, - 
例 2， 求 函数 y= 二 (2x 十 3 一 x) (x 十 分 的 导数 , 
解 yy’ 一 (2x 十 3 一 x)(x 二 2) 二 (27 二 (1 一 x)/(xr 十 2) 
十 (2 十 3)f1 x) 
=2(1—z)tr+2) (2r+3) (rT)+T(27 二 办 (1—x) 


一 一 如 和 3 一 107 十 1 
例 3， 三 角 画 数 Yy=tgy.y=ctgz 的 导数 . 
应 用 公式 (4) 
四 ,fainrY cosxlsinr) —sinx(cos wr) 
y=(tez) = 人 (sm COSxX ， 


因 已 知 ($ 和 .4 例题 3.4) 


《Sin =ecosrt, (cosr)’=—sinx, 
故 有 (tgx)’= 
用 同样 的 方法 可 求 得 


一 一 2 一 一 Sec2T， 
COs 
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fT 1 一 2 | 
(ctgx)’ = Cs, 
例 4 求 y==e 的 导数 . 


解 由 于 e-*=- 吉 ,在 公式 (4) 中 令 w=1, 关注 意 到 (e)' 二 ex, 则 有 
v=( 1 ) = 二 =—@ 7. 
例 避 双 曲 函 吉 sh xr,ch x,th x 的 导数 . ， 
2 EC— ep ” 《ex 一 (ez 加 可 和 十 可 于 加 
hr 


ex 二 ex (er 二 (er 下 x 一双 
(chz)=( 3 )= 3 = 一 


._ fshr chx{shx)y ~shzx(chx)’ 
(thz) =( 叶 二) = ch27 


-chix—shix 3 
chir Ch2xy， 


把 这 些 结果 与 三 角 画 数 的 导数 比较 , 易于 看 出 它们 的 类 似 之 处 ， 


§4.6 反 荐 数 的 导数 


在 求 反 三 关 函 孝 与 到 双 曲 画 数 的 导数 之 前 , 先 来 证 明 下 面 的 一 般 定 
理 

定理 设 浮 数 x 一 ply) 在 某 一 区 间 内 单 主 ,连续 , 又 在 区 间 内 一 点 
2 处 导数 zy) 存在 且 不 为 惟 ， 则 反 本 数 y=/(x) 在 对 应 点 x 处 具有 
导数 产 (+), 并且 


三 (了 一 训 by: 


换 名 话说， 反 函数 的 导数 短 于 直接 浅 数 的 导数 的 倒数 . J 
证 由 q(t) 在 某 一 区 间 内 的 单调 ,连续 性 , 知道 反 芒 数 /(x} 在 相 
应 的 区 间 内 为 单调 且 连 续 的 (83.5)， 弄 给 xz 以 增 量 Ax 二 0, 由 于 f(x) 


i (1) 
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的 单调 性 , 可 见 对 应 的 增 其 

Ay= f(r+Ax)— f(r) A0, 
于 是 , 有 等 式 


令 Ax 0, 由 于 f(x) 的 连续 性 ， 故 Ay 一 0， 又 由 于 9( 切 的 可 导 性 , 故 上 
式 右边 的 分 母 趋 近 于 极限 值 gg) 二 0， 因 此 , 极限 Sm 到 Ay 六 存在 并 且 等 


式 (]) 成 立 ， 一 

.在 下 面 二 个 例子 里 , 我 们 将 应 用 上 述 定 理 及 已 经 推出 的 三 前 淆 数 与 
双 曲 函数 的 导数 公式 来 推导 反 三 角 范 数 , 反 双 曲 聘 数 的 导数 . 

例 1 反 三 角 函 数 的 导数 画 数 
tx=siny 
在 区 间 -< 8 < 六 内 单调 可 导 并 且 它 的 导数 (sin y) "一 coszy >0(84.4 
例 3)， 根 据 公 式 (1), 反 函数 
yy 二 Afrc sin 议 

在 对 应 区 间 一 ] < 之 x <1 内 有 导数 


1 
{arc sin %)’ = = cay 


但 cosy=Y1l 一 sin2y 二 yl 一 Xx? ( 因 cosy >0， 放 根 号 前 应 取 正 号 )， 
所 以 


vv 1 _ 
arc Sin *) A (—i1<x<1). 
又 函数 
TIT 二 tgy . 
在 区 启 一 台 <s < 部 内 音调 可 导 并 且 它 的 导数 (tgy) 一 sec’y >8 (8 4.5 
例 3)、 根 据 公 式 (D), 反 函数 
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yarctgx 

在 对 应 区 间 一 ceo<z< 十 co 内 有 导数 

1 


. {arctgx)’= cay = = sec 
1 _ 1 -1 ， 
但 socry 一 ITtgy I 二 zr 记忆 
(arctgx)’=T 【一 oo 性 守 们 十 co ， 
同样 , 可 以 求 得 


(arccosz) 一 一 7 (—1l<x<1), 


(arectgz)= 一 二 【一 co<TY< 十 co). 
例 2。 反 双 开 熙 数 的 导数 ”函数 
X=shy 


在 区 间 一 <y< 十 co 内 单调 可 导 并 且 导 数 (shy)’=chy>>00 4.5 例 
5), 根据 公式 蛋 ), 反 函数 

y=arshx 
在 对 应 区 间 一 co<x< 十 co 内 有 导数 


1 


(ar sh xr)’= Tah yy = =thy- 


但 chy=vshiyt+1 一 YX 十 | 1 所以- 


{ar shx)’ = 《一 oo<Y< 二 oo)， 


| 
允 邯 数 
X=chy 
在 区 间 0<y< 十 0 内 单调 可 导 并 且 导 数 (ch py) =shy >>00 4.5 例 人. 
相 据 公式 (1), 反 函 娄 | 


y=archx 
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在 对 应 区 间 1<x< 二 eo 内 有 导数 
I 


(arch wy) 一 Thy = shy a 
但 shy=Yehiy 一 1 二 YXx? 一 1]， 所 以 
(archt) = 7 (<r<+oo0). 
YX 一 


同 理 , 可 求 得 
1 


(arihz) = {1l<x<1)., 


§4.7 复合 荡 数 的 导数 


设 y 是 x 的 一 个 复合 函 教 , 即 y 是 中 间 变 量 # 的 函数 ,y 二 /( 双 ,而 
4 又 是 x 的 画 数 ; w 二 p(x), 亦 即 y 二 f[p(tx)]， 关 于 这 个 复合 汕 数 对 
的 导数 问题 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 设 函 数 #w=p(z) 在 某 一 点 守 有 导数 发 =or 人 rz), 画 数 了 = 
f( 史 在 对 应 点 有 导数 y4 二 (ww), 则 复 食 数 y 二 [p(x)] 在 该 点 x 也 
”有 导数 , 并 且 它 等 于 导数 "(4) 与 导数 gp'(x) 的 活 积 ， 
frle (r= (wp (7), | (1) 


dy dw 
zx 一 2 二 一 du ~ gr (C2) 


证 给 工 以 增 量 Ar, 设 函 数 &=P(z) 的 对 应 的 增 量 为 Ast, 又 从 增 
量 Aw 设 函数 yy 二 ff( 纪 的 对 应 的 增 量 为 Ay. 
因为 函数 gy 二 了 A(t 在 点 x 的 导数 存在 , 所 以 
5 Ay 
FW = yy 
由 此 , 根据 极限 与 无 穷 小 的 关系 (8 2.4, 定理 2), 我 们 有 


Ay Fr 和 
入 = {10 +0, 
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式 中 wm0, 当 Atzm-0、 上 式 两 边 各 乘 以 各 & 计 小 即 得 
Ay=f (uAut oAu, (3) 
国 z# 是 中 间 变 量 , 所 以 A zw 可 能 为 零 ， 但 当 A w=0 时 , 显然 公式 (3) 


的 左边 的 增 量 Ay 为 零 ,而 此 式 右 边 不 论 a 为 任何 定数 时 也 为 零 . 为 了 确 


定 起 见 , 我 们 规定 在 六 #0 时 , 4 取得 其 极限 秆 , 即 & 二 0. 这 样 , 就 使 得 公 
式 (3) 不 论 &z 是 不 是 擒 都 正确 . 
现在 用 Ay 十 0 来 除尘 式 (3 的 机 边 ,得 外 


人 = rta 全 全 +a A. (四 


再 令 Ax -0 因 这 时 [aa ae Ra p(x), 


故 (4) 式 右边 的 极限 为 ( zw)- p(x)， 因 此 , (4) 式 左 边 的 极限 存在 , 即 y 


二 fxLp(x)] 存 在 且 等 于 F(tw) g(x), 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 


重复 应 用 上 述 定理 ,我 们 可 把 复合 函数 的 求 导 法 则 推广 到 多 次 复合 


的 情形 ， 例 如 , 设 
y=f(tw), gu=9(), v=¢(r), 
则 复合 函数 gy 二 了 {ply(x)]j 的 导数 是 
dy dy du. dy 


dr dw dv dr 


例 1， 湛 函数 5 一 x*Cy 为 任意 实数 ), 求 证 y= 二 pr* 1 
多 2 一 一 Ex 一 Bt 其 中 #=plnxr; 
由 公式 (1)， 


y=(e™)'. (unr)’= epi trl, 


例 2 求 y 二 jncosz 扑 导 数 . 
解 令 y=lIna， 二 COsx，, 


根据 公式 (1 有 
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2)。 这 导数 可 用 下 法 求 得 ， 先 取 对 数 

lny=vln , 
再 求 两 边 对 x 的 导数 ， 注 意 到 y, #2 都 是 + 的 消 数 ， 根 据 复合 函数 的 
求 导 法 ,得 


To dot ying. ' 
y ww 


由 此 y=y( ~ving)= zt +zmaz 


例如 y = rs 则 y =r 2 cosr: inz) 


一 一 
例 9. 求 y= 全 二 区 全 一 全 的 导数 、 


解 ” 先 取 两 边 的 对 数 


Iny= 去 [In(x —l)+ln(z—2—ln(x —3)—In(x—4)l]. 


再 对 训导 数 ( 注 意 到 yy 是 x 的 函数 )， 
1 ,_1/ 1 1 1 1 
1 本 ( 1+ 2 x—3 ZX 让 
ry 1 i 1 1 
故 之 = 蕉 二 区 一 3 二 


小 绪 ” 从 本 章 开始 到 这 里 为 止 ,我 们 通过 例题 已 经 把 $ 4.4 所 附 的 
导数 基本 公式 逐一 加 以 证 明 , 并 且 我 们 允 讲 过 函数 的 和 . 积 . 商 的 微分 法 
则 ( 即 求 导数 法 则 ) 及 复合 函数 的 微分 法 则 ， 因 为 初等 函数 是 由 基本 初等 
阔 数 经 过 四则 运算 及 复合 步 屋 而 形成 的 ,所 以 初等 函数 的 导数 的 求法 可 
以 不 必 直 接 根据 定义 , 只 要 运用 基本 公式 及 微分 法 则 就 能 够 解决 了 . 


5S48 高 阶 和 导数 
函数 y 二 了 A(x) 的 导数 y= 二 (x) 仍然 是 x 的 一 个 函数 ， 如 果 重 数 
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凡 == 广 (z) 的 导数 存在 , 这 个 导数 就 叫做 原来 函数 y 一 f(x) 的 二 阶 导 数 ， 
记 作 

gr 或 蕊 下 
利用 上 面 的 记号 ， 例 如 普 (z)， 列 按照 定义 ， 函 数 /(z) 在 点 + 的 二 阶 
导数 就 是 下 列 极限 ， 


广 (=jim 人 人 = 人) (1) 


跟 ( 一 阶 ) 导 数 概念 一 样 , 高 阶 导 数 的 概念 在 自然 科学 及 技术 科学 中 
也 是 经 常会 应 用 到 的 ， 例 如 ,在 44.1 中 我 们 已 经 讲 过 ,在 直线 上 运动 的 


点 的 速度 是 它 所 经 过 的 路 程 s 对 于 时 间 t 的 导数 , 一 -25、 在 物理 上 
另 一 重要 概念 是 动 点 的 加 速度 a, 它 的 定义 是 速度 0 对 于 时 间 上 的 变化 
率 , 也 就 是 速度 ， 对 于 时 间 f 的 导数 ; &==- 和 2， 但 = 分, 所 以 动 点 在 直 


线 上 运动 的 加 速度 是 路 程 对 于 时 间 的 二 阶 导数 , ac= 纪 和 


类 似 地 , 如 时 前 数 y” = "(7x) 的 导数 存在 ， 这 个 导数 就 韦 做 原来 函 
数 y 三 A(z) 的 三 阶 导数 ， 记 作 
mm 和 号 各 了 
多 于 {) 、 或 dr 
一 般 地 , 如果 (nn 一 1 阶 导 数 mn pet) 的 导数 存在 ， 这 个 导 
数 就 叫做 原来 函数 zy = 7(x) 的 % 阶 导数 , 记 作 
mn) pn Gk 了 
中 ) A! Cr}. 或 J 
和 求 高 阶 导数 只 条 要 进 4 一 连 冲 通常 的 微分 运算 ， 因此 不 需要 
什么 另外 的 方法 . 下 面 提出 几 个 求 初等 函数 高 阶 导 数 的 例子 . 
例 1， 求 柬 次 多 项 式 8=Coz ”十 Cax2 十 … 十 Go 十 Ga 的 各 阶 
导数 ， 
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解 Y=" 二 (HD ear™ 二 十 Qn-1 
是 (8 一 1 次 多 项 式 . 可 见 经 过 一 次 微分 运算 ， 多 项 趟 的 次 数 就 成 去 .这 
样 累 次 微分 下 去 , 易 知 妈 阶 导数 


y= pl a 
只 是 一 个 常数 .由 此 ， 


yy t= 0. 
这 就 是 说 ， # 次 多 项 式 的 一 切 高 于 ?2 戎 的 导数 都 是 零 . 
例 2. 求 指数 函数 yY 一 2 上 二 Qa* 的 台阶 导数 . 
解 y=e@”™*, yy’ = y=08, ee 站 一 PEaz 
y= =naa, y=(naa,, y=(Ina)"a”. 
例 3. 求 y 二 sinx 的 吕 挤 导数 . 
解 一 cosz=sin(z 十 各 入 =cos(z+ 各 | 


=sin(z 十 2 各)…， zym=sin(z 十 2 去) 
例 息 求 y=In(1+x) 的 # 阶 导数 . 


解 :ll ”ol 作 一 1 :2 es 
VI tr YT 


y= (Dm -到 二 


84.9 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


在 解析 几何 中 ,我 们 讲 过 方程 组 
T=p(t), y= CD) 
在 平面 上 一 般 地 能 表示 一 条 曲线 , 它 信 叫 做 这 个 曲线 的 参数 方程 。 现 设 
这 两 个 函数 p()、g( 由 都 有 导数 p“ (四 、Y'( 四 ,而 且 第 一 个 灿 数 具有 单 什 
连续 反 函 数 # 一 丈 (z). 于 是 , 当 g(t) 二 0 时 , 这 个 反 遂 数 的 导数 存在 , 并 且 


-at __ 1 加 
是 一 TS 4 6)， 把 1 二 Fr) 代 入 (如 ,得 曲线 的 直角 坐标 
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方程 
y= ps l= A). 
把 1 二 殉 (x) 看 作 中 间 变 量 , 该 函数 (x) 为 x 的 复合 炒 数 , 它 的 导数 
存在 (§ 4.7), 并 且 按 照 复 合 函 数 的 求 导数 法 , 它 的 导数 是 : 
dy 
dy dyadt_dt yu 
Yadr ad dr de pH) 
df 
由 此 可 见 , 我们 不 必 重 新 建立 yj 对 于 工 的 直接 关系 ,由 已 给 方程 组 
(1) 就 能 求 出 y 对 于 x 的 导数 ; 因 之 ， 也 就 列 害 了 二 线 (3) 的 外 线 解 这 . 
当 t 二 tv, 设 曲 线 上 一 点 的 化 标 为 
xo=p{t), yo= (to), 


C2) 


册 在 该 点 曲线 的 切线 方程 是 
(x— rp to)—{y— yp (to) =0 《3》 
局 TT To yf Yo. 
或 Pe) U0) 
而 法 线 方程 是 
(rr— rg tot ly — ye to) = 0. Cd) 


如 果 再 假定 pg 站, % (站 存在 , 则 乡 对 xz 的 二 阶 导 数 可 按照 复合 画 
数 求 导数 法 及 商 的 导数 法 来 求 : 


-dy dd ad pn 1 
yar dl dr (S878) ) 


PND (LD 
a ® 


例 1， 求 参数 方程 


下 a Cos:t, 
y= a sin 


所 确定 的 函数 的 导数 ， 


， ar 2 1 dy inz 
解 it 3a cos’t sint, 让 32 sin?t cost. 


i re 
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代入 《2 得 到 


dy 3asin’tcost _ Nx 
dr —3acosiisint tgt (二 4 为 整数 )， 


例 2， 求 权 贺 


a 
多 一 如 Sin 


在 t= 地 的 切线 方程 和 法 线 方程 ， 


dD _b 
解 dr p(t) actet, 
dy 本 
而 Ax tc 至 让” 


所 以 精 加 上 对 应 于 1 一下 的 点 (- 务 ,- 务 处 的 切线 方程 为 


(二 
即 br+ay— v2ab: 
而 法 线 方程 为 
-元 )= 包 :- 间 ) 
即 _ az 一 如 =- 方 (2 一 的 . 
例 3 设 


人 一 好 [人 一 Sin 全 
y=a(l— cos 0). 
求 这 组 参数 方程 所 确 定 的 函数 的 二 阶 导 数 ， 


d 
— La(l—cosd)] : 
dy _ 本 一 -sing (8 二 24t, 7 为 整数 )， 


解 二 
向 [a(0—sing)] 1 cos 


和 
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Ady.. il sing | 1 = (tos)cos0 -sin-l 
五 一 二 一 
dx dll1l~cos0d 所 [ze(9 一 sing] all—cosd) 
COS 人 一 一 ] 


a{tl—cosd)” a(l—cosd)’ (9 于 24X, RR 为 整数 ). 
曲线 的 极 坐 标 方 程 作为 参数 方程 。 设 已 给 曲线 的 级 坐标 方程 为 


Y 一 专人 )， C8) 
利用 直 前 举 标 与 极 举 标的 美 系 T 二 rcos6,y =rsint, 则 方程 组 
r=r(0) -cos0, y=r(D) -sing 《7) 
就 是 曲线 46) 的 参数 方 称 , 其 中 参数 为 极 角 总 
应 用 公式 (27, 这 个 曲线 的 切线 斜率 是 


My dr rsind trtd)ecosd 


Vad rcosd rr{osing 


_r (Ntedtr() 
rr{(Ated 


设 曲 线 在 点 相 (7 ,四 的 矢 径 右 于 与 切线 逆 玉 
间 的 交角 为 和 则 因 上 二 4 一 9( 图 4.4, 故 有 


T (C8) 


四 mbtgg. 
tgg=tg(2— 人 A ity tag 0 
把 C8) 中 yy 的 表达 式 代 入 再 化 简 , 即 得 
ra | 图 4.4 
tg $= ra): 9) 


例 4 斌 求 心 形 线 
r=a (1—cos) 
的 $9 和 a (图 4.5). 
解 "0) = asing:. 


一 -了 一 人 一 一 
tgy i tsind 2 ee tg 2 
SFACOS 
2 2 
‘0 
又 ce 一 w+B= .38 


84.10 微分 概念 


. 设 函 数 y=7x) 在 某 一 区 间 (4 玉 内 有 定义 , 并 在 区 间 内 一 点 z 为 
连续 ， 于 是 , 当 自 变量 z 的 增 量 Ax 趋 于 零 时 , 对 应 的 函数 的 增 量 
Ay=f/(r+Ar)— f(x) 
也 趋 于 零 ， 但 一 般 说 来 , 增 量 Ay 是 Ax 的 很 复杂 的 函数 , 例如 
yx Ay=(T+AX)— Xx =r ArT+IT Ar) (Ar)’, 
y=8inr, Ay~=sintr+ArT)—sinr 
=2cos(z + 竺 ]sin 等 ( 才 看 44 .4 例 3， 
现在 的 问题 是 要 用 Az 的 一 个 线性 函数 4.Axy (其 中 有 4 是 不 依赖 
于 Az 的 ) 来 近似 地 代替 Ay。 说 得 精确 些 ， 就 是 要 找 出 4 使 得 Ay 与 
委 - 友 7 之 头 是 比 Ax 较 高 阶 的 一 个 无 穷 小 , 即 
i Ay=A:Ar+i:Ar ( 当 Ax 一 0 时 ,8 一 站, (1) 
如 果 隔 数 jy 二 xr) 在 点 x 的 导数 存在, 这 个 问题 立刻 可 以 得 到 解 
答 ， 因 为 这 时 
=f'(z)= limAY, 
所 以 当 Ar 一 0 时 , 差 
是 一 个 无 穷 小 .由 此 
Ay=y Ar+o:Ar ( 当 态 x 一 0 时 , a 一 们 ， {2) “ 
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其 中 导数 y' 二/'(x) 是 不 依赖 于 Ax 的 , xc-Az 是 比 x 较 高 阶 的 一 个 无 
穷 小 ， 于 是 以 y 为 系数 的 人 x 的 线性 函数 yAx 就 是 我 们 的 答案 . 

其 次 , 我 们 还 要 问 是 否 有 另外 一 个 Ax 的 线性 函数 4.Ax 适 合同 样 
要 求 ， 可 以 证 明 , 如 果 有 不 依赖 于 Ar 的 4 存在 使 等 式 (满足 ， 则 4= 
# 。 为 此 ,把 人 的 两 边 各 除 以 Ar 而 令 Ax 一 0, 即 有 


人 = 484 


这 就 是 说 , 导数 y’ 存在 且 等 于 4. 因此 , 除 掉 y. At 外 , 疫 有 其 他 线性 函 
数 能 适合 我 们 的 要 求 ， 
由 于 以 上 说 明 , 我 们 有 下 面 的 定义 ， 
定义 ” 设 函 数 y 一 /(x) 在 点 x 有 导数 y', 则 自 变 量 的 增 量 Ax 与 这 
个 导数 的 乘积 /-.Az 叫 散 函 数 在 该 点 z 的 微分 , 记 作 
dy —y hr 《3) 
这 时 ( 即 微 分 存在 亦 即 导数 存在 时 ) 并 叫 函数 在 该 点 寺 是 训 微 分 的 . 
再 着 重 指出 , 函数 的 微分 有 两 个 特性 ， 
1 它 是 自 变量 的 增 量 Ax 的 线性 函数 (以 导数 为 系数 )， 
2" 它 与 函数 的 增 量 之 差 是 比 Az 较 高 阶 的 一 个 无 夯 小 ， 
由 微分 的 定义 及 公式 (区, 增 报 Ay 可 以 写 为 
Ay=dy+aAr. : (4) 
uy” 二 0 时 ， 可 见 和 y( 二 y+Ax 二 和) 与 Ay 为 等 价 无 穷 小 ， 或 者 说 ， 在 
Ax ”0 时 , 函数 的 微分 是 函数 的 增 基 的 主 部 ， 用 简单 的 微分 dy 来 代 将 依 
赖 于 Az 的 很 复杂 的 增 量 Ay, 由 此 所 产生 的 误差 是 比 Ax 较 高 阶 的 一 个 
无 穷 小 , 这 就 是 微分 在 近似 计算 上 所 起 的 作用 .关于 这 一 方面 我 们 在 另 
一 节 中 再 加 讨论 . 
必须 指出 , 微分 表达 式 (9) 中 的 AyY 是 自 变量 z 的 一 个 任意 增 量 (并 
且 不 依赖 于 z), 不 必 假定 它 是 无 穷 小 ; 但 在 假定 它 是 无 穷 小 时 , 微分 dy 
也 必然 是 无 穷 小 并 且 ( 当 y' 和 0 时 ) 是 无 穷 小 增 量 &y 的 主 部 ， 
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” 例 1， 求 晒 数 y=x?+1 在 =1,Ax ==0.1 时 的 增 量 及 微分 . 


解 Ay=(1.1):+1—[l:+1]}=0.21; 
在 点 . x=1, y=[2r]x-i=2, 
所 以 dy =p "Ar =20.1=0.2. 


例 2.， 半径 为 x 的 球 的 体积 多 = 号 zz= 在 半径 增 大 A* 时 , 求 体积 的 
增 量 及 微分 . 
解 增 量 AV 一 x(7 二 A?)? 一 千 z7* 二 447?.Ay 十 4x7-(Az)? 十 


(Mr) 微分 dV 二 VAr 二 dr7AY,. 
在 Ar 一 0 时 ,由 增 量 本 身 就 看 而 4 是 它 的 主 部 ， 
微分 的 几何 意义 在 yy 一 f(x) 所 
表示 的 曲线 上 (图 4.6? 取 点 开 人 ,2 
及 它 邻 近 的 点 入 x 二 Ar, y+ 人 AD). 
作出 肝 及 谋 的 纵 标 PM 及 PWM', 过 
点 产 作 平行 于 x 轴 的 直线 与 P' 衣 ' 相 
谈 于 点 包 ; 又 作曲 线 y 二 fz 在 点 计 
图 4.6 的 切 给 , 交 已 有 开 于 了 了， 和 于 是 
VQO=Ar, QM =Ay, QT=F(rIAr = dy. 
因此 ， 当 入 y 是 曲线 的 纵 标的 增 量 时 ， 必 就 是 切线 的 纵 标 的 对 应 增 量 . 
yy 与 dy 之 差 在 图 形 上 是 TM'; 一 般 地 , 它 是 随 着 Ax 傅 小 而 筷 小 , 并且 
要 比 Ax 减 小 得 快 些 . 


“5 4.11 微分 的 求法 : 微分 形式 不 变性 


我 们 把 自 变 量 的 微分 认为 就 是 函数 y=+ 的 微分 ， 则 根据 前 节 的 
式 (3)， 
dxr= Ady=(r) "Ar=1Ar=Ar, 


[第 四 章 } 、， 导数 及 微分 281 
由 此 , 画 数 y= 二 (x) 的 微分 可 以 写 为 习惯 采用 的 形式 


dy=y "dx (=f (x) drl. (1) 
根据 上 式 , 可 见 导 数 y' 可 以 看 作 是 dy 与 疏 之 商 : 
y= (2) 


以 前 我 们 必须 把 - 怨 - 看 作 是 导数 的 整个 记号 ， 现 在 在 引进 微分 概念 之 
后 , 就 可 把 它 作为 分 数 来 处 理 ， 因 此 ， 在 分 析 运 算 中 ， 它 给 予 我 们 以 极 
大 的 方 使 , 
” 求 已 知 函 数 的 微分 ， 同 求 它 的 导数 一 样 ， 也 是 散 徽 分 法 ， 如 果 导 
数 六 已 经 求 出 , 要 求 微分 dy， 只 要 用 oY 去 履 yy 就 行 了 .例如 
，” 当 yw 二 sinx 时 ， y=cosx, 所 以 dy =cosrar. 
同样 ,可 以 根据 函数 的 和 . 积 . 商 的 求 导 数 法 则 性 4.5), 得 到 国 数 的 和 、 
积 , 商 的 求 徽 分 法 则 .例如 , 由 函数 冬 积 y 二 22 的 导数 上 4.5 定理 2) 
y=(u0) = uv vu”, 
把 它 的 两 边 各 乘 以 尾 后 , 即 得 微分 
dy =d( 0) = wavt vd. 
为 了 便于 检查 , 我 们 列 出 微分 基本 公式 表 及 微分 法 则 如 下 ; 
微分 基本 公式 表 


1. y=¢ dy =0 

2 y=x" 一 Ar er 

3 ya dy = 0 na dx 
y=@”™ dy ear 

4. y=loga x ty = EE dy 
yn oy 


r 
zy 一 cos ar 


[| 
Te 
| 
的 
S: 
be 


要 
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6, y=cosx 


7. yigr 
3. y=ctgx 
9. y=arc sinx 
10. y=arccosr 
ll. y=arctgr 


12. y=arcctgx 


13. 3z 一 Sh 了 
14. y=chr 


15， y=thx 


16. y=arshx 


17. y=arch 


18. zy 一 arth 


微分 法 则 

I. d(a+to) = dut dy 

Il. dlan) = wu dyvt vadu 
gc 二 Ci 


I a( &)= vau— wu dv 
+ T 如 


微分 形式 不 变性 


中 


分 析 
ty=— sinx Ar 
2 a 
dy = Sec ra = Co 
2 _ ar 
(二 一 CSC rar 一 na 
人 二 一 
_ dr 
y= 一 
y= 
dr 
dy i+x? 
dy =—eh rar 
~ dy=sh rar 
dy = 
_ dx 
YW 
__dr 
Yr 
y= 


我 们 已 经 知道 , 当 国 数 #= 斥 雪上 共有 导数 而 如 
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为 自 变 量 时, 其 微分 为 落 三 广 (202at。， 今 设 & 不 是 自 蛮 量 而 是 ~- 个 具有 
导数 的 函数 #= gx) 那 未 8 的 微分 是 怎样 的 形式 ? 我 们 只 要 应 用 复合 
函 数 微分 法 就 能 解决 这 个 问题 ， 实 蒜 上 ， 


‘yy 


yx pr fu) P(t), 
于 是 | dy = yx dr = (up (rx) ar; 
但 | du= 9 (rT) adr, 
所 以 . dy = FC0) du 


这 就 是 说 , 不 论 刀 是 自 变量 或 是 中 间 变 量 , 函数 y= ft 习 的 微分 形 
式 是 一 样 的 , 这 样 的 性 质 叫 做 微分 形式 不 变性 . 

由 于 这 个 性 质 , 如 果 不 是 自 变 量 而 是 中 间 变 量 w==g(x), 在 上 面 
的 微分 基本 公式 表 中 把 工 换 为 &， 这 些 公式 仍 是 正确 的 . 

例 利用 微分 形式 不 变性 ， 求 函数 y = es 的 微分 . 

解 令 x=sinx,， 则 dz=cosy dr, 
于 是 


dy edu=e cosyr ar. 
$4.12 微分 应 用 于 近似 计算 及 误差 的 估计 


1.， 近 伺 计 算 ”我们 已 经 知道 如 果 在 点 之 一 ze 函数 y 一/(x) 的 导数 
疡 (xz 于 0 则 当 Az -0 时务 数 的 徽 分 dy 是 函数 的 增 量 Ay 的 主 部 ， 于 
是 , 不 计 高 防 无 穷 小 , 我 们 有 近似 等 式 
Azy 二 ti £1) 
或 更 详细 些 ， 
Ay=f (rotAT)— firo)T fro :Ar. [27 
一 般 说 来 , 求 增 量 的 手续 繁复 而 求 微分 的 手续 简单 , 所 以 当 |Ax| 很 
小 峙 ,我们 就 利用 上 面 的 近似 等 式 来 计算 函数 前 增 量 Azy 的 近似值 或 函 
数值 F(xo 二 Ax) 的 近似 值 。 
例 1， 半 径 为 10 厘 米 的 金属 加 片 加 热 后 , 半径 伸 长 了 0.05 厘 
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米 , 问 面积 约 增 大 了 多 少 ? 

解 ” 址 4.7? 分 别 表 示 这 圆 片 的 面积 及 半径 , 则 

. 一 mr 

现在 + 二 10 厘米, 六 7 二 0.05 厘米 , 求 面积 4 的 对 应 的 增 莉 ， 由 于 

Ar 并 不 大 , 所 以 要 求 的 增 量 可 用 它 的 微分 作为 近似 值 . 
AAad4=2Xx7Ar=2x'10:0.05 二 x 平方 厘米 . 
例 2. 求 和.02 的 近似 值 . 
解 考虑 函数 (x) 二 YT， 取 0=1、Ax 二 0.02， 由 公式 (2)， 
I= FrotAxr) ss 人 


但 fr)=1, fF'(roAr= yA = = 让 


3 1 15l 
故 102~1+150™ 150- 


8， 在 |z| 很 小 时 ， 导出 下 列 近 似 公 式 ，; 
el],， lnIL 十 不) 六 丰 ， Sinz rx, ter 之 x, 


l+x 1 十 去 7 


解 在 公式 全) 中 令 zo= 小 并 把 Ay 换 写 为 xz， 我 们 有 
FAO FOOT FO -x. {3) 
于 是 , 对 于 函数 e*, 因 f(0) =1， /0= 就 得 
国 之 ] 十 工 . 
类 似 地 , 读者 自 己 可 以 导出 其 余 公 尺 
2. 误差 的 估计 在 这 里 我 们 先 讲 关于 误差 的 几 个 术语 . 如 果 某 量 的 
准确 数值 为 4, 它 的 近似 值 为 必 则 4 与 e 之 差 的 绝对 值 |4 ”al 叫做 a 的 
绝对 误差, 而 绝对 误差 与 | 的 比值 | 和 二 | 叫做 a 的 根 对 误差 .在 实际 


”问题 上 ., 因为 准确 数值 4 往往 无 法 知道 , 所 以 绝对 误差 或 相对 误差 也 就 
无 法 求 得 ,但 范 已 知 用 a 作为 准确 信和 4 的 近似 值 时 产生 的 误差 
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限度 是 一 个 正 数 5, 就 是 说 有 一 个 尽 可 能 小 的 正 数 8 使 得 A 一 a 所 , 则 台 


叫做 最 大 绝对 误差 ， 而 | 和 叫做 最 大 相 对 误差 . 因为 实际 上 所 考虑 的 近似 


值 的 误差 问题 都 是 它 的 最 大 绝对 误差 和 最 大 相对 误差 , 为 简便 起 见 可 以 
省 去 “最 大 "两 字 , 就 叫 最 大 绝对 误差 为 绝对 误差 (有 时 更 简 为 误差) 最 大 
相对 误差 为 相对 误差 也 不 致 于 发 生 误 会 . 
” ” 现 设 数量 r 可 以 直接 地 度量 ,而 倚赖 着 z 的 数量 y 则 依 公式 y 二 
f(x) 来 确定 .在 度量 + 时 所 产生 的 误差 设 为 Ax, 由 此 就 引起 数量 y 的 
误差 设 为 Ay， 我 们 不 知道 误差 Ax 的 准确 值 , 可 是 据 佑 计 它 的 最 大 绝对 
误差 是 3:Axzr| 和 83( 通 常 8 是 已 知 的)， 于 是 , 在 |Ax| 很 小 时 , 由 于 Ay 之 
yy; 我 们 有 
lAglx|F (x) Ar slr (ro. 
因此 , 用 实际 度量 的 x 值 算出 近似 值 /(x) 来 代 符 准确 值 /(x 十 Ax) 


时 , 可 用 |/'(x)|.8 作 为 近似 信 /(x) 的 最 大 绝对 误差 , 而 用 5 区 


作为 它 的 最 大 相对 误差 . 

例 1， 若 度量 圆 的 半径 > 时 最 大 绝对 误差 是 0.1 厘米 , 测 得 的 > 值 
为 21.5. 厘 米 ， 问 当 用 公式 4 = zx: 计算 这 圆 面积 时 它 的 最 大 绝对 误差 
约 为 若干 ? 


dd 


解 . la&AIxIaAl= Ar =|2xr :Ar|, 
但 Iazr| 和 0.1 厘 米 ， * 三 引 .5 硅 米 ， 
故 认 4l 乏 2z 21.5.0.1=4.35 平方 是 米 ， 


邯 面积 的 最 大 笔 对 误 莽 约 为 4.37 平方 厘米 . 

例 2， 量 一 立方 体 的 边 长 ,其 准确 答 度 应 如 何 , 方 能 使 算得 的 体积 的 
相对 误差 不 超过 1%? 

解 ” 因 z>=z3， 两 边 取 自 然 对 数 并 微分, 即 得 


Hy dr 
饭 于 


es 


所 以 
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第 五 章 中 值 定 理 


在 前 一 章 中 我 们 已 经 掌握 了 微分 法 的 技术 , 现在 要 进一步 来 研究 关 
于 导数 的 一 些 更 深刻 的 性 质 一 一 这 些 人 性 质 是 微分 学 的 理论 基础 因为 这 
些 性 质 都 和 自 变 量 区 间 内 部 某 个 中 间 值 有 关 , 所 以 总 称 为 中 值 定理 . 


8$5.1 中 值 定 理 


我 们 先 讲 罗 尔 定理 , 然后 根据 它 推出 在 微分 学 上 极其 重要 的 两 个 定 
理 一 一 拉 格 半日 中 值 定 理 及 柯 西 中 值 定 理 ， 

罗 尔 (Rolle) 定 理 ” 若 函数 /(x) 在 闭 区 间 [4, 凶 上 连续 , 县 在 开 区 
各 (c, 纪 内 具有 导数 ， 又 在 区 间 两 端点 的 函数 值 相等 ， 即 /(4) =/( 妨 、“ 
则 在 该 区 间 内 至 少 存在 一 点 #(4<<&< 名 ,使 在 该 点 酒 数 的 导数 等 于 零 ， 

F(£) =0. 

证 因子 数 f(x) 在 阔 区 间 [4, 妇 上 为 连续 , 故 在 该 区 间 上 它 取 得 最 
大 值 于 和 最 小 值 xm 人 3.3 定 理 TD， 

现 分 两 种 情形 来 讨论 ， 

第 一 , 若 六 = 4 因 函 数 /(x) 在 最 大 值 末 和 最 小 值 加 之 间 , 故 它 在 - 
区 间 [&,5] 上 恒 等 于 常数 本。 于 是 它 的 导数 产 (z) 必 在 这 区 间 内 为 零 , 而 
区 间 内 每 一 点 都 可 取 作 为 &, . 

第 二 ， 车 入 二 傣 ， 则 两 数 轧 ， 改 中 至 少 有 一 不 等 于 在 端点 的 函数 
值 F(e)= 产 下 设 型 Je) 并 设 专 为 (c 且 内 一 点 能 使 F(e 二 村， 我 . 
们 就 要 证 明 7'(&) 二 0. 

, 由 于 f(x) 在 & 处 最 大 , 故 不 论 A+ 为 正 或 负 总 有 


flé+AT)— /A(A) <0, 
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当 和 xz > 时 ， 


EtAT) THES) 0 
Ar ™ 站 


又 由 于 假定 (各 存在 , 即 jim 帮 和 二 GE 一 太后 存在 , 故 (2.3 定 
理 2) 
/0 = lm AD 
同 理 , 在 Ax < 小 时 , 可 以 推 得 
EN FE+Ar)- HE) 
(= lim, AT 


因此 , 必然 有 
六 (= 
这 就 证 明了 本 定理 ， 
” 软 尔 定理 的 几何 意义 是 : 若 连 续 曲 线 y= xz) 的 弧 4B 上 处 处 具 
有 不 垂直 于 轴 的 切线 且 两 端点 的 纵 标 相等 ， 则 在 这 弧 上 至 少 能 找到 一 
点 ， 使 曲线 在 该 点 处 的 切线 平行 于 工 轴 图 5.D. 


四 5.1 蔽 5.2 
拉 格 明日 (Lagrange) 中 值 定理 设 函 数 .Ar) 在 闭 区 间 [a, 如 上 连 
继 ， 且 在 开 区 间 (a, 廊 内 具有 导数 ， 则 在 该 区 间 内 至 少 存在 一 点 2 所 
&< 动 ,使 等 式 
扰 站 一 扰 国 一 全 一 们 产 ( 呈 {DD 
成 空 . : 
显然 , 罗 尔 定理 是 拉 格 朗 日 定理 当 f(a) = f(D 时 的 特例 . 
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因为 三 名 二 太 从 是 曲线 y=/(x) 上 两 点 4(a,f(a))，B(b,f()) 连 
接 起 来 的 弦 的 斜率 (图 5., 所 以 拉 格 裔 日 中 值 定理 的 几何 意义 是 ; 若 弧 
4B 上 处 处 具有 不 重 直 于 x 轴 的 切线 , 则 在 这 弧 上 至 少 能 找到 一 点 使 曲 
线 在 该 点 的 切线 平行 于 藤 4B， 从 图 形 上 看 来 , 这 与 罗 尔 定理 类 似 , 不 过 
这 时 天 AB 不 一 定 平行 于 工 轴 而 已 我们 给 予 分 析 的 证 明 如 下 . 
证 引进 辅助 函数 


plr)=f(7) f(a) -LOT 0). 
(在 上 图 中 , 它 表示 油 线 的 纵 标 与 弦 的 纵 标 之 兰 )、 不 难看 出 , 函数 pfz) 


”适合 罗 尔 定理 的 条 件 , 即 : 9(4) 二 pg(5) =0, p(x) 在 闭 区 间 [4,5] 上 连续 ， 
导数 g"(x) 在 开 区 间 (&, 如 内 存在 且 等 于 


g(x)=f(r) -A =A0). 


根据 罗 尔 定理 , 可 知 在 2, 8 之 间 至 少 有 一 点 使 得 


a rey 天 及 一 大 四 
p86)=/(8) -LDA 0. 


让 此 得 AD -fa (Ba) ft), 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 

显然 , 公式 5 对 于 < ea 时 也 是 成 立 的 . 

证 得 的 会 式 人 叫做 拉 格 朗 日 中 值 公式 , 它 在 微分 学 中 占 着 极其 重 
要 的 地 位 ,我 们 以 后 要 不 止 一 砍 地 应 用 到 它 ， 

设 二 为 区 闻 (e, 久 内 一 虚 ，Y 一 Ar 为 这 区 间 内 的 另 一 点 (Az >0 或 
Az<0j， 则 拉 格 项 日 中 值 公式 在 区 间 [， xr 十 Ax]( 当 Ax >0 时 ) 或 在 区 
间 [x 十 Ax,x]( 当 Ax <0 时 ) 十 就 成 为 男 一 形式 


fritAr)— f(r)= (rTOAr) :Ar (0< EC< 1)， (2) 
这 里 数值 8 是 在 0 与 1 之 间 , 所 以 f 十 8AxY 是 在 x 与 x 十 Ar 之 闻 ， 时 


apt 


a ag rm 一 
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公式 (]) 中 的 & 一 样 , 9 的 存在 是 肯定 的 ,但 一 般 地 它 的 准确 数值 是 不 知 
道 的 . 虽然 9 是 不 知道 的 数值 , 但 这 并 不 妨碍 公式 (2 在 分 析 学 中 的 各 各 
应 用 . 

把 (2) 写 为 Ay 一 (x 十 9Ax).Ax 并 与 在 前 章 1§ 4.10 公式 (1] 获 
得 的 增 量 表达 式 Ay 一 产 (x)+Ax 二 gq'Ax 比较 ， 可 见 函 数 的 微分 
dy 二 (x) Ar 只 能 作为 增 量 Az 的 近似 表达 式 ,并 且 必 须 当 Az-0 
时 , 误差 才 趋 于 零 ; 而 Fx 二 OAx)Ay 则 在 Ar 是 有 限时 就 是 增 量 Ay 
的 准确 表达 式 . 因此 , 在 某 些 问题 中 当 自 变量 x 取得 有 限 增 量 Ax 而 需要 
函数 的 准确 增 量 时 , 拉 格 朗 日 中 值 定 理 就 显 出 它 的 价值 ， 这 个 定理 也 叫 
做 有 限 增 量 定理 , 它 的 命名 的 来 源 是 不 难 理解 的 . 

作为 本 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 来 导出 在 以 后 讲 积分 学 时 很 有 用 处 的 
一 个 定理 . 我 们 已 经 知道 在 某 一 区 间 上 为 常数 的 函数 , 它 的 导数 恒 为 零 
它 的 道 定理 也 成 立 , 就 是 ; 

如 果 画 数 /(x) 在 区 间 (4,5) 上 的 每 一 点 的 导数 为 霍 ，/(x) =0, 则 
函数 在 该 区 间 上 同一 个 常数 ， 


事实 上 , 在 区 间 (e, 信 上 任 取 两 点 xi. xs, 应 用 拉 格 朗 日 定理 ,我们 有 
Azo)— f(r)= rr) (在 xzs 之 间 )， 

由 假定 , A116) =0, 所 以 f(z) = Frza)， 

这 就 是 说 ， 在 区 间 上 任意 两 点 的 函数 值 都 是 相等 的 , 也 就 是 说 , 函数 
在 区 间 上 是 一 个 常数 . 

拉 格 朗 日 中 值 定理 的 一 个 重要 推广 是 下 面 的 定理 . 

柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 ” 设 两 函数 六 xz)、 玉 (xz) 在 闭 区 间 [e, 人 上 连 
续 , F(x). F(x) 在 开 区 间 (a, 有 内 存在 , 且 (x) 在 (4,6) 内 短 一 点 均 不 
为 零 , 则 在 4,5 之 间 至 少 存在 一 点 <， 使 得 


f(b fla) fF(E) ca) 
Fo F(a FE 
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成 立 , . 
车 取 记 (7 二 7x; 则 FD) 一 Fa)= 6 一 gg 六 (zx)=1, 而 公式 (3) 就 可 
以 写 为 : | 


和 


ff DFE (在 (QD) 内 ), 
这 就 变 成 拉 格 朗 日 中 值 公式 了 . 所 以 我 们 可 以 说 : 拉 格 朗 日 中 值 定理 是 
柯 西 中 值 定理 的 一 个 特殊 情形 . 
证 首先 注意 到 六 ( 轧 一 FLQ) 宇 0， 这 是 由 于 
FD — Fla = (0— a (y), 
7 在 2、 5 之 间 ， 而 FF (9) 不 能 为 零 的 缘故 ， 
引进 辅助 函数 


px)=/(7)—/(0 ~ fA LF Fo)) 


这 冰 数 就 是 从 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定 理 时 的 辅助 函数 变 来 的 , 只 要 在 其 中 
以 FFD) 一 F(a) 代 蔡 5 一 &a 而 以 F(x) 代替 x 即 可 , 

不 难看 出 ,函数 ptzr) 适 合 罗 尔 定理 的 条 件 , 即 ; p(a) 二 p(D) ==0, 
ptx) 在 [a,5] 上 连续 , 导数 p"Cx) 在 {a,6) 内 存在 并 且 等 于 


v0)= (2) FHA Fr). 


根据 罗 尔 定理 , 相知 在 &.5 之 闻 至 少 有 一 点 & 使 得 


+ rr AD— f(a) .mr 一 
pO)=7 (0 — DAD. P(e)=0. 


FD) _ fe) 
因此 得 FF te: 


而 定理 证 毕 ， 


$5.2 罗 必 烘 法 则 
车 当 # 一 &Y 一 co 时 ,两 个 函数 扩 z)、F(zi 都 趋 于 零 或 都 趋 于 无 穷 
大 , 风 极 限 jg 可 能 存在 、 可 能 不 存在 通常 把 这 种 极限 叫做 
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未 定式 , 并 分 别 简 记 成 人 或 吕 . 在 $2.7 中 讨论 过 的 极限 fimy S95 训 是 


未 定式 全 的 一 个 例子 . 对 于 这 类 极限 (即使 它 存在 ) 不 能 运用 “ 商 的 极限 
等 于 极限 的 次" 这 一 法 则 ， 下 面 我 们 将 根据 柯 西 中 值 定理 来 推出 求 这 类 
极限 的 一 种 简便 且 重 要 的 方法 , 即 所 谓 罗 必 塔 GHospitaD 法 则 - 

1， 未 定式 全 


定理 1， 设 

1 当 x 一 a 时 ,函数 f(r) ,F(x) 都 超 于 沦 ， 

2 在 点 & 的 某 一 邻 域 内 (点 a 本身 除外 )}， 产 (7)、 产 (Xx) 均 存 定 且 
F(x)A0,. 

» 1 F(x) 

3 Bm 去 存在 (或 元 穷 大 )， 


72 A(x) 
则 : | lim FE) = 到 人 


这 定理 的 结论 就 是 说 ， hm 友人 名 存在 时 ,im 大) 也 存在 且 等 


F(x) f(x) fr) 
于 lim Fr) : 当 lim F(x ) 为 无 穷 时 , lim Fr) ) 也 是 无 穷 ， 


证 由 于 条 御 1, 可知 x=&a 或 是 /Ar), 下 (x) 的 连续 点 或 是 可 去 问 
断 点 .若是 连续 点 , 显然 有 f(a) = 天 (四 三 省 若是 可 去 间断 点 ,就 补充 定 
区 或 改变 定 愉 使 得 这 两 个 图 数 在 点 了 = 中 处 连续 (3 3.2 末 段 ), 从 而 也 有 
fla)= F(a)=0. 

现 设 工 为 该 邻 域内 的 一 点 ,在 以 7 及 a 为 端点 的 区 间 上 对 函数 
x). 六 (zx) 根据 条 件 2, 应 用 柯 西 中 值 定 理 , 得 到 


Fx) Fr)-fim _f(E) 
Flr) Flr)— Fla) F(A) (# 在 x 与 4 之 间 ). 


在 此 式 两 端 , 令 x 一 a 求 极限 并 注意 到 zr 一 ga 时 a, 并 根据 条 件 3 部 


iii 
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得 要 证 明 的 结论 . 


如 果 -名 必 生 当时 也 呈 -人 的 未 定式 , 且 这 时 广元 )、F(z) 能 满 
足 定理 中 要 求 f(z), F(x) 满 是 的 条 件 , 则 可 用 罗 必 塔 法 则 先 确 定 
lim Lt 和 从 而 再 确定 lim 其， 即 - 


上 一生 
， (x) F(x) F(x) 
lim ser) FY lm pry 
且 可 依 吡 类推 . 
"一 3 十 2 
例 1 求 lim ~ 一 必 : 一 光 十 1 的 值 
解 
ji LT 3rt+2 lim 3 一 3 :im -3 
ID rr rtl wri—ir-] dr-2 0° 
,Ee “—2r 
下 2 求 ji 的 人 
解 
Ee” 2X. e+e "2 
lim 和 一 Siny x 1 一 CosY 
=jime ~ 一 2 ”_ nete” _ 
xD Sinx x COSE 
一 COSY 
例 3， 求 lm ein 的 值 . 
解 
tim XCosx liml— cos* + rsiny 
x XS -x0 1 一 COSY | 
_ 1 sin FXCOSE .3cosY 一 zsiny . 
-lim Sinx lm COSX 3 
推论 设 


1 当 x 一 00 时 函数 f(x7), R(x) 都 赵 于 滞 ， 
2” 产 (xz) 与 去 (7Z) 当 |zl> 六 时 存在 ， 且 FT7) 十 0， 
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。 ，， ‘(x) . 
中 lim 友 EE 存在 (或 无 穷 大 )， 


(zj (z) | 
刚 血 钨 |- 好 友 的 | 


定理 1 后 面 的 说 明 也 适用 于 本 推论 . 
证 令 x= 荆 ， 则 x -co 等 价 于 z 0， 因 而 


(x) _ /AD) A(X- 去) 


lim Fe tim a(t) m 


2 
会 (2) 
. im 天 席 
=lim 
ED 和 1. lim Fr)" 
rd) 
这 一 系列 等 式 中 的 第 二 等 式 是 应 用 了 定理 1 的 结果 
| Barctgx 
例 午 I 
+ 1 
x 
-arctg -Tr 
ew 
人 x 
2. 床 定 式 宅 . 
定理 2 设 - 


1 当 r=a 时 函数 A(xz), Fx) 都 霜 于 无 穷 大 ， 
2 在 a 点 的 邻 域内 (a 点 本 身 除外 )/'(z). 所 (zx) 都 存在 , 生 
Fr} 0, 


A(x) 
3 lim Fr 各 存在 (让 导 大 ) 
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一 vv 7 


fr) F(x) 
则 lim F(x) lm Fr)" 
本 定理 的 证 明 较 繁 , 这 里 不 证 了 。 
推论 设 


1 浸 一 00 时 函数 f(r). P(x) 都 趋 于 无 穷 大 ; 
2 (x) 与 所 (x) 当 |x|>N 时 存在 , 且 扩 (x) 才 0， 


oo f(r) 
3 lim Ftr) 存 在 (或 无 穷 大 )， 
则 


i fF) | FY) 
J Ft) Me Fry 


例 5 求 im 号 -的 值 ， n>0. 


解 lim 机 = lim 一 才 -= lim 
例 6. 求 lim 五 -的 值 (n>0, 4>0). 
解 ” 设 艺 为 正 整 数 .上 继续 应 用 罗 必 卉 法 则 并 次 , 得 


此 下 一】 ， 天 二 i—2 
好 下 -名 全 区 全 全 


一 = lim 4 二 二 中。 
设 ? 不 是 整数 ， 则 它 必 在 两 正 整数 & 与 & 十 1 之 间 ， 于 是 2 区 区 
-< 所 < 必然 
为 零 在 上 = 0 时 即 0 过 2<1 时， 也 有 同样 结果 
于 面 两 个 例子 的 结果 表明 : 当 7 增 大 时， 本 疝 数 比 对 数 示 数 增 大 得 
快 些 , 而 指数 函数 比 杖 男 数 又 增 大 得 快 些 . 
3。 其 他 未 定式 0-00,50 一 00, ,1”. co", 
如 果 乘 积 扩 zj) gt ) 为 未 定式 0. 00; 即 fr}0, g(x)=00, 则 可 
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以 先 把 它 写 成 
f+9= 荆 或 十 ， 
了 了 


使 呈 未 定式 -或 之, 再 用 罗 必 塔 法 则 求 极限 . 
如 果 jz 二 co、g(z)- oo 或 Jr) 一 oo g(D) 一 一 oo 则 、 
f(x) 一 g(x) 为 未 定式 co 一 co， 这 时 /一 9 总 可 化 成 全 型 的 未 定式 ,如 


子 g 
但 在 实际 问题 中 , 由 问题 本 身 往 往 可 以 得 出 较 篇 单 的 北 法 . 
如 果 f(x)?0 为 未 定式 0%.1” 或 co"， 可 设 
y=f®, 
则 其 对 数 In yy 二 g*ln /为 未 定式 0:00， 
假定 求 出 它 的 极 超 为 


limlny =lim(g -ln =f 十 co 或 一 co， 
则 lim 产 =limzy 王 lim em 一 ec 十 oo 或 和 
例 7. 求 limx"Inz 的 值 (n> 们 . 


解 ”这 是 0oo 的 情形 .将 聊 数 改写 为 


. lnx 
Nm 1 

、 x” 
它 即 为 末 定 式 去， 应 用 罗 必 塔 法 则 , 得 


nl 
lmg "In =lim liny (= )=0. 
天 下 EE 1 x 加 
Xx : 


例 8， 求 lim (secx 一 tgx) 的 值 
人 人 
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解 ”这 是 co 一 co 的 情形 ， 将 耳 数 政 写 为 


lim ff 1—sinx 0 
lim ( COSX ) 则 为 0: 


应 用 罗 必 塔 法 则 , 得 


lim _ _ lim (tap) lim (= )= 
下 (sec tgx) 2 Cosx 0. 


例 9. 求 limx* 的 值 
解 ” 这 是 9 形 . 设 y 二 x*, 取 对 数 得 Iny=xInx， 当 x 一 0 时 就 变 为 
0:00 形 ， 上 应 用 罗 必 塔 法 则 , 得 


liminy=limlnx*=limx lnx =lim DT -lim( 一 z) 二 0. 
天 一 由 时 一 站 x—0 一 站 1 一 站 


x 
因为 

y=e™v, 而 limy= 一 lim en 一 Emmansy ， 
所 以 1 limy=limxr*=e"=1., 


$5.3 泰勒 公式 


当 冰 数 站 在 Yo 处 有 导数 时 , 由 隔 数 的 增 量 公 式 <94.10 公 式 (2)) 
Fr — Fro = rr 一 当时 2 一 0 上, 知道 在 
Xo 的 附近 x 处 的 防 数 值 六 x) 可 雇用 x 一 x6 的 一 次 多 项 式 f(xo) ++ 
(Yo (x 一 Xo 来 近似 表示 , 且 当 x ro 时 x) 一 [ro) 二 六 (x (x 一 zo)] 
为 比 x 一 Xo 高 阶 的 无 穷 小 , 我 们 知道 多 项 式 是 最 简单 的 函数 之 一 , 所 以 上 
述 结 果 是 具有 一 定 意义 的 , 只 是 它 还 有 不 足 之 处 ; 首先 , 用 这 个 一 次 多 项 
式 来 近似 计算 ftx) 时 所 产生 的 误差 仅仅 是 关于 (xr 一 +0) 的 
高 阶 无 穷 小 , 它 的 精确 度 往 往 还 不 够 满足 实际 需要 , 其 次 , 用 它 来 作 近 似 
”计算 无 法 估计 误差 . 因此 , 我 们 希望 能 找 几 一 个 关于 上 一 xa 的 冯 次 多 项 式 

Pnlx)= Aot A — Tot Aar— Tost Aa(x — Xo (C1). 
来 近似 表示 国 数 产 z) ,使 得 当 x 二 有 时, f(r) 一 P(x) 为 比 {I 一 Xx0)* 高 
阶 的 无 穷 小 , 并 且 能 够 写 出 误差 f(x) 一 P(x)| 的 具体 表达 式 . 
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现在 的 问题 是 对 于 函数 f(x), 在 什么 条 件 下 , 我 们 就 能 找 出 这 样 的 
多 项 式 ， 为 此 ， 假 定 f(x} 在 合 有 点 xn 的 某 个 开 区 间 {4, 妇 内 具有 直到 
Cn 十 由 阶 的 导数 , 而 且 还 假定 所 要 求 的 多 项 式 CD) 在 x 处 的 什 及 它 的 各 
_ 阶 导数 在 ro 处 的 值 分 别 与 Fr 及 广 (rz …、Fea(zo) 相 等 , 即 令 
Plxo= f(r0), Paxod)=f (x0), Pi(xoO)=7"(x0, ~ 
A ro) = FO vo)., 


于 是 , 由 (1) 得 到 
Ao= flro}, 1:Ail=7 {ro0), 21As= ff (ro, *, 
nlAs= f° (x0): 


即 - 
Ao= flxo), Al=f' (x0), As= 直 "(x0)， 人 
An= rf ro). 
下 面 来 证 明 如 此 定 出 的 多 项 式 
Pt) 一 Fr0 + FF (ro) (x — Yo) tS — xo) 二.…: 
十 三 各 (x — xo}” 


确 乎 满足 上 述 要 求 , 这 里 x+ 在 区 间 {&, 如 内 取 值 , 
首先 令 怀 r(x) 二 fz) 一 P(x)， 则 Ra(x) 在 (a,8) 内 县 有 直到 
(#4 十 1) 阶 导数 县 尺 ,《x0) 二 Rn(x0) 二 … 二 民 史 x0) 二 0， 据 此 ， 夺 次 运用 
罗 必 塔 法 则 即 可 推 得 | : 
_ . Rn{t!} 
bn 0, 
即 在 x 二 xo 时 Rn(Y) 为 比 (x 一 To0)* 高 阶 的 无 穿 小 . | 
其 次 , 为 了 用 f(x) 的 导数 来 表达 误差 |RRn(x)|, 我 们 先 对 于 两 个 函 
数 Ra(X) 及 (Y 一 Yo" 在 以 x 及 Xo 为 端点 的 区 间 上 应 用 柯 西 中 值 定理 | 
‘显然 , 这 定理 中 所 有 假定 现在 都 满足 ), 得 到 
Ratx) _ R(x)—Ralxo) Ra él) 
(TXo (Fx 0 (xtli)(é— ro 
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(& 在 x 及 xo 之 间 ). 

再 对 于 两 个 函数 RT) 及 (## 十 Dr 一 Xo” 在 以 马 及 zo 为 端点 的 区 间 

上 应 用 柯 西 中 值 定理 , 得 到 


Rt &) _ RR; 【<， ] 一 Rn ro) Raté2) 
【天 十 1 一 02 | 【32 十 1 一 ro” -0 . A 
《ez 在 £1 及 0 之 间 ). 


照 这 样 方法 继续 做 下 去 ,经 过 (nn 十 1) 次 后 , 得 到 
| Ra 
(二 交加 二 Fi 一 (xt1)1 (在 工 及 zo 之 间 ). 
由 此 , 并 注意 到 RP*(x) = Fro(zr)( 因 为 Pro(z)=0), 得 到 


Rn{x) = 


其 绝对 值 就 是 用 f(x) 的 导数 来 表达 误差 的 公式 . 

综合 上 面 的 讨论 , 我 们 得 到 下 面 的 重要 定理 ， 

泰勒 5Taylor) 中 信 定 理 车 孙 数 fx) 在 含有 点 Xo 的 某 个 开 区 河 
( 太 内 具有 直到 (2 十 二 阶 导 数 , 则 当地 在 (e, 刀 内 时, zt) 可 以 表示 为 
{一 XY 中 的 一 个 如 次 备 项 式 与 一 个 余 项 R(x) 的 和 |， 


Hr)= f+ (rr ro t+ dr r+ 


my 
+ (z 一 zoj* 十 而。， (2) 
其 中 
总 二 1 ， 
Rn = rt 和 A (rr 天 0 天 一 7 3) 


这 里 是 在 + 及 xo 之 间 的 某 个 值 . 
公式 (2) 称 为 AX) 按 (x 一 xz 的 每 展开 到 天 阶 的 秦 勒 公式 , 而 忆 ; 的 
表达 式 (3) 称 为 拉 格 朗 日 型 的 余 项 , 
当 % 二 0 时 , 泰坦 公式 变 成 
FT) =AAT)+AE Yr) (在 ft 及 Yo 之 间 ). 
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这 就 是 拉 格 朗 日 中 值 公式 ,所 以 泰勒 中 值 定理 是 拉 格 并 日 中 值 定理 的 扒 
广 , . 
弃 去 (2) 中 余 项 尺 , 得 到 逊 数 f(x) 的 近似 表达 式 
CRA 


2 
+ — Fo . {4) 
由 此 所 产生 的 误差 
[Rx)|= 人 (XT— xo) "+t! | (5) 


(+1)! 

是 比 {fT 一 Xo "高 阶 的 一 个 无 穷 小 . 

车 对 于 某 个 固定 的 wn, 当 了 在 开 区 间 (e, 站 内 变动 时 | Prafzil 总 不 
起 过 一 个 定数 形 , 则 由 (C5) 得 

Rose (6) 

由 此 可 见 ， 这 时 , 只要 x 与 Xo 足够 接近 , 上述 误差 |R:(x)| 就 能 小 于 性 
何 预 先 给 定 的 正 数 . 

在 泰勒 公式 (2) 中 , 车 ro 一 0， 则 < 在 0 与 过 之 间 , 故 可 今 E= 和 上 < 
如 二 1), 央 而 泰 勤 公式 取得 较 简 单 的 形式 , 即 所 谓 毒 克 劳 林 (Maclauriny 


f= OF Oz tt 


+ x (0<0<D. (7) 
由 此 得 近似 公式 ; 
Ar) 之 FO TF OO + {8) 
合计 误差 的 公式 (6) 现在 变 成 
JIRAlS Tar. (9) 
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例 1， 求 FAx) 一 ex< 的 麦克 劳 林 的 展开 式 ， 
解 由 于 现在 FIz) 一 ec 区 8212p) ， 所 以 了 (00)= (0) 
… 一 1. 按 考 克 劳 林 4 人 7) 得 
*=1+x+ 条 + 3 mrt rr 
于 是 得 过 做 公式 为 


二 3 各 下 
全 1 十 二 十 - + 到 -二 十字 
3! 2 


当 工 >0 时 ， 遇 直 (林村 下 直 信 和， 


_ [sa 于 EE n+ 
Rnl= | tI | < 
取 二 1, 得 到 


> 1+ 震 + 让 十 - -二 小， 


这 时 


区 3 
|Rsl< (+1)1 Ti+ 
当 ==10 时 , 用 此 法 可 算得 e 兰 2.718281. 
例 2. 求 7) 二 sinr 的 麦克 劳 困 展开 式 ， 


解 由 于 现在 fm(z)==sin(x 十 n Be 12…), 所 以 (0) 二 0， 


大 (国王 1， 大 =0 "(= 一 1，/0A(0) 0.…， 按 近似 公式 (8), 得 到 
《 念 好 一 280) 
sinz sx 一 直上 廿 本 一 … + (一 1)*! Tr rs 
误差 为 
pp 
sin(0r + 3m 71 中 .| 。 ze 
2 十 1)1 < Tom TT 


[Rnl 一 


取 吉 =1, 得 到 近似 公式 sinz sx ， 误差 为 [Rj< |- 如 果 要 用 这 近似 
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公式 并 希望 误差 不 超过 0.001， 那 么 只 要 |x|<0.1817. 


取 吉 =2, 得 到 近似 公式 sinz xz -- 考 - 误差 为 | 尼 |< 于 如果 要 


用 这 近似 公式 并 希望 误差 不 超过 0.001, 那么 只 要 |z|<0.6544. 


第 六 章 导数 的 应 用 


在 本 章 中 , 我 们 要 利用 导数 来 判定 函数 的 增 减 性 , 极 值 , 函数 图 形 的 
凹 性 、 拐点 , 并 描 绽 函数 的 图 形 等 等 ， 


8 6.1 ”函数 的 单调 增 减 性 的 判定 法 


在 $1.7 中 我 们 已 经 定义 过 函数 f(x) 在 某 一 区 亲 内 的 单调 增 碱 性 , 但 
对 于 实际 如 何 来 判别 它 的 单调 性 则 没有 加 以 讨论 . 现在 已 可 能 很 容易 地 
来 解决 这 问题 。 事实 上 ,只 要 应 用 它 的 导数 六 (z) 在 这 一 区 间 的 正 负 号 
便 可 判定 它 是 单调 增加 的 或 是 单调 减少 的 ， 从 几何 意义 上 来 说 , 导数 是 
函数 图 形 上 的 切线 的 斜率 ， 当 斜率 为 正 时 , 切线 上 升 , 曲线 随 之 上 

升 ( 恒 6.1); 当 斜 率 为 负 时 , 切线 下 降 , 曲线 随 之 下 降 (图 6.2) .在 个 别 点 


人 # 


“图 6.1 图 6.2 


处 ,切线 可 能 是 水 平 的 . 可 见 在 个 别 的 点 x, 单调 增 函 数 或 单调 减 函数 的 
导数 也 可 能 为 零 . 
有 了 这 样 初步 的 直观 认识 ,我 们 来 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 1( 必 要 条 件 ) 设 函 数 ./z) 在 区 间 (z. 纺 上 具有 导数 ,如果 
f(z) 在 (a,b) 上 为 单调 增加 (或 减少 ), 则 在 该 区 间 上 这 范 数 的 导数 
f(x) 20( 或 <0)， 
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证 “下面 我 们 对 函数 为 单调 增加 的 情形 来 证 明 ( 单 调 减少 的 情形 可 
以 同样 证 明 ). 

令 蕊 . 工 为 {@， 名 上 的 两 个 不 同 的 * 点 , 由 于 A(x) 在 (@,6b) 上 为 单调 增 
加 ,所 以 

当 < 时 ， ArOD<rtz 

当 KX>xNH, FE) > (zh 
因此 , 不 论 下 <x 或 天 >x, 总 有 . 

A - =/tz ) 0 


鸭 页 上 2.3 定 理 2 
F(x) 一 lm FD >0. 


定理 2( 充 分 条 件 ) 设 函 数 f(x) 在 区 间 (4, 如 上 具有 导数 . 如 果 在 这 
区 向 上 导数 是 正 的 : 产 (7X) > 由 则 /A(xX) 和 三 (a, 次 上 为 单调 增加 ; 导数 是 负 
的 , 产 (r) 志 0, 则 7(x) 在 (a, 办 上 为 单调 减少 . 

证 令 Xi,X: 为 La, 办 上 生 何 两 个 不 同 的 点 ， 且 xi 气 x2. 由 于 导数 
Fr 在 (2 人 上 存在 , 故 在 [x1,xzl 上 也 存在 ,所 以 本 以 应 用 拉 格 衣 日 中 什 
定理 , 得 到 

Fr — fr) = fF (Es— 1) (在 (Ya 内). 
如 果 在 (c, 凡 上 产 (z)>0 则 由 于 zs 一 >>D, 了 (全 >0, 故 站 (rz 一 1) 
>0, 从 而 X22) 一 xD0>0, 即 fx2) >/(x0) ,这 就 表示 fx) 在 (a 上 
为 单调 增加， 如 果 在 (2 上 产 (x) 之 0, 同 样 可 以 证 明 F(tx) 在 (a, 丰 上 为 
单调 减少 , : 

在 上 面 的 论证 过 程 中 易于 看 到 不 论 区 间 为 并, 为 闭 ,为 有 限 或 无 限 ， 
定理 都 是 成 立 的 . ， 

一 般 地 , 由 于 定 出 半数 的 符号 比 直 继 根据 定义 定 出 函数 的 单调 导 来 
得 容易 ,所 以 这 结果 有 很 大 的 实用 价值 . 

例 求 图 数 闪 1 一 27 一 9 十 127 一 3 的 单调 增 减 区 问 . 
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解 F(x) 一 6r: 一 ]8r 十 12 一 6(r 一 1)(x 一 2). 

当 一 oo<y<1 时 , 关 (z)>0 故 FLz) 在 (一 co 国内 单调 增加 ; 

当 1<x<2 时 , 产 (z)<0, 歼 f(x) 在 (1,2) 
内 单调 减少 ; 
” 当 2<z< 二 oo 时 , Fr)>0, 故 zz) 在 
(2,+eo) 内 单调 增加 (图 6.3 )， 

注意 ， 当 产 (z) 在 人 te 人 内 个 别 点 处 为 零 ， 
在 其 余 点 处 均 为 正 ( 或 负 ) 时 , /(x}) 在 这 区 间 上 
仍旧 是 单调 增加 《或 单调 减少 ) 的 . 例如， 在 
【一 co, 十 co) 上 , 函数 xX) 二 x: 的 导数 F(x) = 
3x? 在 x = 0 处 为 零 , 在 其 余 各 点 处 广 (z) 均 为 
正 , 而 函数 F(z) 显 然 在 (一 co, 十 co) 上 为 单调 增加 的 - ” 加 6.3 


586.2 函数 的 极 值 有 其 求法 


考察 前 节 例 题 中 的 函数 7(x) 一 2x 5 一 9x? 十 12x -3 在 x 二 1 处 及 此 
点 左 . 右 附近 的 函数 值 . 由 于 此 函数 在 * = 1 的 左边 附近 是 单调 增加 的 ， 
故 当 xz 在 1 的 左边 附近 时 A(z) < AH)， 同样 地 ,可 推 得 当 > 在 1 的 右边 附 
近 时 f(x) <F(D- 总 之 ,对 于 x = 1 的 邻 域内 任 一 个 不 为 1 的 点 x, f(x) < 
f(D 成 立 . 仿 此 , 可 推 得 ;对 于 x = 2 的 邻 域内 任 一 个 不 为 2 的 点 x, f(x) 
> /(2) 成 立 . 函数 f(x) 具 有 这 种 性 质 的 点 如 x = 1, x = 2 在 理论 及 实用 
上 均 有 重要 的 意义 , 因而 我 们 作出 下 列 一 般 定义 ， 

定义 ”站 如 果 有 一 个 点 xo, 它 有 一 个 邻 域 存在 ,使 酉 数 /(x) 在 这 邻 
域内 有 定义 且 对 于 这 邻 域内 异 于 xo 的 任何 x 值 , (x) </(zxo) 恒 成 立 , 则 
称 f(xo) 为 西数 f(x) 的 一 个 极 大 值 . (这 如 果 有 一 个 点 ro 它 有 一 个 邻 域 
存在 , 使 函数 在 这 邻 域 内 有 定义 且 对 于 这 邻 域内 异 于 ze 的 任何 值 ， 
了 (XY) > A(x) 恒 成 立 , 则 称 /(xo) 为 函数 /xz) 的 一 个 极 小 值 . 

函数 的 极 大 值 及 极 小 值 统称 为 极 值 .使 当 数 取得 极 信 的 点 称 为 极 
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妇 的 邻 域 内 互相 比较 而 显现 出 来 的 ， 它 们 与 函数 的 最 大 值 .最 小 值 不 
同 , 因为 最 大 值 ,最 小 值 是 对 整个 区 间 来 说 的 ， 所 以 极 大 值 不 一 定 是 最 
夫 值 , 极 小 值 不 一 定 是 最 小 值 ， 在 一 个 区 间 上 , 一 个 函数 可 能 有 儿 个 极 
大 值 与 儿 个 极 小 值 , 而 且 基 至 某 些 极 大 值 还 可 能 比 另 一 些 极 小 值 来 得 
小 ， 

图 6.4 中 表示 出 两 个 极 
太 值 与 三 个 极 小 值 , 没有 一 
个 极 大 值 等 于 最 大 值 , 有 一 
个 极 小 值 大 于 一 个 极 大 值 . 

我 们 又 从 这 图 中 看 出 在 
取得 极 值 处 曲线 的 切线 是 水 
由 6.4 平 的 .但 反之 ,在 曲线 的 切线 
是 水 平 的 地 方 , 函数 并 不 一 定 取得 极 值 . . 

关于 函数 具有 极 值 的 必要 条 性 和 充分 条 件 , 我 们 将 分 别 在 下 面 三 个 
定理 中 加 以 讨论 ， 

定理 1( 必 要 条 件 ) 设 阔 数 f(x) 在 点 x 处 具有 导数 ,, 且 在 to 处 f(x) 
取得 极 值 (不 论 极 大 或 极 少 ), 则 这 函数 在 xo 处 的 导数 f(xo) = (0, 

证 为 了 确定 起 见 , 假定 f(xo) 为 极 大 值 (为 极 小 值 时 可 仿 此 证 明 )， 
根据 极 大 值 的 定义 ,在 xo 的 某 个 邻 域 内 , 对 异 于 x 的 任何 x 值 , 恒 有 f(x) 
之 了 (xo). 于 是 ， 


当 xz<zo 时 ， 必 一人 el > 
故 za = ,lim, LY =A >0; 
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故 F(xo) 一 lm 一 Xn) < 


全 gf 一 xo 


从 而 得 到 F(xo = 0 . 

凡 使 导数 产 (x} 为 零 的 点 (就 是 方程 F(x) = 0 的 实 很) 都 叫做 函数 
AIz) 的 驻 点 ， 上 面 的 定理 就 是 说 :具有 导数 的 函数 jz) 的 极 值 点 必定 
是 它 的 驻 点 、 但 注意 冰 数 的 驻 点 却 不 -~ : 定 是 极 值 点 ， 例 如 , F(x) 一 xz 
的 导数 广 (z) = 3Y ?在 + = 0 时 为 零 , 即 Xx = 0 是 这 表 数 的 一 个 驻 点 , 但 显 
然 它 不 是 极 值 点 , 下 面 来 讲 如 何 判 定 一 个 驻 点 是 不 是 极 值 点 的 问题 ， 

定理 2( 第 一 种 充分 条 件 ) ”设施 数 /(x) 在 点 Xo 的 一 个 邻 域内 具有 导 
煞 且 /xzo 一 由 

1 如 果 当 x 取 xo 宕 边 附近 的 值 时 , 六 (zx ) 恒 为 正 (或 负 ); 当 工 取 xo 占 
边 附近 的 值 时 , 六 (xz) 簿 为 负 ( 或 正 ), 则 函数 .Ar) 在 rz 处 取得 极 大 秆 (或 
极 小 值 ). 

2” 如 果 当 Xx 取 ro 的 左边 及 右 边 附 近 的 值 时 , (Xx) 均 恒 为 正 (或 恒 为 
负 ), 则 函数 (x) 在 xo 处 无 朴 慎 . 

证 1 设 x 为 这 邻 域内 不 同 于 xo 的 任何 一 点 ,根据 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 得 到 

FX)— AE) = (EY— Xo) {在 与 Xo 之 间 ), 

按 假定 , 当 z < yx 时, 产 pO a pe 
并 注意 到 点 & 与 x 区 在 x。 的 左边 或 右边 , 我 们 从 上 式 右 端 的 符号 就 能 扒 
得 ， 

当 xz<ze 时 Fri<Aro [或 f(x) > f(x0)]; 

当 x>xe, Ar) < Pro [或 f(x) > (xo)]. 
这 就 表示 函数 f(x+) 在 xo 处 取得 极 大 值 (或 极 小 值 ). 


2 因为 广 (z) 在 点 fo 的 这 个 领域 内 除 在 ze 处 为 零 外 都 是 同 号 的 ,所 . 


1 以 由 单调 性 的 判别 法 知道 函数 xz) 在 这 和 邻 域内 是 单调 的 , 因而 zs 不 是 
了 (+) 的 极 值 点 . 
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按 上 述 两 条 定理 , 对 于 在 讨论 的 区 间 内 具有 导数 的 函数 (x), 可 以 
将 求 极 值 点 及 极 信 的 步 统 总 结 为 
(i) 求 出 导数 户 (z); 
《这 来 日 7 的 全 部 驻 点 ( 即 方 程 太 (一 0 在 所 讨论 的 区 间 内 的 
全 部 实 根 ); 
(ii 考查 产 (z) 在 每 个 驻 点 的 左 . 右 附近 的 符号 .然后 按 定 理 2? 考 罕 
在 各 驻 点 处 函数 f(x) 是 否 取 得 极 值 , 在 取得 极 值 的 点 处 , 还 要 确定 那些 
是 极 大 值 , 那些 是 极 小 值 ; 
(iy) 求 出 各 极 值 点 处 的 函数 值 , 就 得 函数 Ax) 的 诸 极 值 . 
例 1. 求 出 函数 f(x) 二 x 一 3x: 一 9x 十 5 的 极 值 . 
解 (iD F(x) 二 3x2 一 67 一 9 二 3(X 十 D(x 一 3): 
(让 令 3(z 二 Dr 一 9) =0, 求 得 驻 点 zi = 一 1,x2 = 3. 
(DD) 由 产 (x) 二 34tX 十 (x 一 3) 来 确定 符号 : 
当 Xx 在 一 1 的 左边 附近 时 ,x 十 1<0,x 一 3<0, 扬 以 产 (x)>0 
当 x 在 一 1 的 右边 附近 时 ,x 十 1>0,x 一 3<0, 所 以 六 (x)<0; 
因而 , 按 定理 2， 函 数 f(x) 在 x 二 一 1 处 最 得 极 大 值 . 同 理 ， 西数 7(z) 在 
二 3 处 取得 极 小 值 , 
(iv) 算出 极 大 值 产 一 1) = 10, 极 小 值 F(3) = 一 22. 
当 在 驻 点 处 函数 r(z) 的 二 阶 导 数 存在 时 , 有 时 可 以 利用 下 列 定理 来 
判定 在 驻 点 处 函数 f(r) 是 否 取 得 极 值 . 
- ”定理 3 (第 二 种 充分 条 件 ) 设 函 数 /f(tx) 在 点 xo 处 具有 二 阶 导数 且 
fr) = 0,F" (ro +0, 则 
1 当 /[xYo) <<0 时 ,请 数 六 XY) 在 xo 处 取得 极 大 值 ， 
2 当 产 ro>0 时 ,函数 zz) 在 rn 处 取得 极 小 值 . 
证 1 由 于 产 (zoj<0, 故 按 二 阶 导 数 的 定义 ,我 们 有 
FrCr = 1 m= -et (zj < 
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因而 , 根据 32.3 定 理 1, 当 立 在 3o 的 足够 小 的 邻 域 内 且 不 同 于 zw 时 ， 


/fen) 0 
TT " 


但 Yo ==0, 所 以 上 式 为 
A 0 


由 一 网 人 

从 而 知道 对 于 这 邻 域内 不 同 于 zo 的 x 来 说 , 广 (z) 与 YY 一 zo 异 号 ， 因 此 ， 
当 % 一 xo 气 0 即 x 之 Xo 时 Cr) >0; 当 x 一 Xo>0 即 x >XTo 时 ; (tx) <0, 根 
据 定理 2 知道 (Xx) 在 点 Xo 取得 极 大 值 , 

2 的 证 法 与 1 相同 . 

若 函 数 拓 7) 在 fo 处 有 二 阶 导数 生产 (zao) = 由 但 产 (rn 志 为 零 , 则 男 
数 在 xs 处 可 能 有 极 大 秆 , 世 可 能 有 极 小 值 , 也 可 能 没有 极 值 , 贫 如 /A(x} 
二 一 XxX) 二 f(x) 二 x 在 x 二 0 外 就 分 别 般 于 这 三 种 情况 . 因 
而 , 如 果 在 斑点 处 二 崔 导 数 为 零 , 则 仿 间 要 用 定理 2 来 判定 在 该 点 处 是 否 
取得 极 值 ， 

例 2、 求 函数 f(x) = (x 一 1): 汪 1 的 极 值 . 

解 (全 Fr) = 6r(tr 12. 

(说 令 f'(r) = 0, 求 得 驻 点 ，2 二 
—1, zs =0, xs—1. | 

(i) Fr) = 0x:— Dor 1). 

tiv) 国产 (0 二 6>0, 故 (x) 在 x 一 
0 处 取得 极 小 值 ， 极 小 值 为 A(0) = 0. 

tv) 因 /7( 一 DD 二 77) 二 0, 故 按 定 
理 3 就 无 法 判别 , 再 用 定理 2 来 判别 . 

(vi) 当 x 取 一 1] 左边 附 近 的 慎 时 ， 
产 (X)<0; 当 工 取 一 1 右边 附近 的 值 时 六 
(x) 之 水 赦 按 定理 2,f(x) 在 x 三 一 1 处 没有 
极 值 . 同 理 ,在 x =1 处 ,函数 也 没有 极 值 
(图 6.5). 


好 
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在 上 面 讨论 函数 的 极 亿 时 , 都 假定 熙 数 在 所 论点 处 是 具有 导数 的 ， 
但 函数 在 它 设 有 导数 的 点 处 也 可 能 取得 极 值 . 图 6.6 到 6.9 就 表明 了 这 


图 6.8 6.9 

种 情形 ， 员 然 函数 在 ro 处 没有 导数 , 但 若 这 函数 在 zo 的 左 . 右 附近 诸 点 
处 均 有 导数 且 这 函数 在 zxo 处 连续 , 则 仍旧 可 用 定理 2 中 类 似 的 办 法 来 决 
定 函 数 Fz) 在 ze 处 是 否 取得 极 值 . 

例 3. 求 函 数 /(x) 二 1 一 (x 一) 的 极 值 , 

解 当主 2 时 ,f(z) = 一生 (一 分支 当 x = 2 时 ,六 (x) 不 存在 
显然 ,在 xz 上 2 时 , 产 (z) 不 为 零 , 故 在 这 时 按 定理 1 不 可 能 有 zy 的 极 
值 点 ， 

虽然 在 x = 2 处 F(x) 不 存在 ,但 在 + = 2 的 志 . 右 附近 了 (xr) 均 存在 且 


六 XY) 在 x = 2 处 连续 ,， 故 可 从 {x) 在 x 二 2 的 左 、 右 附近 的 符号 来 判定 


二 2 处 f(z) 是 否 取得 极 秆 . 
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当 睫 取 2 左 边 附近 的 值 时 , 产 z) 恒 为 正 ; 当 工 取 2 右边 附近 的 值 时 ， 

产 (x) 恒 次 久 , 故 f(x) 在 + = 2 处 取得 极 大 值 , 极 大 信 为 六 2) 二 1( 参 看 图 
6.8). ? 


56.3 党 大 值 及 最小 值 的 求法 


设 函 数 Ax) 在 闲 区 间 [a,5] 上 是 连续 的 , 则 它 的 最 大 值 及 最 小 值 必 
然 是 竹 在 的 ($3.3 定 理 1)， 我 们 来 讨论 怎样 求 出 最 大 值 的 方法 ( 求 最 小 值 
的 方法 也 可 同样 讨论 ). 

如 果 函 数 在 & 与 5 间 的 一 点 达到 最 大 值 , 这 个 最 大 值 显然 也 是 极 大 
值 ; 但 景 大 值 也 可 以 在 区 间 的 端点 a,8 处 达到 ， 因 此 ,把 函数 的 一 切 极 大 
值 与 苑 数 在 区 间 庙 点 的 画 数 值 扰 全 及 产 术 相交 比较 (在 特殊 情形 下 , 如 
果 函 数 在 部 分 区 间 上 为 常数 , 并 须 把 这 常数 加 入 比较 ), 这 些 数 中 最 大 者 
就 是 所 要 求 的 f(x) 在 [4,68] 上 的 最 大 值 , 


例 1， 求 函数 Az) = 2 一 3f3 一 9f 十 5 在 区 间 [ 一 4.4] 上 的 最 大 值 和 
最 小 值 . 

解 在 前 节 例 1 中 已 求 出 函数 共有 一 个 极 大 值 关 一 1) = 10 及 一 个 极 
小 值 7(3) = 一 22. - 

把 它们 与 在 端点 的 两 准 什 f( 一 4) 一 一 71,f(4) = 一 15 互 相 比较 , 即 
得 函数 在 区 间 [ 一 4,4] 上 的 最 大 信 为 10, 最 小 值 为 一 71. 

有 时 为 避免 判定 极 值 , 可 以 计算 函 朔 在 一 切 可 能 的 极 值 点 ( 即 一 切 
驻 点 及 使 导数 不 存在 的 点 } 的 函数 值 并 把 它们 与 7(Q) 及 /( 态 相互 比较 ， 
这 些 数 中 最 大 者 就 是 函 孝 的 最 大 值 , 最 小 者 就 是 函数 的 最 小 值 , 


例 2， 求 函数 A(z) = x3 一 (x? 一 上 D3 在 区 间 [ 一 2,2] 上 的 最 大 值 及 晤 
小 值 . 


解 当 xY 二 0、 士 1 时 ， 


2 1 2 x 
1) (2 和 


EE oh a 
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f(x) 一 0 给 出 驻 点 z = 土方 - 


在 点 x 二 0.x 三 土 ] 处 f'{x) 不 存在 . 故 求 出 可 能 的 极 值 点 为 
1 ] 
1 、 vo 0 ww 1. 
因 产 z) 为 偶 函 数 , 公 需 计算 


A0=1 才 故 )= 狼 AD=1 


及 在 端点 x 二 2 的 函数 值 /(2) = 34 一 YW3., 相互 比较 , 得 函数 的 最 大 值 为 
4, 最 小 值 为 Y4 一 3. 

特殊 地 , 如 果 在 闭 区 间 [e, 冲 上 的 连续 函数 (x) 在 区 间 内 只 有 一 个 
可 能 的 极 值 点 , 并 且 函 数 在 该 点 确 有 极 大 值 (或 极 小 值 ), 则 不 必 再 与 端 
点 的 函数 值 比较 ,就 可 断定 这 就 是 函数 在 所 给 闭 区 间 上 的 最 大 值 (或 最 
小 值 )、 所 讲 的 结果 对 于 开 区 间 及 无 穷 区 间 也 是 适用 的 ， 在 应 用 问题 中 
往往 遇 着 这 样 的 情形 , 且 看 下 面 的 两 个 例子 . 

例 3. 将 各 边 为 a 的 正方 铁皮 于 各 角 截 去 相 
等 的 小 正方 块 , 然后 折 起 各 边 , 要 做 成 体积 最 大 的 
无 盖 箱 . 问 所 截 去 的 小 正方 形 之 边 长 应 该 是 多 少 ? 

解 ” 令 z 为 小 正方 形 之 边 长 , 则 正方 形 箱底 
之 边 长 为 4 一 2x( 图 6.10)， 其 体积 为 


V (2 一 27)27 zr 的 变化 区 间 是 (0, 儿 ) 


于 是 问题 成 为 求 这 个 函数 在 区 间 上 的 最 大 值 
和 ”一 (一 2 一 4 一 2 一 二 2 
= (a—2x)(a—67r). 


函数 在 区 间 (0, 儿 内 只 有 一 个 斑点 x 一 名， 这 时 二 阶 导数 <0, 即 


知 x = 疙 给 出 最 大 体积 28 -， 所 以 截 去 的 正方 形 的 按 乃 是 所 给 正方 形 
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边 长 的 六 分 之 一 . 

例 44. 模 梁 的 强度 和 它 的 矩形 断面 的 宽 成 正比 , 并 和 高 的 平方 成 正 
比 ; 要 将 直径 为 4 的 圆 木 锯 成 强度 最 大 的 横梁 , 问 断 面 的 高 和 宽 应 是 多 
少 ? 

解 设 * 为 断面 的 宽 .y 为 它 的 高 ; 则 当天 数 zz? 
是 极 大 时 横梁 的 强度 为 最 大 .但 妇 2= 吧 一 5 图 YY 
6.11)， 因 此 我 们 应 考察 隙 数 /(r) = x(d? 一 f+) (0< =- 一 
rl). 图 二 

因 导 数 

F(x)= 2 +d x 一 一 372 , 

故 在 区 间 (0,d) 内 得 驻 点 为 > = - 禾 . 这 时 二 阶 导数 (x) <0, 故 /(- 萝 ) 
为 旺 数 的 极 太 信 且 同时 汐 最 大 值 . 因此 ,横梁 稍 锯 成 宽 为 + = 图 木 直 径 


的 / 广 , 而 高 为 y = 加 木 直径 的 V/ 友 , 则 横梁 的 强度 最 大 


$6.4 曲线 的 同性 及 其 判定 法 


为 了 准确 地 描绘 范 数 的 图 形 , 我 们 有 必要 来 讨论 在 区 间 (a,8)} 上 具有 
导数 的 函数 jx) 所 表示 的 曲线 红 的 弯曲 方向 (向 上 弯曲 或 向 下 弯曲 ), 因 
为 同样 是 土 升 ( 或 下 降 ) 的 曲线 莉 , 可 能 一 个 向 上 弯曲 而 另 一 仿 是 向 下 过 
曲 的 ， 为 区 别 起 多 , 我 们 给 出 下 列 定 尽 ， 

定义 车 曲线 弧 位 于 其 每 一 点 处 切线 的 上 方 {图 6.12), 则 称 此 上 曲 


VI. 


图 6.12 
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线 狐 是 向 上 站 的 ; 若 曲线 继 位 于 其 每 一 点 处 切线 的 下 方 (图 6.13)， 则 称 此 
曲线 狐 是 向 下 目的. 


图 6.13 


当 函 数 f(x) 具 有 二 阶 导数 时 , 我 们 给 出 一 科 判 定 曲 线 统 的 四 性 的 方 
法 ， 

定理 “ 设 函 数 /六 z) 在 区 间 (2 已 上 具有 二 阶 导 数 户 (z), 副 在 该 区 间 
上 

1 当 产 ( 必 ) >0 时 , 曲线 弧 y 二 六 了 向 上 四 ; 

2 当 /”(x) <0 时 , 曲线 弧 y 二 f(z) 向 下 四 

证 ” 访 x0 为 C6, 六 内 和 任 一 点 ,Ti 为 (a 站 内 异 于 Xo 的 任意 一 点 .由 二 
1 的 泰勒 公式 , 我 们 得 到 


了 = Ya + F(xo) (x ~ Xo) 十 (8 (zi 一 wo 【5E 在 与 Xo 之 辣 ). 


(了 这 就 是 曲线 弦 上 对 应 于 x 的 点 度 ) 
的 纵 标 (图 6.14) . 但 曲线 弧 在 点 ji 
(Xo, 了 (rT0)) 交 切线 方程 为 yg 一 x0) 一 
六 (Xo (x 一 xo) ,所 以 此 切线 上 对 应 于 
231 的 点 型 ”的 纵 标 为 

= f(roOt fF (ro(r xo). (2) 
将 {1), (1 两 式 相 诚 , 得 到 

Flr) -= L(t)" (3) 
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当 /"(x) 在 (4a, 录 上 恒 为 正 (或 负 ) 时 ,/"( 身 >0( 或 < 从 ,因此 ,由 (3) 
知道 

FID > 或 fr < ). 

这 就 表示 曲线 弧 位 于 其 上 任意 一 点 4。 处 的 切线 的 上 方 或 下 方 ), 也 就 是 . 
说 这 时 曲线 弧 是 向 上 加 (或 向 下 町 ) 的 . 

例 1， 判 定 曲线 y = Inz 的 止 性 , 

解 函数 f(x) = lnz 的 定义 域 为 (0,+o0). (x) = 二 ,f(x) = 

机 

一 二， 由 于 在 (0, 十 吕 ) 上 /”(x) 恒 为 负 , 均 整 条 且 线 y = Inz 是 向 下 四 
的 


例 2， 判 定 曲线 ! = 二 的 四 性 . 
解 函数 “7(z) 一 二 的 定义 域 为 《一 ca,0)，(0,+co)， 广 (z) = 
-f(r) = 


当 工 在 {一 o%0,0) 内 时 , /“{x)<0, 故 曲线 弧 向 下 四 ， 当 > 在 (0 十 oo) 
内 时 , 产 {z) > 由 故 曲线 弧 向 上 四 ， 

注意 ， 在 函数 A(x) 于 区 间 {%, 丰 内 具有 二 内 导数 的 前 提 下 ， 如 果 
广 (2 在 (e, 妈 肉 除 在 个 别 点 处 为 零 处 , 它 药 符号 恒 为 正 ( 或 负 ), 则 曲线 
颖 仍 归 是 向 此 (或 向 下 征 ) 的 ， 例 刀 . 当 了 (Yr) = z2 (ae 站 为 { 一 1.1) 时 ， 
A(x) = 12x: 在 (一 1, 直 内 除 x = 0 处 为 0 外 , 它 的 符 导 恒 为 正 , 雇 以 曲线 
弧 是 向 上 四 的 . 


$6.5 曲线 的 拐点 及 其 求法 


设 函 数 扩 rz) 在 区 间 (ec, 忆 上 连续 且 在 (a, 内 各 点 处 县 有 导数 或 其 
导数 为 无 穷 大 , 则 称 曲线 y = A(z) 上 前 向 上 四 与 向 下 四 部 分 的 分 界 点 为 
这 曲线 的 拐点 ， 
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例如 , 函数 sinx 在 区 间 {0,27) 内 连续 
且 具 有 导数 .在 区 间 (0,x) 上 , 曲线 弧 向 下 
加 ,在 区 亲 (z,2 刀 上 曲线 弧 向 上 四 ,这 两 
弧 的 分 界 点 《7z,0) 是 曲线 y = sinx (0< 
Y<25) 上 的 一 个 揭 点 { 图 6.15). 
图 6.15 设 函 数 Az) 在 区 间 (a, 蚊 内 具有 一 阶 
连续 导数 ,我 们 就 可 以 按 下 面 的 定理 ,利用 f(x) 的 二 阶 导 数 /”(x) 的 符 
导 来 求 出 曲线 上 的 损 点 . 

定理 ” 设 请 数 f(x) 在 (4, 5) 上 具有 二 阶 和 连续 导 数 /“{x)， 又 Xo 为 
(4 内 一 点 ，1 当 "(Xx) 在 x6 的 左边 附近 处 恒 为 一 种 符号 , 在 re 的 右边 
附近 处 桓 为 另 一 种 符号 时 , 点 (xo,/{x0)) 为 曲线 y = f(x) 上 的 一 个 揭 点 ， 
这 时 产 (zy 必定 为 零 . 由 当 疡 (xz) 在 xz 的 左右 附近 处 都 保持 同一 种 符 
号 时 , 点 (xo,f(X0)) 不 是 曲线 y 二 A(x) 的 一 个 损 点 . 

证 1 按 上 节 中 的 定理 ,这 时 ,在 点 (xo,f(xo)) 左 右 两 边 的 曲线 缀 
的 四 性 是 相反 的 . 故 按 定 义 , 点 (Xo,7 (To)) 是 一 个 拐点， 又 由 /”(z) 的 连 
续 人 性 及 连续 函数 的 介 全 定理 立即 得 到 产 (zoj 一 0. 

2 ” 按 上 节 中 的 定理 , 这 时 ,在 点 (rof(zo)) 的 两 边 的 曲线 驱 的 四 性 
是 相同 的 ， 故 按 定 义 , 点 (xzo,F(xo)) 不 是 一 个 拐点 ， 

根据 这 定理 , 对 于 具有 二 阶 连续 导数 的 函数 A(z), 曲线 y = F(x) 上 
的 所 点 的 求法 可 以 总 结 成 下 列 步 又 ， 

中 求 F"(z). 

(这 令 产 (x) = 小 解 出 这 方程 在 所 论 区 间 (e, 亿 内 的 实 报 . 

(Ga 对 于 (人 中 解 省 的 每 个 实 报 xzo 检查 在 x6 的 左右 附近 /”(x) 的 
符号 . 当 产 (z) 在 mo 的 左边 峙 近 恒 为 一 种 符号. 右边 附近 恒 为 另 一 种 符 
号 时 , 点 (ro Fro)) 为 一 个 损 点 ; 当 . 产 (z) 在 zo 的 左 . 右 附近 恒 为 同一 种 符 
号 时 , 点 (zo,F(zro) 不 是 一 个 拐点 

例 1。 求 曲线 y = 3x4 一 473 十 1 的 拐点 ， 
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解 现在 f(x) =374 一 4fs 十 1， 故 户 (r) 一 1273 一 127x2， 


fF” (rx) = 36z2 一 24x = 36x (x 一 号) 
令 /"(z) = 0 得 方程 36z(z 一 各 ) = 0 解 得 z 一 0, zz 一生 
当 x 在 zi =0 的 左边 附近 时 , /7”(x) >0; 当 z 在 ri = 0 的 右边 附近 
时 , 普 (z)<0， 故 点 (0, 芒 是 这 曲线 弧 上 的 一 个 拐点 ， 


当 x 在 fs 二 二 的 左边 附近 时 , P(z)<0; 当 并 在 zs 一 所 的 右边 附近 


时 , "(x) >0; 故 点 (名 其) 也 是 这 曲线 张 上 的 一 个 扣 点 {图 6.16). 


在 个 别 点 处 一 阶 导 数 存 在 或 为 无 穷 大 而 二 阶 导 数 不 在 在 时 , 曲线 也 
可 能 具有 拐点 , 我 们 举例 于 下 . y 


图 6.17 


例 2， 求 曲线 zy = (x 一 2)3 的 拐点 ， 
解 现在 f(z) = (x 一 2 凡 衣 f(x) = 当 (x 一 2) 多 上 且 在 x 二 2 时 ， 
(zj) 一世 (1 一 区 计 
当 x = 2 时 了 (x) = 0,/”(x) 不 存在 ,显然 ,在 + 二 2 时 /”(x) 0. 可 是, 当 


+ 在 2 的 左边 附近 时 , "(x) <0; 当 在 2 的 右边 附近 时 , /”(x) >0. 因此 ， 
点 (2,0) 是 仅 有 的 一 个 拐点 ( 见 图 6.17). 
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例 3， 求 曲线 (y 一 2)? = x 一 4 的 扣 点 . 
解 这 上 曲线 是 函数 Fr) 一 2+(7x 一 4)3 的 图 形 .现在 ,在 x 和 古 4 处 ， 
(x) = 言 (I 一 和 名 Pr) = 一人 入 在 z=4 处 Fo = 
本 co, "(x) 不 存在 .显然 在 x 二 4 时 
产 (X) 二 0. 但 是 , 当 了 在 4 的 左边 附近 
时 , /”(Y)>0; 当 x 在 4 的 右边 附近 时 ， 
"(x}) <0. 故 点 (4, 外 是 仅 有 的 一 个 提 
点 ( 见 图 6.18). 


§6.6 曲线 的 渐 近 线 


图 6.18 


在 平面 解析 几何 中 , 我 们 曾经 讲 过 , 站 线 y = 土 了 x 是 双 曲 线 生 一 各 = 1 的 渐 


近 线 , 这 是 因为 当 点 村 浴 着 双 有 此 弘 离 坐标 原点 无 限 远 移 寺 , 呆 与 这 直线 的 中 离 就 赵 
近 于 零 . 一 般 地 说 ,如果 一 个 点 村 沿 着 曲线 避 离 华 标 原点 无 限 远 移 时 , MY 与 某 一 直线 
工 的 距离 趋 近 于 夫 , 则 称 工 为 己 的 一 条 渐 近 线 . 

在 如 .3 及 轴 .4 的 例题 中 我 们 又 曾经 提出 过 

如 果 当 reo 时 , A(X) 一 c, 则 曲线 y = f(x} 有 一 术 平 源 近 线 y = c; 

如 果 当 # 一 fo 时 , Lx) 一 o0, 则 曲线 y = f(x) 有 一 欠 直 渐 近 线 x 二 zo 

现在 要 进而 对 于 曲线 y = f(x) 是 否 有 渐 近 线 y = 4 十 8 的 情形 加 阴 讨 论 , 设 直 
线 y = ar 十 4 的 倾角 4 二 廓 ,MK| 是 曲线 上 的 任 一 点 要 与 这 直线 的 蝶 离 (图 6.19)， 
KM 是 具有 同一 模 标 + 的 星 线 上 点 于 与 这 
直线 上 点 所 的 纵 标 之 其 , 即 


KM= /rt(ar+ta. 
由 直角 三 角形 村 KK 得 


[MK| 
[RM = cosal* 
于 是 条 人 性 lm | 一 
这 就 等 价 于 条 人 忻 liml KM =0. 


但 因 


KM= fr}—ar—y,, 
所 以 曲线 y = /(x) 的 半 近 线 的 存在 及 求法 问题 可 以 归结 为 下 面 的 一 个 问题 ; 就 是 能 
恒 


lim (em 一 er 可 = 00 0 
成 立 的 两 个 常数 & 及 5 的 存在 及 求法 的 间 题 . | 
因 LD Tn) ar -tet 
令 x 一 十 wm 取 上 式 两 边 的 极限 并 注意 到 {1) 式 , 得 
jim A (分 
+ 上 
是 求 贞 了 2, 再 从 {了 D 求 出 
Jim [f(D —arj=&. (3) 


反之 , 由 (2).、 (8) 立即 看 出 条 件 (1) 必 被 满足 .于 是 得 结论 为 : 

如 时 极限 fim 改 Z) = 存在 , 且 极 限 Jim [A(z) -- az] = 5 也 存在 ,区 册 线 y = 
rz) 具有 渐 近 线 ， 它 的 方程 是 ， 二 ar+b. 

例 1， 求 曲线 y 一 3 的 痪 近 线 . 

解 (0 由 于 f(x) 的 分 母 f? 寺 2x 一 3 一 (x 十 3)(x 一 册 )， 


立即 看 出 limf(z) = 及 limA(z) = o， 
故 x 二 一 3 及 x = 1 种 为 铝 直 渐 近 线 . 
.. Flr) x 
(i) x XT 二 Dr 
lm = Lm! 了 =1， 即 a=1 
出 一 是 + 二 一 一 


3 =- 
limtLAtzy 一 er] = iim| 人 -z| 二 了 2 
一 ?十 电 
= lm 5 一 2 即 $= 一 
1+ 计 一 了 


中 ”我 们 现在 只 讨论 xz 一 下 oo 的 一 方面 , 对 于 上 一 一 o9 也 须 作 局 样 的 讨论 , 可 能 得 出 另 
一 新 过 线 ， 
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故 #¥ 二 x 一 2 也 为 半 近 线 (图 6.20)， 


例 2， 求 # = -了 于 的 源 近 线 . 


解 (iD xz= 一] 为 铅 直 渐 近 线 . 
A 


-Hm 


《过 lim = jimT 二 7 1 =1， 即 a=1: 


limLf{x)— ar] = lim 


= lim = 一 1 即 6= -tl 
一 十 


太 了 一 过 21), 


图 6.20 图 6.21 


$6.7 函数 图 形 的 描绘 方法 


以 前 各 节 (86.1 一 86.6) 所 说 的 画 数 的 性 态 大 都 可 以 用 到 笛 卡 儿 坐 标 
系 上 的 描 图 方面 来, 效 将 播 给 曲线 的 一 般 步骤 列 出 如 下 ， 

(i) 确定 函数 的 定义 域 ， 

(这 确定 曲线 关于 坐标 轴 的 对 称 性 . 

(ii》 确定 曲线 与 坐标 轴 的 交点 (如 皇 不 易 确定 , 不 必 强 求 ). 

(iv) 确定 函数 的 增 减 性 , 极 大 值 与 极 小 值 . 
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(Vv) 确定 曲线 的 四 性 与 拐点， 
(vi 确定 曲线 的 渐 近 线 中 . 
(vi 需要 时 , 还 得 由 曲线 的 方程 计算 出 一 些 适 当 的 点 的 坐标 . 
(wii 把 上 面 所 得 的 结果 , 按 自 变 重 大 小 顺序 列 入 一 个 表格 内 , 以 
观察 图 形 的 大 概 形 态 , 然后 描绘 成 图 . 


例 1， 措 绘 y = 二- 一 +? 二 2 的 曲线 


“和解 名 此 项 数 的 定 习 域 为 (一 ee, 十 oo). 
{iY gy’ = F(X) = x ry (rr 2. 
(il 令 *(x) = 由 朗 z? 一 27 = 0， 得 x = 0，x: = 二 2. 因 产 (0) = 


一 2<0, 故 f(0) = 2 是 极 大 值 . 又 因 /”(2) = 2>0, 故 f(2) = 子 是 极 小 值 . 
由 此 得 到 点 疡 (0.2) 及 己 ( 2. 二) 
(iv) 令 F(r) = 0, 即 2(x 一 DD 二 0, 得 x =1. 因 在 点 x = 1 的 左右 近 


旁 验 得 ， 当 x <1 时 ,六 (xY) <0; 当 >1 时 ,f(x) >0, 大 记 (1, 了 (1D) 点 , 方 
是 一 指点 . 


《v) 把 上 面 的 结果 到 成 表格 , 填 明 函数 的 增 减 性 与 四 性 , 即 可 描 出 


Y 所 需 的 曲线 (图 6.22). 
. (一 及 
曲线 . - 
解 (i) 此 范 数 的 定 兴 域 为 


(一 co 省 及 (+co) 因此 工 能 在 
该 两 个 区 间 内 变动 . 


图 6.22 


国 =D = ER =) = 


F(X) =, 
TY1 一 3 -Ya 一 | 
A (3)>0, 
了 (3) = 0 是 极 小 值 , 
因 A(—D<0, 
记 一 1) = 一 2 是 极 大 值 . 


区 汉代 团 绒 少 


由 此 得 到 点 
”8Q(3,0) 及 以 一 1 一 分 . 
丽 4 = 是 一 条 渐 近 线 . 


AX) (x—3)* _1_ 
x lm Bm a 1) 4 % 


-3 | 
4 
= fim 一 55 十 9 _ 5 
xd 一 1) 4 


lim[A(x) 一 好 ] = ia| 证 


= 6, 


故 得 另 一 条 渐 近 线 为 一 二 xz 一 人 
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(iy) 把 结果 列 成 表格 , 便 能 控 表 描 图 . 


描绘 时 先 规定 坐标 轴 的 位 第 , 取 适 当 的 单位 长 ， 屠 时 已 能 把 斯 近 线 
妥 为 描 出 , 接着 可 把 由 极 值 点 与 函数 极 值 所 决定 的 曲线 上 的 点 尸 及 入 给 
入 ， 因 为 点 尚 太 少 , 酌 深 若 于 点 , 例如 再 计算 得 点 


a(-- 镍 slo- 革 co 虽 


等 , 把 此 种 点 一 起 绘 入, 然 
后 按 表 中 曲线 在 区 间 内 的 
凹 性 及 增 减 性 将 曲线 描 出 
(图 6.23). 

铜 3. 描绘 高 斯 
(Gauss) 曲 线 y 二 e 

解 人) 此 函数 的 定 
半 域 为 (一 ,十 0%). 这 是 
惕 函数 ;所 以 曲线 对 称 于 ” 
2 轴 ， ， 

(i gy = f(r) 三 —2re™, 
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yy” =f"(x) =20 "(2r—1). 


(ii 由 产 (x) =0 得 x =0. 因 关 (0) <0, 故 (0) = 1 是 函数 的 极 大 
值 ， 在 区 间 (0, 十 co) 内 , (x)<0， 放 函数 (x) 单 调 减 少 . 


(iv) 由 "(x) 二 0, 得 x = +- 亡 


因为 在 点 x 一 十 - 方 的 邻 域内 7-(z ) 符 号 互 异 , 徐 点 


(6) 
1 


是 一 找 点 ， 在 区 间 {0, - 态 ) 内 , 产 (z)<0 故 曲线 向 下 四 ; 在 区 间 


( 郭 ,+%w) 内 ,/”(x) >0, 故 曲线 向 上 四 


(VY) 当 z 一 co 时，e- 关 一 0， 
故 y 二 0( 妈 区 轴 ) 是 曲线 y = e 全 的 一 条 靳 近 线 . 

(vi) 把 上 面 的 结果 列 成 一 个 表格 , 便 能 由 此 描绘 函数 y = ee 在 
区 间 (0, 十 吕 ) 内 的 图 形 ,而 在 区 间 ( 一 0, 站 内 的 图 形 即 可 由 函数 的 对 称 性 
获得 (图 6.24) 
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856.8 弧 微分 曲率 


设 落 数 ftx) 在 (a, 站 内 具有 连续 导数 ， Xo 为 《4 内 一 个 定点 ， 
.让 十 态 T 为 (4,5) 内 二 个 邻近 的 点 ; Mo M. 1 分 别 为 曲线 3 一 (XY) 上 与 
Yo 和 和 十 各 T 对 应 的 点 (图 6.25), 以 S 
表示 这 曲线 由 基点 az 到 点 彩 的 一 段 
弧 于 林 的 长 度 .( 当 型 在册 右边 时 规 
定 s 为 正 ; 调 在 i 左边 时 规定 3 为 
负 )， 这 里 我 们 锋 几 何 直 驱 来 理解 曲 
线 的 弧 长 ,在 $9.3 中 我 们 将 给 出 弧 长 
的 分 析 定 义 , 并 将 证 明 弧 长 与 续 长 的 
比 的 极限 等 于 1: 


pm- 1. (1) 
显然 , 弧 长 5 是 的 浮 数 ， 设 对 应 于 的 增 基 Ax, 弧 长 3 的 增 量 为 
As 则 As 一 MM' = MoNY' 一 MoH. 于 是 ， 


(人 -~ =- (AY - (A 六 [MM "| 


生效 AT [MM {Ax)” 
_f MM VY (AT)+(AD)’ 
(HT) 【站 定语 
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_ MM YY Ay 
-( 况 1) 上 + 前 : 


两 边 开 方 后 , 令 Ax 0 而 取 极限 , 并 利用 公式 (1), 即 得 


或 ds = tyv1l+y" dr. (2} 


这 就 是 弧 微分 的 表达 式 ， 按 照 上 面 关 于 s 的 符号 规定 ,可见 s 是 + 的 单 
调 增 加 函数 , 从 而 公式 (2 的 根 号 前 应 取 ( 十 ) 号 ， 

在 已 知 具 有 长 度 和 连续 转动 的 切线 的 曲线 C 上, 选 定 一 点 加 ,作为 
度量 缴 长 的 基点 , 那么 当 s 二 胸 并 确定 后 , 点 村 也 确定 了 , 并 且 在 该 点 
”处 切线 的 倾 第 a 也 确定 了 (我 们 假 

定 切 线 方向 与 弧 长 s 增 大 方向 一 
到 }, 因此 a 可 看 作 s 的 函数 . 又 两 
个 有 等 长 As 的 弧 中 ,切线 转动 时 
的 方向 变更 得 较 多 的 , 就 是 倾角 增 

sz 量 Aa 较 大 的 , 曲线 弯曲 的 程度 也 
图 6.26 较 大 , 这 样 ,就 引起 张 的 平均 曲率 以 

及 在 一 点 的 曲率 两 个 概念 。 现 在 假设 于 及 村 是 这 曲线 上 对 应 于 s 及 
s 十 As 的 两 点 , 如果 点 襄 着 曲线 性 自 点 嵌 移 动 到 队 ' 时 有 曲线 的 切线 的 倾 
角 由 a 变 到 十 A a({ 图 6.26), 则 上 比 


Ag 

各 后 

的 绝对 值 叫做 弧 XHM “的 平均 鹏 府 ， 当 上 As 一 0( 即 于 ' 一 于) 时 , 这 个 比 的 
极限 , 即 “ 对 s 的 导数 


da _. Arm 
ds A 和 5S! 
其 绚 对 值 昌 黎 曲 线 忆 在 点 村 的 曲率 . 


如 此 ,我 们 得 到 曲率 下 的 给 达 式 ， 
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= | 经 |. (3) 
根据 定 党 ,不 难 证 明 : 在 圆 .上任 一 
点 的 曲率 等 于 半径 的 倒数 ， 


设 加 的 半径 为 ga. 由 图 6.27 可 见 在 
点 型、 形 处 加 的 切线 所 成 的 角 Ae 
等 于 中 心 角 MDM'. 但 角 MDM = 
全 5 - 


站 ,于 是 
点 
Ag CE _ 1. 
起 ss 8 证 
.| ee 1 
全 而 所 ds a 


在 一 般 情 形 下 , 我 们 要 根据 !3) 导 出 便于 实际 求 曲率 的 公式 . 
设 昌 线 的 直角 坐标 方程 是 y = f(x), 且 f(x) 具 有 二 阶 导数 .因为 


tga 等 于 yy， 
所 以 
=arctgy. 
由 此 , 两 边 微分 ， | 
ee 
Ca 一 I+y dx. 


由 (2) 知 qs 二 yY1+y dr. 用 dds 除 da, 就 得 到 曲率 的 宸 达 式 ， 
(名 


- | 2 
《上 十 2 2 
在 使 7 “等 于 零 的 点 处 , 曲率 等 于 零 . 
例 ”计算 抛物 线 y? = 4px (p> 站 在 点 可 (D,2p) 处 的 曲率 . 
解 现在 y = 2VBx3, 所 以 y = VBx" gy” 二 -这 x 主 
代入 公式 (4 得 


a 
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Kn 一 


[+vpp 


1 
~ 42p 
$ 6.9 ”由 率 半径 ， 曲率 中 心 
如 果 在 曲线 C 上 一 点 用 处 , 曲率 不 为 零 , 则 的 倒数 忆 就 叫做 曲 
线 在 点 凡 的 曲率 半径 ， 尺 = 去; 又 在 点 大 


的 曲线 的 法 线 上 ,在 上 是 向 的 一 边 取 一 点 喇 ， 
使 14DI = 琴 , 则 中 心 为 已 半径 为 尼 的 加 由 
微 曲 线 在 点 六 的 曲率 圆 . 曲率 圆 前 器 心思 
区 虽 做 曲率 中 心 ( 图 6.28). 
例如 , 轿 的 曲率 半径 等 于 图 的 半径 ae， 
圆 的 曲率 中 心 就 是 圆心 ,- 
设 已 知 曲 线 的 方程 是 ? 二 A(x), 且 其 二 阶 导 数 y" 在 点 + 不 为 零 , 则 
曲线 在 对 应 点 柄 (x,#) 的 曲率 中 心 D(a,8) 的 坐标 为 
yi) 
7 ， 


图 6.28 


此 一 站 


(1) 


1+y? 
= y+ 
B=y 


证 根据 定义 , 曲线 y = f(x) 在 点 M(x,5) 的 曲率 加 的 方程 为 


(E—a) + (nA = R?, (2) 
其 中 #,w 是 流动 坐标 , 并 二 
2 .1 tity 
五 一 Ks 一 v2 . 


因为 点 形 在 曲率 图 上 ,所 以 
(rx— a) —(y—p) = R* (3) 
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叉 因 为 曲线 在 点 肝 的 切线 与 曲率 图 的 半径 DY 相 履 直 , 所 以 


和 A 
二 (4) 
YT 8-8 . 4 


由 (3 和 (办 消 去 x 一 a, 解 出 


pr Rt 
(y BY I 十 fn py 
注意 到 当 y ”>0 时 碍 线 向 上 止 ，y 一 8<0， 当 y”<0 时 有 曲线 向 下 四， 
# 一 及 >0, 因 此 取 上 式 两 边 的 平方 根 , 我 们 有 


_1+y” 


又 XT—a=—y(y— 
这 就 证 得 了 公式 (1). 
当 点 (xY,A(X)) 沿 曲线 己 称 动 时 , 对 应 


, 
的 曲率 中 心 马 的 轨迹 曲线 G 称 为 C 的 渐 屈 ! 1 
线 ( 图 6.29). 所 以 渐 届 线 的 参数 方程 就 是 1 GE 


| 

| 

| +p | 
| 

1 


图 6.29 


v= psinf 


图 6.30 . 


的 新 屈 线 方程 , 


解 各-=-gsint, 代 a = peost, 所 以 地 -= 一 ctgt. 
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a ( dy ) 下 
dy _ dt\axr asin’t bo._!1 
dr dr —asint a Sin 
at 


将 这 些 结果 代入 (5 得 到 渐 屈 线 的 方程 为 


立 
{1 + ctgrt Setgt 


人 一 Cecost 十 5 入 = (ar— br)cosst, 
a: sin’t 
tat 1 ， 3 
B= bsintt— 1 一 = Fle 一 六 Sin 寺 
a sin’t 
消去 后 得 到 . 
(aa)3+ (88)3 = (a — pt. 
§6.10 方程 的 近似 解 
在 实用 上 时 常 需要 求 方程 


f(x}=0 (1) 
的 实 根 ;但 除了 一 些 简单 的 方程 外 , 一 般 来 说 是 不 容易 求 得 的 ， 因 之 就 需 
要 一 种 求 方 程 实 根 近似 值 的 方法 ， 在 求 代数 方程 实 根 的 情形 , 我 国 宋 时 
数学 家 刘 益 , 枫 帘 、 秦 九 韶 诸 人 早 有 研究 . 率 九 韶 著 《 数 书 九 章 》(1247 
年 六 所 创 " 正 负 开 方术 "与 世 称 " 霍 纳 法 *(1819 年 ) 完 全 相同 . 但 因 计算 较 
繁 , 所 以 在 这 里 不 加 叙述 了 . 
方程 (1) 的 实 根 就 是 使 A(x) 的 值 为 零 移 自 变量 值 ,也 就 是 y = f(x) 
的 图 形 与 + 轴 的 交点 的 模 标 .利用 中 .7 曲线 的 描绘 , 可 以 确定 交点 的 大 
概 位 置 , 由 此 就 可 定 出 方程 实 根 的 近似 值 ， 但 这 样 定 出 的 近似 什 的 准确 
程度 往往 尚 不 能 满足 应 用 上 的 要 求 , 因此 就 需要 设法 把 这 样 的 近似 值 加 
以 改善 .下面 我 们 将 利用 导数 符号 与 函数 图 形 之 间 的 关系 , 叙述 两 种 求 
方程 实 根 近似 值 的 简 鲁 方法 一 一 弦 位 法 与 切线 法 . 
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对 于 下 面 的 讨论 , 我 们 都 假定 方程 刷 ) 的 ftx) 满 足下 述 杀 忻 ; 
1" 在 闭 区 间 [&, 丰 上, F(x) 和 "(x) 都 存在 ,县 各 自 保持 一 定 的 符 
号 ; 
2 在 区 闻 的 两 端点 的 聘 数 值 f(2) 及 A 有 异 导 , 即 
fa FD < 0. 


由 于 f(x) 在 [a 如上 存在 ,所 以 f(x) 在 [4,6] 上 连续 ， 根 据 f(x) 在 
[a,5] 上 的 连续 性 及 条 件 2" 推 得 ,在 a 与 5 之 间 方 程 (1) 必 含有 根 (83.3 定 
理 2)， 又 因为 (zx) 在 [4, 如 上 保持 一 定 符号 , 所 以 fix) 在 [4,6] 上 是 单调 
增加 或 单调 减少 , 因此, 方程 (D) 在 4 与 5 之 间 只 有 一 个 实 季 , 设 为 zxo 即 
(xo) 二 0 这 时 4 及 六 都 可 看 做 未 知 实 根 zo 的 近似 值 . 

条 件 1 在 几何 上 指出 , 曲线 y = f(x) 在 [4, 杂 上 不 仅 总 是 上 升 或 下 
降 , 而且 还 总 是 向 上 四 或 向 下 四 . 由 于 f(x) 及 "(x) 的 正 负 导 之 间 有 不 
同 的 结合 , 所 以 在 [4,5] 上 的 曲线 不 外 乎 如 图 6.31 中 所 表示 的 四 种 情形 . 

1. 弦 位 法 把 [4,6] 上 的 曲线 缴 AB 的 两 端 联 成 强 AB， 它 的 方程 

y— f(a) = /= =A0 (4a). 


令 y 二 0, 求 得 这 弦 与 + 轴 的 交点 的 模 标 xr1 是 ， 


一 pb—a 
它 显然 又 可 表示 为 


p—a ， 
Xl 一 2 一 BJCGTA 人. . (2") 


由 图 6.31 可 见 上 述 弦 4B 与 x 轴 的 交点 的 模 标 x1 比 a( 情 形 工 及 NW) 
或 比 惧 情形 芽 及 卫 ) 更 接近 于 zo 所 以 Tr1 对 a 或 5 来 说 是 方程 1) 的 实 
根 .ao 的 较 好 的 近似 模 ， 用 同样 的 方法 ， 从 新 区 向 [六 或 {Te zi] 出 发 ， 可 
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图 6.31 


以 得 到 比 x1 更 接近 于 zo 的 近似 值 x2, 继续 施行 这 样 的 方法 , 就 可 求 得 具 
有 足够 准确 度 的 近似 值 . 
上 述 方法 的 本 质 是 用 续 来 代替 曲线 统 , 所 黄 叫 做 弦 位 法 . 
例 方程 xs 十 1.172 十 0.9z 一 1.4 一 1 
有 一 根 在 0 与 1 之 间 , 因为 若 用 /yz) 表 示 方 程 左边 的 三 次 式 ， 就 有 
f= —1.4<0, fA(D)=1.6>0., 
现在 要 求 这 根 的 近似 值 , 使 浊 差 不 超过 0.001. 在 区 间 [0, 1] 上 , 导数 
Fr)=3r :+422r7+0.9 及 f(x) = 67r+2.2 
都 悍 持 正 号 (情形 I). 根据 公式 (多 求 得 ， 


nl- rr 
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令 4 二 0.467,4 = 1， 再 应 用 公式 (2) 求 得 


1—0.467 i 


局 样 可 求 得 ; 
ra~0.658;, 4S0.668 yss0.670 Yes0670. 


因 xs 受 z6 的 前 三 位 数字 相间， 这 表示 我 们 已 接近 于 根 的 准确 数值 
为 说 明 准 确 度 ， 我 们 用 数值 0.671 试 一 下 ， 我们 有 A(0.671) 完 0.0012 而 
了 (0.670) <0, 所 以 车 取 0.670 为 根 的 近似 值 , 贴 误差 就 不 超过 0.001. 

2， 切线 法 (牛顿 法 ) ” 弦 位 法 是 用 弦 来 代替 缴 , 切线 法 则 是 用 张 的 端 
点 处 的 切线 来 代替 弧 ， 在 曲线 那 端 点 的 纵 标 与 六 (xz) 同 号 的 一 个 端点 处 
引 切 线 , 由 图 6.31 可 见 这 切线 与 x 轴 的 交点 的 机 标 x! 比 a( 情 形 工 及 王 ) 或 
比 &( 情 形 工 及 四 ) 更 接近 于 xo; 于 是 xi 将 是 比 a 或 B 较 好 和 的 近 书 值 . ~ 

曲线 弧 端 点 4 或 如 处 的 切线 方程 分 别 是 


y—fla) = Far a), 


或 yA) = DB). 
令 y 二 0, 求 出 切线 与 x 轴 的 交点 的 模 标 zx! 是; 
,fe 
1 二 在 Fa) : . {3) 
或 是 
,AD) , 
将 1 二 a Ae) 和 (3 


重复 地 应 用 上 面 的 公式 (3 或 4130), 就 可 求 得 具有 是 够 准确 度 的 近似 
值 . 但 我们 必须 注意 当 A(e) 与 产 (z) 局 导 时 ,应 该 用 公式 (3); 当 了 (8) 与 
产 (r) 同 号 时 , 应 该 用 公式 (37), 否则 xX! 可 能 不 会 接近 于 根 而 反 与 报 远 离 . 
例 1， 用 诏 绕 法 求 方程 1 
Ar} = +t,1lr tO 1.4=0 


334 数学 分 析 [第 二 篇 ] 
在 0 与 1 之 癌 的 实 根 的 近似 值 , 使 误差 未 超过 0.001. 

解 ” 因 在 [0,1] 上 , (x) 二 6x 十 2.2>0 与 (1) >0 同 号 ,所 以 我 们 要 
在 横 标 为 1 的 端点 处 作 声 线 . 根据 公式 (3 可 得 下 面 的 近似 值 . 


:= 1 -AD ~ 
二 1 一 i 产 (1 六 人 738， 


/(0.738) 
PUOT38) 

， __/(0.674) 
6 


-0.671) 
(0.671) 


因 前 面 已 知 f(0.671) >0, 而 f(0.670)<0, 所 以 车 取 0.671 为 根 的 近似 值 ， 
”其 误差 也 不 超过 0.001. 我 们 注意 到 用 切线 法 求 得 同样 准确 度 的 近似 值 ， 
比 用 纺 位 法 要 快 些 ， 

例 2， 求 方程 zlgr = 1 的 实 根 的 近似 值 , 使 误差 不 超过 0.01. 
解 “ 已 知 方程 可 改写 为 ， 


了 二 人 738 一 .674, 


~0. 671, 


4 一 0.671 一 0.671. 


二 上 
lg YY 三 了 


所 以 它 的 实 根 就 是 两 曲线 


_1 
8Y 二 下 爱 y= lgx 


的 交点 的 机 标 . 由 图 6.32 可 以 
看 到 方程 的 实 根 介 于 2 与 3 之 
间 . 这 是 容易 用 计算 来 检验 的 ， 


Y=lEz 


艺 


图 6.32 


因为 令 Ar) 二 Xx- 志 廊 一 1, 就 有 
f(D)—0.398<0 及 ff(3) 守 0.431>0. 
在 区 间 [2,3] 上 , f(z) =lgx+lge >0,/”(z) 一 芭 e >0( 稍 形 ). 因 
沟 f(3 引 与 (Xx) 同 号 ,所 以 用 公式 (3 得 


1 一 3 FY 之 2.53, 


7 _ A{2.53) a 
X27 293 一 (53 ~2-007 


因 了 (2.5077 >0, 而 7(2.50) 之 一 0.005, 所 以 车 取 2.50 为 近似 值 , 其 误差 不 超 
过 0.01. 
如 果 我 们 同时 应 用 豆 位 法 与 切线 法 (两 法 合用 称 为 综合 法 )， 则 可 同 
时 来得 实 根 的 过 剩 近 似 值 与 不 是 近似值 , 它们 从 xo 的 两 合 接 近 于 xo， 这 
样 就 可 以 加 速 计算 近 乙 根 的 过 程 . 例如 用 综合 法 来 求 方程 
X3 十 1.1Y2 二 0.9z 一 1.4=0 


的 近似 根 , 得 
X11 二 0— HA ~0.467, 
好 一 1 一 人 ~0.738. 
2 = 0407— OO 9 058, 
X32 二 0.738 -HO ~0.674. 


_ (0.674—0.658)f(0.658) 
Ta 0.658—™ 00 674) — F0658) ~0.670, 


F110.674) 
x3 0.674 pg G7 


这 里 我 们 只 算 了 三 步 , 就 得 同样 准确 度 的 近似 值 . 


之 0.671. 


第 七 章 不 定 积 分 


前 面 导数 与 微分 , 中 值 定理 .导数 的 应 用 三 章 , 总 起 来 称 为 一 元 函数 
的 微分 学 . 从 这 一 章 起 到 第 九 童 为 止 , 我 们 将 要 讲 一 元 函数 的 积分 学 ,在 
积分 学 中 有 两 个 基本 概念 , 即 所 谓 不 定 积分 与 定 积分 . 本 章 先 讲 不 定 积 
分 的 概念 ,性 质 与 基本 积分 法 . 


§7.1 原 函 数 与 不 定 积 分 的 概念 


如 有 果 作 直线 运动 的 点 开 的 运动 规律 由 渤 数 
$= f(D 
给 出 , 其 中 ; 是 时 间 ， 3 是 点 形 经 过 的 路 程 ， 则 函数 A 的 导数 就 表示 点 
型 在 时 刻 上 的 速度 
v= F(A. 
这 是 我 们 在 第 码 章 微分 学 中 所 熟悉 的 问题 .但 是 ,在 力学 里 我 们 也 常 过 
到 相反 的 问题 ， 即 作 直 线 运动 的 点 形 在 任 一 时 刻 的 速度 > = v{) 为 已 
知 , 而 要 找 出 点 寻 的 运动 规律 , 即 要 找 出 点 层 所 经 过 的 路 程 与 时 间 的 依 
赖 关系 = A(), 从 数学 上 来 说 ,这 个 相反 的 问题 的 实质 是 ， 要 找 一 个 
函数 s = A(1)， 使 这 个 函数 A 人 (四 的 导数 /等 于 已 知 的 函数 v()， 开 
了 《1) 二 2( 科 .因为 这 个 问题 具有 普遍 的 意义 ,因此 值得 我 们 把 它 的 一 般 
形式 提出 来 , 同时 引进 一 些 必要 的 术语 ; 并 县 来 寻求 如 何 解决 这 个 问题 
的 一 些 方法 . 下面 让 我 们 先 来 引进 原 函 数 的 概念 , 
已 知 定 兴 在 某 一 区 间 上 的 一 个 范 数 x). 如果 有 这 样 的 医 数 F(x )， 
使 得 在 已 知 区 间 上 的 任何 一 点 都 有 ; 
FF 或 dF{r) = f(r) adr, 
具有 这 样 性 质 的 阔 数 六 (x), 即 以 A(x) 为 导数 ,或 以 f(x)dr 为 微分 的 
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函数 严 (z), 称 为 函数 /lx) 的 原 函 数 .例如 F(x) = siny 是 2 一 COSY 
的 原 函 数 , 因为 (sinx) 二 cosx,; 或 dsinx = cosxdx. 

引进 了 原 通 数 以 后 ,上 面 的 问题 就 可 以 简单 手 述 为 ， 已 知 蛆 数 
Ar 要 找 出 它 的 原 函 数 . 求 给 定 范 数 的 原 果 数 是 积分 学 中 的 第 一 个 基 
本 问题 , 也 是 本 章 所 讨论 的 中 心 问题 . 

关于 原 通 数 , 我 们 首先 提出 这 样 的 问题 ， 已 知 琢 数 ftXx) 应 具备 什么 
条 件 , 才 可 以 保证 它 Pop 一 定 存在 ? 这 问题 将 在 下 一 章 中 加 以 讨 
论 , 这 里 先 指出 它 的 结论 , 结论 有 是， 如果/ lx) 在 某 一 区 间 上 连续 , 则 在 这 
区 向 上 f(x) 的 原 函 数 一 一 在 在 第 三 章 中 曾经 证 明 . 一 切 初 等 函数 在 
它 有 定义 的 区 间 上 都 是 连续 的 ; 因此 如 果 欠 定 的 函数 FrY) 是 初等 函数 ， 
则 可 以 肯定 ,在 它 有 定义 的 区 间 上 它 的 原 函 数 一 定 存在 . 

其 次 , 如 果 f(x} 有 原 荀 数 , 一 共有 多 少 ? 很 屁 然 , 设 让 (XY) 是 F(X) 的 
一 个 原 函 数 , 即 扩 (x) = f(x); 则 函数 族 

Flr)+C {1) 
性 是 一 个 任意 常数 ) 中 的 任何 一 个 茹 数 也 一 定 是 f(x) 的 原 消 数 , 这 基因 
为 常数 的 导数 为 零 , 故 
EC)TCT = F(x) = f(x), 

最 后 还 有 一 个 问题 , 画 数 族 (1) 是 否 已 包含 了 f(x) 的 所 有 原 函 数 呢 ? 
回答 是 肯定 的 , 已 包含 了 , 因为 我 们 可 以 证 明 (z) 的 任 一 个 原 函 数 (x) 
和 玉 (z) 之 差 罩 (7) 一 F(x) 必定 是 一 个 常数 . 事实 上 ， 

{Br — FCN = BF(r)= rfA(x) = 0 
并 且 我 们 知道 , 在 一 区 间 上 导数 恒 为 零 的 函数 必定 是 一 个 常数 四 5.1), 所 
以 在 所 考虑 的 区 间 上 上 有 
Pr) Flr} = C,B Dr) = F(x)+C. 

综合 上 面 的 讨论 , 我 们 得 到 一 个 重要 的 结论 ， 如 果 函 数 .六 xz) 有 一 个 
原 函 数 天 (r), 那 末 它 就 有 无 穷 多 个 原 函 数 , 并 且 所 有 的 原 函 数 刚好 组 成 
钞 数 族 扩 (x】 十 C(C 是 任意 常数 ). 


dh 
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函数 Alx) 的 所 有 原 肖 数 的 全 体 叫 做 秒 数 f(x) 的 不 定 积 分 记 作 


fx)adr, 


并 且 函 数 .A(z) 思 做 被 积 函 数 , F(z)] dz 叫做 被 积 表达 式 , 而 叫做 积分 变 

量 . 

报 据 以 上 所 述 , 要 找 f(x) 的 不 定 积 分 ,也 就 是 说 , 要 找 f(z) 的 所 有 

原 耳 数 , 只 要 找 出 /x) 的 任何 一 个 原 函 数 就 行 了 . 设 F(z) 是 A(x) 的 一 个 
原 函数 , 则 函数 族 严 {z) + C 就 表示 .AZ) 的 所 有 原 函 数 的 全 体 , 因此 ， 


fr dar = FoD+C， 


其 中 心 是 任意 常数 , 我 们 叫 它 积分 常数 ， 
例如 ， 丙 为 sinyz 是 cosz 的 一 个 原 请 数 ， 所 以 cosz 的 不 定 积分 是 
sin 计 十 C, 即 


jcosx dr = sinrit+C. 


求 已 知 函 数 的 原 函 数 的 方法 称 为 不 定 积分 法 或 简称 积分 法 . 如 果 把 
积分 法 看 成 是 一 种 运算 , 那么 可 以 说 ,积分 法 是 微分 法 的 逆 运 算 , 

不 定 积分 的 几何 意 炎 f(x) 的 一 个 原 函 孝 记 (x) 的 图 形 叫 做 函数 
f(x) 的 积分 曲线 , 它 的 方程 是 y = 下 (x), 因 F(x) 二 f(x), 故 积分 曲线 
上 点 之 处 的 切线 的 斜率 恰好 等 于 函数 Ar) 在 点 处 的 函数 值 .如 果 
把 这 条 积分 曲线 涪 y 轴 的 方向 平行 移动 一 一 段 长 度 C 时 , 我 们 就 得 到 另 
一 条 积分 曲线 y = F(x) 十 CC. 函数 
f(x) 的 每 一 条 积分 曲线 都 可 由 此 
法 获得 , 所 以 不 定 积分 的 图 形 就 是 
这 样 获得 的 全 部 积分 曲线 所 成 的 曲 
线 族 . 又 因 不 论 常数 己 取 什么 值 , 都 

7.1 有 [F(x) 十 CJ = f(r)。 所 以 如 果 
在 每 一 条 积分 曲线 上 横 标 相同 的 点 处 作 切 线 , 这 些 切 线 是 彼此 平行 的 
{图 7.1), 
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在 求 原 函 数 的 具体 问题 中 , 往往 要 从 全 部 原 阔 数 中 确定 一 个 具有 已 
知性 质 的 原 通 数 . 这 时 应 长 利用 这 原 函 数 所 特别 具有 的 性 质 来 确定 任意 
常数 C, 从 而 确定 所 要 求 的 原 函 数 . 
例 1， 求 通过 点 (2, 外 而 它 的 场 线 钾 率 为 2+ 的 曲线 . 


解 因 ; 级 一 2x, 而 x 中 是 2z 的 一 个 原 函 数 ,所 以 我 们 得 到 全 部 积 
分 曲线 为 


y=X 二 忆 , 
利用 谋求 曲线 通过 点 (2 5) 这 个 性 质 得 : 
5=2+C, C=1. 
所 求 的 曲线 为 i 

=:+1. 

例 2, 已 郑 点 避 在 直线 上 运动 的 速度 wz 和 时 间 t 的 关系 为 0= 
at 十 vo, 其 中 必 和 wo 都 是 常量 . 求 距 离 s 和 时 间 的 关系 ,如果 t = 0 时 
s 二 从 是 已 知 的 . 

解 因为 = 从 -= @lt 十 zo 所 以 


S 一 于 vof + so, {2) 


不 难 验 证 , 函数 (对 f 求 导数 即 得 af 十 wo 把 so 看 作 任 意 常数 , 则 (2) 表 
示 函 数 族 ， 我 们 所 要 求 的 甬 数 必 包 含 在 这 函数 族 中 . 又 因 上 = 0 时 s 二 0， 
求 得 so 应 等 于 零 , 因此 所 求 的 点 并 的 运动 规律 为 


$= 去 at*+ vof. 


87.2 不 定 积分 的 性 质 
， 根 据 不 定 积分 的 定义 , 直接 可 推出 第 一 个 性 质 , 
TY (fronar) =76r) 或 《Jo 下 = 天 nd; 
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到 


frnar=fr+C 或 fartr)= /n+C. 


这 就 是 说 ， 若 先 积 分 后 微分 , 则 两 者 的 作用 互相 抵消 , 反之 , 若 先 微分 后 
积分 , 则 抵消 后 蔓 差 一 常数 项 . 
2 有 限 个 函数 的 和 的 积分 等 于 各 个 函数 的 积分 的 和 ， 


fl + ea) +t g(a)]ar 


二 fart folrydrt.+ frydx. 


在 上 式 中 没有 另 加 任意 积分 常数 , 因为 我 们 认为 它 已 经 包含 在 不 定 积分 
中 . 要 证明 这 等 式 的 正确 性 ,只 要 证 明 右 边 的 导数 等 于 左边 的 被 积 函 数 
就 行 了 .事实 上 , 因为 函数 和 的 导数 等 于 各 函数 的 导数 的 和 (54.5), 所 以 
上 式 右 这 的 导数 是 


(frwar) +{ fpryar) + 人 (neoaz)， 


由 性 质 1", 这 狐 是 FY) 十 g(Y) 十 g(x). 
同样 推理 , 可 以 证 明 不 定 积分 的 另 一 人 性质 ; 
3 ”被 积 函 数 中 不 为 零 的 常数 因子 可 以 称 到 积分 号 外 徊 来 , 


faf(xjdx = a ff(z) dz 《a 是 常数 ,a 二 0). 


$7.3 基本 积分 表 


如 果 政 (x) 是 函数 7) 的 一 个 原 函 数 , 则 所 (zx) 一 f(x) 而 dF(x)= 
FJ 二 f(x) qx. 根据 不 定 积 分 的 定义 得 


fiirar = faF(z) = F(x)+C. 
例如 , 因为 dr) 二 3x24x, 所 以 
jszaaz = z+C. 
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__adr_ + 
又 例如 , 因为 4 tgx = os5 所以 


上 面 的 其 个 岗子 很 清楚 地 说 明 , 有 一 个 微分 公式 , 相应 地 就 可 得 到 
一 个 积分 公式 ， 因 此 由 针 .11 的 微分 楚 本 公式 就 可 得 到 下 面 的 基本 积分 


表 ， 
1. jaz = C. 
下 十 1 
2. /vizr = T+C (pt—1). 
3 /和 宪 =Inr+CD, 3r>0. 
x 
二 fa dx = mate. 
5. ferdr = er+C. 
6. fsinz Aar 二 —cosz+t+C. 
了 . feosx dr = sinr+C. 
8. 二 texr+ 人 ci. 
9. S = ctgx—C. 
加 ”对 于 这 个 等 式 必须 作 如 下 的 补充 ， 当 > 0 时 等 式 显然 成 立 ， 当 +<0 时 因为 函数 
In( 一 避 的 导 糙 为- 一 = 一 | 二 上 ,所 以 当 + <0 时 有 


f=tnt-#)+0, 
因此 ,不论 x >0 或 <0 我 们 有 下 面 的 一 般 公 式 ， 
f=maltc. 
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10, A = arcsinttcCi, 


广 红 = 二 arctgxt+ CC, 


12. fshzar = chz 十 C 


13, chx ex = shri. 


要 证 明 以 上 的 公式 成 立 , 只 要 验证 右边 的 导数 等 于 左边 的 被 积 浮 数 
就 行 了 , 这 是 很 容易 的 . 

利用 不 定 积分 的 性 质 和 基本 积分 表 ， 我 们 可 以 求 一 些 简单 函数 的 不 
定 积分 , 下 面 来 举 几 个 例子 . 


例 1. /2xs 一 5zz 一 3z 十 和 dx 


= _jrzraz -5zsdr- fardr+ fadz 


= 2 /rsdz —5 fxrar —3 fxax +4 /far 


= 及 一 tt. 
2a -6 dx _;, far 
例 2. 几经 一- + Sev ie =2a /和 2 pb 了 
1 _ 5 
+t3c fridr =24 -bE 上 +3c， 而 rc 

2 3 

=d4ayT++ EL 
于 5 


f(a#—z®) sdx = fleatrtt3atrt 7’) dx 


= 好 2 So 人 + a 3 十 C， 


和 
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注意 : 由 于 微分 形式 的 不 变性 ($4.11) ,在 上 列 基本 积分 表 的 每 一 个 
会 式 中 , 如 果 并 用 工 的 可 微分 机 数 & 替代 ,公式 还 是 成 立 的 . 例如 ， 


feosudu 一 fasinu = sind++ cc. 


§74 换 元 积分 法 


利用 基本 积分 表 与 积分 的 基本 性 质 ,我们 所 能 解决 的 不 定 积分 问题 
是 非常 有 限 的 . 因此 , 有 必要 进一步 来 研究 求 不 定 积分 的 方法 . 这 一 节 先 
来 讲 一 种 基本 的 积分 法 , 即 所 谓 换 元 积分 法 , 简称 换 元 法 . 换 元 法 的 目的 
是 通过 适当 的 变量 代 换 , 馈 所 求 一 些 积分 简化 为 基本 积分 表 中 的 积分 ; 
它 所 根据 的 是 下 面 的 两 个 定理 . : 

定理 1 (第 一 种 换 元 法 ) 设 f() 具 有 不 丁 数 F(z0), w = p(x) 可 
导 , 则 Fig(x)] 是 fip(x)]p《x) 的 原 函 数 , 即 有 搁 元 公式 


Jretz)]e(zaz = Flotr)+ c= | /ffiwaul OD) 


#=P(T} 


证 设 Glx)= Flp(x)), 利用 复合 函数 求 导 法 ， 得 到 


GO) = A R= AIp(z)]gr(z) 


即 G(z) 是 /[g(x)jw“(x) 的 原 画 数 .所 以 有 
fig Cr) lor) ar = G2) +C=Flo(xH+ C=| fr (wau] 
这 就 证 明了 公式 {1). 
从 这 个 定理 我 们 看 到 ， 如 果 要 求 的 积分 可 以 表 为 公 趟 (左边 的 于 


式 , 则 令 zw 二 g(x), 就 化 为 右边 FL 对 的 积分 ,积分 后 再 用 p(x) 代 妈 
就 行 了 。 以 下 举 些 例子 来 说 明 换 元 公式 (1) 的 应 用 .、 


例 1 f(axrt+ "dr,m+—l. 


二 于 和 (小 


解 设 Ww 二 art+b， 册 dx = ed， dr = du, 
于 是 
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nz ml, 1 1 a 
flar +®) dr= fu dw= furadu=2 mite 


{ar + ®t 二 
a(m+1) 


例 2. fast pr) irar. 


解 设 = GTizfz 网 du= 2627 dx; z= 


于 是 
3 
sy ra 1 2 1 ww VE 十 本 | 
fa 二 +B 计 ixar = 3p fidu=3p 本 十 性 一 3 
2 
dr 
例 3. 二 | 
dr 1 dr 
解 a /i (ay 
We 
设 x= 之 ， 则 di= 人 此， dx = adu 
于 是 
2 二 各 1 经- 一 arctg& 十 人 一 二 arctg 王 十 C， 
例 4 figz dr. 
: Sin 廊 
解 | faz ar = fs 
设 # 一 Cosy， 则 ez = 一 Smy adr, 
于 是 
_ 一 SinX ar _ dtosx du 
Jtgx dr = / CosTr COST /se 
= —Inut+c= -Incosrt+i+ Oo, 


当 练习 比较 纯熟 后 , 就 可 以 不 必 再 抬 & 写 出 来 , 举例 如 下 . 


+ 纪 . 
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ef 人 


— = arc sin 生 十 C。 
(对 | 
好 


和 
例 6. fctgrax. 


解 ff otg xar = / Ar = 了 ne = lnsinrt+cC, 


例 7. f sin2y Ar, 
解 fsinrz ar= {Par = far -feos2r wz 
-二 言 ji 一 于 jeos2x di27r)— 却 一 Fsin2r +C, 
例 8. 了 Sin raz, 
解 J sinsx dx = f sinx "Sinx dx = — {(1—cos’z) dcosx 
| = — fdcosz + fcos'rdcosz 


= CoS 十 坷 cosax 十 万 。 


ad{ 之 
* /ee 


nna Ta 
2sin3 Coss ig og cos 2 
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又 
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dtg 之 
- /一 2 =Intg#+C. 


Sin 到 2sin’3 ， 
tg =. 2 _ 3 leosr -scr 一 ctgr 
2 x SiNnx Slim 了 i 
c0S 7 


f esexrar 一 f dx =Inteser —ctgrx)+C. 


Sh 


例 10, fsec rr, 


ar -/ a(z+ 卫 ) 


COS sin(z 十 至 ) 


= m| cse(> + 可 ) 一 ctg(z + 到 )| 十 厂 


解 Jsecx dx = 


| = lnfsecz +tgx)+C. ~ 
例 11. f secss dx. 
解 J secsz dr = f (igsx + sec rax 

= flr+ ater= fte'r+2terr+ Later ， 


5 
三 EE AE tg rt C, 


例 12. 了 te'xsec rdr. 
解 了 tgsysSecarer = 了 tagdr sec2ySeCTt 区 dr 


二 f (sec’x —1)’secr d secx 


”_! 第 七 章 ] 不 定 积 分 347 


一 (secer 一 2sectr Secsyrjesecr 
一 订 secrz 一 二 secsr 二 去 secax 十 性 ， 
例 13， 大 sin recos rar 一 站 sin cos4xt Cosxetr 
sin:x (1— sin*r)?dsinx 
一 sinzz 一 28in4r + sin radsinr. 
1 2 
= in rssin 十 Sin z+C, 
feos3r COS27 dr 
_1 
一 去 ftcos(3—2)7 +cos3+ 2 rlar 
= Eom +cos 5r) dr = 译 feos XAr 


1 
+ Cos 5 xA(9r) = brn +tainsetc. 


解 恩 2 = 二 (5 二 


dar ll 1 1 
故 三 天 2a (= 2 -za)e 
Ti lfa 
2 一 站 2a Tria 
1 fatr—@) 1 falxt+a) 
22 于 一 在 2 工 十 二 
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-也 nz=a 
2 te. 


上 面 所 举 的 大 量 例子 , 可 以 使 我 们 认识 到 公式 (1) 在 求 不 定 积分 方面 
所 起 的 作用 . 象 复 合 函 数 的 求 导 公式 在 微分 学 中 一 样 ,公式 (1) 在 积分 学 
中 也 是 被 用 得 最 多 的 ， 但 利用 公式 (1) 来 求 不 定 积分 , 一 般 却 比 利 用 复合 
函数 的 求 导 公式 来 求 函数 的 导数 要 困难 得 多 , 因为 其 中 需要 更 多 的 特殊 
灵活 的 技巧 ,不仅 如 何 适当 地 选择 函数 w= p{x) 值 得 考虑 , 有 时 还 需要 
先 把 被 积 函 数 变 换 成 合适 的 形式 方 可 进行 换 元 , 而 所 有 这 一 切 , 又 没有 
一 般 的 途径 可 循 ， 因 此 要 想 掌握 换 元 法 , 除了 熟悉 一 些 典型 的 例子 外 ， 
只 有 通过 较 多 的 练习 才 行 . 


我 们 也 常常 过 到 相反 的 傅 况 , 有 时 我 们 不 会 求 /7(w) dw 但 适当 地 


选择 zx 一 p(x) 后 , 求 不 定 积 分 //[p(x)]g"(x)ax 却 比较 容易 , 这 样 也 可 


接 反方 向 来 利用 公式 (1). 
因为 原来 的 不 定 积分 的 积分 变量 通常 是 x, 内 此 我 们 除了 把 公式 (1 
按 反 方向 来 改写 外 ， 并 同时 将 如 撞 成 I 而 zx 斤 成 x， 


Jr) = {fle (ap = let an. 


必须 补充 说 明 , 这 公式 的 成 立 是 需要 一 定 条 件 的 .首先 , 等 式 右 边 
的 不 定 积分 要 存在 ， 就 是 说 f[p(zw)]g'( 志 必须 有 原 国 数 ,其 次 ， 


fp( DJg“(20 du 求 出 后 必须 用 + 二 g( 丧 的 反 函数 二 玖 ) 代 国 去 ， 


为 了 保证 这 反 画 数 存在 而 且 是 单 值 可 微分 的 ， 我 们 假定 直接 函数 x 一 
9( 贡 在 的 某 一 个 区 间 ( 这 区 闻 和 所 考虑 的 x+ 的 积分 区 间 相对 应 ) 上 是 
单调 的 , 可 微分 的 并 且 g 人 (zw) 十 0. 

归纳 上 述 , 我 们 给 出 下 面 的 定理 ， 

定理 2( 第 二 种 换 元 法 ) 设 x = 8( 雪 是 单调 的 .可 导 的 函数 , 并 且 
8 《所 十 0. 又 设 fp(w)]g'(0 具 有 原 洋 数 中 (x), 则 [B(xY] 是 f(x) 的 
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原画 数 , 即 有 换 元 公式 
nd 二 面 [5 (XC = BECOILADLD) We (2) 
这 里 F(x) 是 x 二 et 的 反 函 数 ， 
证 令 严 (7) 二 唱 [5 tx)1, 利 用 复合 函数 求 导 法 及 反 函 数 求 导 法 ,得 
到 


天 (zj) = 人 = fp)e (0:- 


1 . 
p(w) 
= fip(w)] = fx), 
即 F(x) 是 和 x) 的 原画 数 . 所 以 有 . 


Jr 人 = F(x)+C= mA)+C 
= | rta]e(a di| ，， 
这 就 证 明了 公式 (2)， 
| 下 而 我 们 通过 些 例子 来 说 明 换 元 公式 (2) 的 应 用 ， 
siny zr 
例 16. /Ear 
解 设 准则 Adr = 2udu, UH= vr, 
如 一 之 < 十 co 0<w< to), 


于 是 Se = /smu "2238 = 2 fsinu dx 
一 ~—2c08H+ C= —2c0s8yT+ CC, 


例 17. pa 


解 设 w=asinx， 则 dx = acos ww dw, 


一 : . 1 
arcsin, ( 站 太守 pH 和 
于 是 


ar __ facostdn . 
/A f QOa = [du~= utC=arcsint+C. 


iu 
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多 18。 /J 
解 设 t= 二 atga,， 则 dr = a sec’u dau, 
aseciu du _ . 
记 - 5 f Ce = fsecudu. 
利用 讽 10 的 结果 得 ， 


/= In(secwu+tgu)+ CC. 
化 YX 十 如 
为 了 票 把 sec ww 及 tgz 摘 成 x 的 函数 ,可 利用 图 7.2 中 所 
~ 示 的 直角 三 角形 , 这 直角 三 角形 是 根据 tg = 地 作 成 
的 ， 内 这 直角 三 角形 可 方 便 地 得 到 


因此 n( 所 ,rae 


=In(r+tyr:+a)+e.. 
ar 
er 


和 解 设 x 二 asec ww 则 ar = &Sec utg u dw, 
、 dr _ fasec wtg ud __ 
于 是 =/ atgu = sec udu 发 
=In(sec gttgw)+C 
,vri—a a 
(人 
=lIn(x+yr—a:+C’. 
在 例 17,18 ,19 三 个 例子 中 所 用 的 方法 称 为 三 角 函 数 代 换 法 ， 一 般 当 


被 积 函 数 含 有 根 式 ve? 一 + 或 yx 十 a 时 ,利用 三 角 函 数 代 摘 法 往往 能 
得 到 成 功 . 


-| 
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最 后 , 我 们 再 通过 例子 来 介绍 一 种 也 很 有 用 的 代 换 一 一 倒 代 换 。 如 
下 夯 药 例子 所 表示 的 那样 ,我们 利用 倒 代 的 来 消去 在 被 积 了 图 数 的 分 母 中 
的 变量 因子 ， 
例 20. ead. 


解 作 代 换 了 一 工 出 dx = 一 扫 ， 
由 此 得 
底 
ER 1 全 人 区 -Jose om 
pa 
3 2 2 
tC= 一 全 2 之 +C. 


在 上 向 的 积分 例题 中 ,有 几 个 积分 我 们 以 后 在 求 其 他 积分 时 常常 会 
过 到 它们 , 就 是 说 , 求 其 他 积分 时 常常 会 引导 到 这 一 些 积 分 上 来 ， 因 此 ， 
如 果 把 这 些 积分 的 结果 当 作 公式 , 则 在 求 其 他 积分 时 便 可 引用 这 些 结果 
而 免 去 一 部 分 计算 工作 ， 为 此 , 除了 87.3 基 本 积分 表 中 的 几 个 基本 积分 
公式 外 , 我 们 再 加 添 下 面 几 个 积分 公式 ， 


14. jgr er 一 一 IneosY 十 尼 。 
15， jctgz adr =Insinx+i. 
16. fsecx dr =In{tsec rt +tgx)}+ Ci, 


17. fesex dr =ln(cscx—ctgr}+ ©. 


18. 太空 一 arctgz 十 万 ， 


一 一 一 一 一 -一 一 ~ 
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20. n(x+/REaN tC. 
YX + 


dx _ ， 时 
21. /EE arcsin 十 C, 


$7.5 分 部 积分 法 


这 一 节 我 们 来 讲 另 一 种 基本 积分 法 , 所 谓 分 部 积分 法 ， 
设 函 数 & = w(x) 及 2 二 必 X) 具 有 连续 导数 ， 在 微分 学 中 关于 两 函 
数 的 乘积 的 导数 公式 是 


(un) = tv 二 pu (1) 
把 公式 (改写 为 
Ht” = (wy) — vu, . (2) 
积分 等 式 ( 罗 的 两 边 并 利用 不 定 积分 性 质 1 和 2 得， 
f uv ar = uy— fou'dr. (3) 


公式 (3) 称 为 分 部 积分 公式 ， 如 果 求 {uw dx 有 困难 而 求 [ox dr 比较 容 


易 时 , 就 可 以 利用 分 部 积分 公式 求 积分 ， 
为 简便 起 见 , 我 们 把 公式 (3) 写 成 下 面 的 形式 ， 


fuav= ut — lodu. (4) 
我 们 通过 下 面 的 例子 来 说 明 如 何 具体 地 运用 这 个 重要 公式 . 
例 1. freosz ar, 


解 设 六 二 工 ， dy =cosr adr, udv= xcosrt dr: 
则 du = dx, 二 sinx, vdu = sinz dr. 
根据 公立 (4 得 到 ， 


jr coOsrAar = sinx — fsinx tr 二 Sinr+eosrt+t+ Ci. 
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例 2. 太 rzerdr. 

解 设 芭 一 了 2 dy= edr, udv = re™dxr, 
则 CE 2x dt, Y= e™, vadu = 27 eadr. 
根据 公式 (人 得到: 


frrexar = zze< 一 2 fx er, 


等 式 右边 的 不 定 积分 /erdz 又 可 用 分 部 积分 法 求 之 如 下 ， 


设 w= dv = edr, Wp = x edr, 
则 du = Ax, v= BY pit = edr. 
利用 分 部 积分 公式 (四 得 到 ， 
fxrerar = xzer 一 jerdx 一 ex 一 6 十 王 
于 起 . 
fxrerdr = Xe*—27x e+2oert+ C= ertr:—27r+2o) + ct. 
例 3. frmz dr, 
解 设 =Inx, dv=xrar, Udy= rinrar, 
a 2 -1 
则 CU = 2 二 与 Vda 二 7 dr. 
利用 分 部 积分 公式 得 到 ， 
2 2 2 
fz Inx er = 三 Inz- 计 [x ax = -inz 一 全 十 C. 


例 4. fersinz ax. 


解 ” 设 WH =e”, dv = sinr dr, udv= esinx dr, 
则 du = edr, v= —ceosr, Vax = — ecosr dr. 
利用 分 部 积分 公式 得 到 ， 


Jersinz dr =— ecosx + fercosx dr. 
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再 利用 分 部 积分 法 求 Je”cosx dx 如 下 : 


设 wt 二 e*, dv=cosrT adr, Udv= ecosr dr, 
则 Adu 二 edr, v= 3inx, vdnu— esinx dar. 


fercosz Ar = esinx— Ilesinr dr, 
面 Jersinz dr = —e corte sinr— esinx ax, 
移 项 , 除 以 2, 并 加 上 和 三 意 常 数 忆 , 即 得 
fersinz dr = (sinx—cost)+ C, 
例 所 天 Sec3y Ax. 


解 设 w=secx, dv= sec'x dr, Wdv = sec or, 
则 du = secr tgx dz, t= tg*, 
vdu = secxter dr = secx(secr —1)dr. 


于 是 
fsecsx ax = Secx tgx — fsecx(sec’r —1)dxr = secx tgx 
Sec3f gr 十 lsecx dr = secrtgr 


一 ec Tt 十 Infsec 工 +tgx). 
移 项 ， 除 以 2% 并 加 上 任意 常数 C， 即 得 


jsecr dr = sec rtgr + 吉 In(secx +tgx}+C 


例 人 farctgx or, 


解 设 w=arctgx, dv=dr, wdv=arctgr axr, 


Ear 


- ,dr 加 
则 du = ; DEY, Vdu= Tr 


1+x 
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于 是 - 


f arctgex oar = r arc tg 让 2 


一 rarctgz 一 可 In(1 十 2 + 妃 , 


到 这 里 为 止 ,我 们 已 经 把 求 木 定 积分 的 一 些 最 基本 的 方法 都 讲 过 
了 ， 员 然 这 些 方法 的 数量 是 不 够 包 的 , 但 已 经 使 得 我 们 能 够 解决 相当 广 
泛 的 一 类 初等 函数 的 积分 了 ， 下面 将 再 讨论 一 些 特殊 类 型 的 初等 函数 
的 积分 法 . 


8$7.6 有 理 霄 数 的 分 解 


有 理 函 数 ，” 是 指 由 两 个 多 项 式 的 商 所 表示 的 函数 , 即 具有 如 下 形式 
的 函数 ， 


Pr) _ dx 十 好 区 TT an 十 an (1) 
QT) rh 十 Bm 


其 中 内 和 所 都 是 正 整 数 或 零 j0o 让、…、 Gn 及 如 Di.…', Dm 都 是 常数 ,并 
且 im 二 各 5 于 人 

我 们 总 假定 在 分 子 多 项 式 已 (z) 与 分 母 多 项 式 入 (7) 之 间 是 没有 公 
因子 药 ， 当 有 理 函 数 () 的 分 子 多 项 式 的 次 数 少 于 其 分 母 多 项 式 的 次 数 
时 , 即 当 ?< 放 时 ,我们 称 这 有 理 函 数 是 走 分 式 ， 反 之 , 当 %> 俯 时 ,我 们 


称 这 有 理 函 数 是 假 分 式 ， 如 果 三 红 ) 是 假 分 式 , 我 们 可 以 利用 多 项 式 的 


Q(T 
除法 , 把 它 化 为 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 和 : 
2 R(xy 
Q(x) = WO + OY (x) 


其 中 印 (x). R(X) 都 是 多 项 式 ,并且 RR(x) 的 次 数 小 于 昌 (x) 的 次 数 . 


例 1。 化 假 分 式 二 -于 十 二 为 多 项 式 与 真 分 式 之 和 ， 


?十 工 十 1 -. 工 (Z2 十 1) 十 1 _ 1 
解 zl NTT 74+3T 
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现在 仿 定 如 (2 是 真 分 式 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 两 个 分 解 定理 
定理 1 设 x = 是 多 项 式 Q@(xX) 的 上 £ 重 根 , 即 设 
Q(T) = (FOX (+), 
则 有 分 解 式 : 
Plx) ___Ai P(x) (2) 
- (一 全 CT) (xr—a (x— a x 
(分 式 右 边 第 一 项 中 4 ,是 常数 , 第 二 项 是 真 分 式 , P(x) 是 多 项 式 . 
证 ”对 于 任意 常数 4:, 差 式 
P(x) 有 总 ， 二 Pir}— AQitr) (3) 
性 一 全 GT 一 下) 
是 两 个 真 分 式 之 差 , 显然 是 真 分 式 . 现 确 定 A; 使 得 Pla) 一 A;@1(a) 二 0, 
即使 得 多 项 式 忆 ZI) 一 4e@iz) 含 有 因子 x 一 2 于 是 
4 = Pla) 
Qo) ” 
分 出 P(tY) 一 和 (7x) 的 因子 x 一 ,得 到 
Plr)— A = (DP(z), 
其 中 tr) 是 多项式 ， 将 上 式 代 入 ( 引 即 证 得 恒等式 (22). 


P(x) : 


jy*+ 


P(x) 一 A; 十 Palx) 
人 一 人 和 ICE (ra (rr—a Q(x) 
容易 明白 ,我们 把 上 面 的 过 程 重复 上 次 , 就 得 分 解 式 


Plx) 4 As .A 
(zx—a (ry (rx 一 0 tat tia 
P(x) 
: 上 (4) 
式 中 Ai、 A … 4 都 是 常数 ,Puz) 是 多 项 式 ,- 全 全 ) 是 真 分 式 . 


定理 2 设 复数 y = c+ 动 (8 证 由 是 多 项 式 如 (Cr) 的 夏 重 根 (其 共 斩 
复数 4 一 让 也 应 是 @(x) 的 天 重 根 ), 并 令 (x 一 4 一 10)(Y 一 + 给) 二 
x 十 px 十 4, 其 中 旅 :一 49 所 0, 即 设 -~ 下 
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QA) = rp 【和 EC 士 动 ) 直 人， 
则 有 分 解 式 


Plx) _ 上 Mrt+N 于 Px} 9) 
(x tprta Rr) (wtprta (r+prta) Otr)’ 
( 呈 式 右边 第 一 项 中 的 1 和 六 都 是 常数 , 第 二 项 是 真 分 式 , P(r) 是 多 项 
式 . 
证 完全 类 似 于 定理 1 的 证 法 ,我 们 来 证 明 本 定理 ， 事 实 上 , 对 于 任 
意 常数 他 ,和 Ni, 差 式 


Pix) Mix-- Ni 
(rtprto tr) (rprt+ar 


PiU)— (MriN) Q(x) 
br) 


是 真 分 式 ， 现 确定 常数 Mb 和 使 得 

PE 二 动 一 Mte 十 动 十 和 (e+ 志 ] = 0, 
即使 得 多 项 式 P(x) 一 (Mix 十 RD) Qi(x) 含 有 因子 + 一 4 一 站 (自然 也 应 
含有 因子 z 一 4 十 动 ), 从 而 售 有 因子 z 十 加 7 9. 于 是 


_ ， _ Platib) 
MM tat+ih+t MN Qatw) , 


把 右边 的 复数 写成 c 十 讼 , 并 比较 两 边 的 实 部 与 虚 部 , 就 有 
aMt+ N= CC, ifi = a. 
因为 5 直上 ,所 以 我 们 得 到 


有 二 全 及 N, = 2 二 < 


(6) 


分 出 P(r7) 一 zx 十) Q(X) 的 因子 xX? 十 px 十 gq, 得 到 
Pa}~— (MrtN)AQ(r) = (r+ prt+ a P(r), 
其 中 已 (xz) 是 多 项 式 ， 和 将 上 式 代 入 (6) 即 证 得 恒等式 {5). 


如 果 我 们 对 (5) 式 中 的 真 分 式 Tz 二 5 是 人 3 人 ar 再 应 用 定理 2 


音 得 
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Pitr) Mr t+ Ns 
(rprtar Or) (rtpr ta)"! 


十 


P(r) 
Xprta Or) 
容易 明白 , 我 们 把 上 面 的 过 程 重复 此 次 , 就 得 


P(r} = MrtN | MxtNs 
(x tprtam (tr) (rtprta” (rtprt+a) 
TAN , Plr) 
让 Wn 

式 中 机、M2 …、 Mi Ni、 Ns、…、N4 都 是 常数 ， 忆 (zz) 是 多 项 式 ， 
Palx) 
Q(z) 和 再生 

最 后 , 我 们 把 定理 1 和 定理 2 归结 成 下 面 的 结论 ， 

设 多 项 式 


@(z) = hoz — Dt ATH Pr+D (r+ r+ 5), 
则 真 分 式 与 人 可 以 唯一 地 分 解 成 为 所 谓 部 分 分 式 。 


Ptr) 4d: A: a 
和 kr (一 人 tart ta 


CL TELE LE LL LTT 


Bs 
rx—b 
十 Miri+ Ni 十 Mt + Ns 二 wor 十 iT 十 
pt Prt Xt+pr+aqa 


TTTEETTETITLITTTTTTTT] 


Bi B: oe 
tm tbr 十 


Rxt+S! 1, RxtS Rar +S, 


十 (2 十 ?十 3 (x 二 rr 二 8)*-! tt x 二 rr+s’ 

(8) 

式 中 诸 4 .局 、Mi Ni RR: 及 SS; 等 都 是 常数 + 
我 们 从 上 面 的 定理 中 注意 和 天 两 点 ， 


人 分 母 驴 (切中 如 果 有 和 神子 (x 一 0)*, 则 分 解 后 有 下 列 大 个 部 分 
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分 式 之 和 


Gt 


人 Ar 
TT—a’ 


Al 
(at 


其 中 41、A42、…、 A 都 及 常数， 特别 如 果 一 1, 则 分 解 后 有 一 全 一 


(说 分 母 @(x}) 中 如 果 有 因子 (x? 十 px 十 q)*, 其 中 六 一 44<< 从 刘 分 
解 后 有 下 列 关 个 部 分 分 式 之 和 : 


Miri+MN Mx + N; 十 "十 Miri Ne 
(r+pria (x 二 pri+o"! rprta’ 


其 中 .AN 都 是 常数 ， 特 别 如 果 ~ 1, 则 分 解 后 有 -和 人 
例如 , 因为 真 分 式 


37: 十 1 
Tr ltr rr) 


的 分 母 中 含有 因子 zx 一 1 人 rr 十 臣 3 及 (2 一 25 十 3)25 故 其 分 解 式 为 下 
列 八 个 部 分 分 式 之 和 


4i+4z4 + 
x + xX—l 


{x ys 十 (x $s + 2 
DirtE 十 站 3 十 五 > 
(7 一 27 十 32 2 一 2Y 十 3 
在 具体 问题 中 , 我 们 不 是 用 证 明定 理 的 方法 而 是 用 待定 系数 法 来 
确定 (8 式 中 的 那些 未 知 常 数 ， 下 而 便 是 将 真 分 式 分 解 成 部 分 分 式 的 例 


子 . 
例 2。 将 分 式 -s < 二 3 一 分 解 成 部 分 分 式 ， 


和 十 区 2 一 2 和 
解 分母 之 因子 为 了 YX 一 1 十 2 今 设 
27 十 3 _A4A B [机 
xT(x— Dri+2a) x tTtris (9) 


其 中 用. B.C 为 所 设 常数 .由 (加 式 得 。 - | 
2r+3= A(x—l)rt2)+Br tar+ Cr-Dr. (10) 


其 由 44. 瑟 、 尼 为 所 设 常数 ， 由 (13) 式 得 
4= A(x 十 相 二 (Br Cr. 


.360 数学 分 析 [第 二 篇 
在 等 式 (10) 中 设 x=0， 得 3= -24，- 4= 一 学 
又 设 z=1， 得 5=3B， B=3, 
再 设 x 一 一 2, 得 1= 6C， C= 一 车 
将 4, 只 ,性 的 数值 代入 (9), 得 
2r 十 3 3 5 1 
和 (一 1 十 有 2r 3 一 1 x+2): 
Ea -二 1 分 
侧 3。 将 分 式 -一 世 二 Ts 分解 成 部 分 分 式 . 
和 解 ” 居 (x 一 四 是 三 重 因子 , 故 证 
x3+1 _A B C D 
EA 十 这 二 Ts (一 二 ty (11) 
其 中 A、B、C, 孔 为 所 设 常数 。 由 (11) 式 得 
Xt+1= Alx—i)+Bri+Crtr—1)+ Drt(r—1), (12) 
令 三 1， 得 B=2; 
令 了 二 由 得 4= 一 1 
比较 x 的 系数 ， 1 = 4 十 已， 得 DD=2; 
比较 x 的 系数 ， 0 二 一 34 十 C 一 2D, 得 女王 1. 
将 所 得 4, BB, C.D 数值 代入 {11), 得 
ts 二 il _ 1 2 1 2 
rr rr ri 
例 4 将 分 式 -二 5 二 分解 成 部 分 分 式 . 
解 设 
4 _A,Bric 
THA rt rd (13) 


(14) 
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比较 地 之 同 攻 项 之 系数 , 得 
A=1, B=—1, C=0, 
4 _1 t 
Xr 十 外 放 十 4 


例 5。 将 分 式 必 十分 解 成 部 分 分 式 . 


解 因 (x 十 多 为 二 重 因子 , 故 设 


+t = 二 2 二 2 Ar+TtB + C+D (15) 
(x 二 2 (ri 二 2)2 2 十 2 ? . 


其 中 有 .B.C, DD 为 所 设 常数 . 由 (15) 式 得 
3 十 这 ?十 2 三 (47x 十 吾 ) 二 Cr + DD (r+D. 
比较 的 局 壬 项 的 系数 , 得 
C=1, DD=1, 4= 一 2 B=0, 


Tr 二 xr? +2 —27 十 十 ] 
故 有 (2 十 2)2 (rt xr 二 2 


因 之 


§ 7.7 有 理 函 数 的 积分 


我 们 看 到 , 有 理 函 数 的 积分 问题 可 以 妇 续 为 多 项 式 的 积分 及 真 分 式 
的 积分 ， 关 于 多 项 式 的 积分 问题 , 我 们 已 经 熟知 的 了 ， 现 在 , 当 我 们 知 
道 了 部 分 分 式 的 理论 以 及 实际 将 真 分 式 分 解 成 部 分 分 式 的 一 些 方法 之 
后 , 真 分 式 的 积分 问题 已 变 成 下 面 四 种 类 型 的 分 式 的 积分 问题 了 ， 


外 A 证 A 

1 fad, 2 /A <， 
Mr+N Mr+N 

3 fs 2 十 而 和 十 人 dr, 4 fd yar. 


这 四 种 类 型 的 积分 是 都 可 以 解决 的 ， 分 别 求 之 如 下 : 
1° fee 一 人 -2 =Aln(r— D+C. 


32 数学 人 机 哮 = 鞠 


9 A dr a) A 一 关卡 】 
2 fts =A (Xx—a* 二 AT 一人 十 ( 
A 


1 
l—r (x—A)” 


二 十 已， 


2 - 从 
r+prig sp 
Mx + 各 MB 


太太 


和 w+(N- 9) 1 


_M frat+prti+a) _Myp 
2 天 "十 办 了 十 +(N /i 


M “2 

二 证 -In(w: 十 pr 十 四 十 arctg so 二, 
2 2 - 2 
_p /17 一 p 


fp 
因为 D 一 4g<<0, 所 以 V ea 一 全 是 实数 - 最 后 一 个 积分 是 利用 $7.4 中 例 
3 的 结果 得 到 的 . 


27x 十 刀 一 -p+ 


。 Mr+N MM 
4 ft = ¥ f Cpr ta adr 


= frr "dt(N 二 光 /ra 


2Y 十 起 (xi pri+ a) +! 
fr td 一 n+1 tC. 


第 一 个 积分 


第 二 个 积分 
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dx 


/tr hr fsa 


4 


TT 


2 


人 


zx 十 二 = w, gp = 妇 ( 因 六 一 44 世 四， 
则 第 二 个 积 耸 就 化 汶 形 如 


du 
m= ft 
的 积分 。 现 在 我 们 要 对 这 个 积分 导出 它 的 递 推 公式 ， 
上 Aa 1 ute a a 
(uta)” a (wa . 

_l du I wdu 

TT /te zf | 

_.1l 直拨 Wad{ ut es)} 
(ot = 1 a (ute )” 


, Mer Lf UT ! 
二 -| 

_ we 

~ 22RD wtad)"! . 

tra(1+ za)/ Cy 


_ x 22 一 3 du 
te 2a*(n—1) 0 


= fe 5 二 5 工 十 【2 中 3) fra = | 
这 样 , 我 们 就 得 到 这 个 雍 推 公式 为 
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了 所 _ 加 . 
了 一 25 开 到 二 本 | (WE a 二 {27 3) a (x 一 2,3, }. 


对 于 2%w 二 1, 我 们 有 
~ 五 一 A 一 Larctg tC. 
于 是 ， 


是 


从而 第 4 型 的 积分 问题 就 完全 解决 了 ， 
因为 每 一 个 有 香 函 数 都 可 以 表 作 多 项 式 与 部 分 分 式 之 和 , 而 多 项 式 
与 部 分 分 式 的 积分 又 都 是 初等 函数 ,因此 我 们 可 以 说 ,每 一 个 有 理 函 数 
的 积分 都 是 初等 钞 数 . 
X3 十 + 十 1 ， 
例 1, fdr. 


解 上 节 例 1 已 将 被 积 函 数 分 解 成 


因此 
3 2 
fs 人 dr = frar+ f= arctertC. 
27 十 3 
Ws /sr 
解 上 节 例 2 已 将 被 积 函 数 分 解 成 部 分 分 式 为 ， 
2 和 十 3 3 


3 2 一 十 5 一 1 - 
Xr —2x 27 3x—1) 6{x+2) 


2 十 3 _ 31 ,5/far lfar 
f= 2 /+ 6Jxis 


因此 
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_ -3 5 d= 了 1 falx+2) 


6 站 十 2 


一 n+ Ber- -Din(z+2+C. 


完 " 十 诗 
例 3. /Et 1)s de, 
解 上 节 例 3 已 将 被 积 函 数 分 解 成 部 分 分 式 为 ; 


ztl _ 1 2 ,1 2 
r(x—l rz 1) (ry rl 


因此 
[Ea 
= -/ 和 fy tf 


-fe rf 1) | + {EE 3 12 /2 


+2Intzx—])+cC, 


= -Inx— 1 
《人 一 也” x—1l1 


解 上 节 例 4 已 将 被 积 函数 分 解 成 部 分 分 式 为 ， 


4 1 革 
x 二 x 汪汪 


因此 


~ dqdr = / 严 - “rar_ = /下 - EX2 十 和 
Xdr XT 二 4 了 2 十 本 
=Inz 一 mn(z? 二 和 十 C， 
T+% +2 
例 5. (x 二 2)7 7, 


解 上 节 例 5 已 将 被 积 范 数 分 解 成 部 分 分 式 为 ; 


TT 


366 数 学 分 析 [第 二 篇 ] 


和 
(x32) (rt ret 
因此 
tr 加 ” 2xdr (x+l}ar 
(x +2)> (x +2)? 文 ?十 2 


2 2 
- /C+ t 广 / 宫 2 + 三 短 “十 2 
= 一 + 夫 In(z?+2) +- 记 arc tg- 记 十 0. 
6 ft3 5x+3 
(2x°—4r 十 10)* 
解 272—4t+10= 2{tr—2r+5) = 2[(x —1)*+4]. 
令 工 一 1 = x, 邯 x = 二 1 十 x 则 
27°—drt+10 = 20+4), dr = du. 


于 是 
/ar toa = 1 /du 
| = 襄 所 轩 绚 + 十 相 > 
右边 第 一 个 积分 z 


第 一 个 积分 , 应 用 递 推 公式 , 得 


fy = 二 (+ 癌 arctg 如 + C2. 
因此 


5x 十 3 加 5 1 HW. 
fm tod = BT + 


1 _ 2w—5 
Taarctes 到 )- C= Bw 
1 


+garc tg C. (C= 0O+0C) 
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代入 2 三 Y 一 1， 即 得 


ox+3 A277 1 工 一] 
far oe = gn r+ arcite 2 tC. 
我 们 在 下 面 两 节 里 , 将 讨论 被 积 诅 数 能 人 北 为 有 理 函 数 的 一 些 积 分 问 
题 ， 


87.8 ”三角 函数 的 有 理 式 竟 积分 


如 果 组 成 某 一式 子 时 对 变量 zx 所 施行 的 运算 只 限于 四 则 运算 (四 出 
运算 也 称 为 有 理 运算 )， 这 式 于 就 称 为 x 的 有 理 式 (实际 上 , 就 是 了 的 有 理 
前 数 )， 我 们 常用 呈 (x) 表 示 x 的 有 理 式 ， 

仿照 上 面 x 的 有 理 式 的 定义 , 可 说 明 什 么 叫 三 角 函 数 的 有 理 式 .如 
果 对 三 信函 数 只 施行 四 旭 和 运算 , 所 组 成 的 式 子 就 称 为 三 角 车 数 的 有 理 
式 ， 我 们 用 Rt{sinr ,cosx) 表 示 三 角 函 数 的 有 理 式 ,在 括 弧 中 我 们 没有 
把 tgx, ctgx 等 表 出 来 ， 因为 它们 可 以 表示 为 sinx 和 cosx 的 商 , 
RLSinx ,C08 Xx) 的 贫 子 如 ; 


1+ sinx 1 1 
sinx(l+cosx)'sinx+tgx'5+4sin2r 


现在 我 们 来 证 明 , 三 角 函 数 的 有 理 式 的 积分 
fR(sinx,cosr) dx 


等 . 


可 用 代 换 tg 地 二 w 即 x 二 2arctg w 化 为 的 有 理 西 数 的 积分 . 
因 


人 2tg 世 


i i 2 
siny = 2sin 辽 cos 去 一 
27 2 ge at la 
1 一 tg 1~tg’ 让 2 
cosx 二 cos’ 了 一 sin*3 一 2 _ 2 = 行 宅 ， 
， sec’3 1+tg* 亲 王 
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又 由 x 二 2arctg 纪 得 


_ 20 
. dx = 1 wz" 
故 JRGsinzicosz)dz = /R(T du. 
上 式 看 边 是 # 的 有 理 函 数 的 积分 ， 


因为 # 的 有 理 函 数 的 积分 可 用 上 节 的 方法 来 进行 , 因此 三 第 函数 有 
理 式 的 积分 问题 算是 解决 了 ， 


1+sinx : 
例 1 Le x. 


解 ” 因 为 这 个 被 积 函 数 是 sinx 及 cosz 的 有 理 洱 数 ， 故 作 上 述 代 换 
后 , 立即 得 到 


(1+ 2 1) 2du 

f 十 Si 奸 芝 -/ 1+w /li 

sinx(l+cosxr) ZX (+ 后 所 ) 
1 十 2 1 十 2 


= 寺 fut2t uw du = 到 全 +2u+inzj+C 


一 开工 了 
-te ttss tantgatC. 


f ry 
5 十 生 Simn2r 

解 令 2r = 上 则 2dr = dt， 
所 求 积分 为 

[ yr .at 
5+45in27 2 5t4sinf 
8 gt 

再 令 fg 
则 sint 一 到 cost 一 于 让， dt = Es, 


m 


20% 


1+ ws 
于 是 刻本 二 = 本 ee = [52 5 十 8 一 训 
和 


/2 人 du 
a Stl 5 (ut 和 + 总 


4 本 
十 一 
_ 工 , 工 5 1 St4) 
= dl 3 ) C= $arctg( 3 + 蕊 . 
| 5 5 


因为 Wtg 记 一 tgz, 


、 dr 1 5tgx 十 4 
所 以 /5 = $arcre( 3 )+c. 


$7.9 简单 无 理 函 数 的 积分 


象 上 节 中 琵 (sinX,cosX) 的 意义 一 样 ,我 们 用 RR(w, 起 串 示 对 函数 
wz) 及 (rT) 只 施行 四 风 运 算 所 组 成 的 式 子 ， 


1， 对 于 形 如 R(x,Yaz 二 5) 或 RR(z,yf 媒 十 ) 的 无 理 丁 数 的 积分 
不 难 证 明 , 当 是 大 于 1 的 下 整数 时 , 我 们 只 须 用 代 摘 
Yartb=t 或 /人 T=! 


eY 十 三 


度 可 以 将 RR(z,Vaz 下 5) 吉 R(z,y 下 二 和 ) 的 积分 化 为 了 的 有 理 画 吉 的 


积分 ， 事实 上 , 由 Yax 十 5 = :得 
[一 看 加 
从 、 好 


了 一 


所 以 


Re Yar +h) dr = _/R( 熏 过 全 一 A. 
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上 成 右 边 是 f 的 有 理 丁 数 的 积分 j 


— elo 一 Ei 


4 cm Ca i dt 
而 有 
or 十 下 et*—b ntae— bt 
fela, Tb)ar = (和 条 起 昌 (a— cect") 
adr 
例 1 rT—¥3r+2 
3._ 
解 设 337TZ = 上 由 此 得 z 二 上， 在 二 和 二 
于 是 
f dx = 上 fdt -= /ny 31*dt 
XxX—¥Y3r+2 . Cs 1 —3f—2 
. 5 4 
J 50 | 
5ria dra 
= /tre r+§ fi 一 


1 ,4 ; 
TD Dr 


_ 5 OO 


+ 和 mn(G37T2-2)+C， 


dr 
2 fF 
解 设 Yr 一 tf， 则 z= 二， dx 二 615dt1， 于 是 


ax _ an 6adf _ i 
fo: 声 加 fp DE 6 /4 at 


一 


=6/{1- Te TH) = 6(i~—arctgt}+Ci 
= 0x—6arctgsy z+Ci. 


gr. 


fi a= fhe-Dr = -2 /Td 
ue FT )at = 2t—Infoi+C 
-2f Ein|z( He yc 
2. 形 如 R(xY,v 二 这 十) 的 无 埋葬 数 的 积分 这 时 , 我 们 一 般 对 


一 次 三 项 式 ax ?十 BY 十 c 先 利用 配方 法 ,然后 应 用 三 角 函 数 代 换 法 化 为 
三 角 阔 数 有 理 式 的 积分 


例 和 4 fj 

解 Ee 克 "十 Br 十 5 一 (十 3)2 一 

设 十 3 三 2sect 则 ”Yi 十 6r 十 5 一 4Seci 一 4 一 4tg2t 
ar = 2sec ttgidt. 


- 


于 是 

/3 2sec ttg tat = fsect dt=lIn(sect +tgt)+i+o. 
因为 sect= 开本 tgt -二 全 74) 所 
z+3 


十 6 十 忆 


了 十 3 十 YE 十 Gy 中 5 
/7 2 十 Gy 十 5 (和 2 )+c 
| =In(x+3+vyr+6x+5)+ CC., 轩 2 
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A 
例 5. /eT. (r>l) 
解 作 代 换 z = 了， 则 dr = 一代 
由 此 得 


A 
f dadx 了 本 -- 上 £ 
Ey 342 一 27 一 1 地 | 一 闻 一 1 V3 


_ _ ll 
/a (CT arcsin .本 + . 
. 111 ， 
四 ,| 。 于) 
二 arcsin( 5 arcsin( DY 二 己 . 


$7.10 一 项 微分 式 的 积分 


表达 式 x 人 atbr 收 ?dr 称 为 二 项 微分 式 ,其 中 ,8 和 YY 都 是 有 理 数 , a 和 上 是 三 
何 实数 ， 我 们 现在 来 研究 , 在 什么 样 的 条 件 下 


1= 户 <e+5zaratr 


基 宴 等 图 数 . 
令 x? 二 上 于 是 中 
r= ad = 三 信人- 
因此 
= far’a. (1) 


我 们 要 证 明 , 只 雪夫-，7, 地 十 7 这 三 个 数 中 有 一 个 是 丈 数 , /就 是 初等 


数 . 我们 同时 还 要 指出 求 工 的 方法 . 
1 候 定 7 是 整数 ， 这 时 (1) 式 中 的 被 积 函 数 是 甘于 + 和 六 的 有 理 式 . 设 < = 


-2 其 中 六 ,9 者 是 整数 是 如 >0, 则 被 积 函数 是 尺 (4. 久 型 的 再 此 , 可 用 47.9 的 方法 


吧 我 们 不 妨 设 # 坏 0, 国 F 二 0 时 了 是 初等 湘 数 , 这 基 很 显然 的 ， 
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把 了 表 作 初等 函数 
< 


2 假定 是 整数 ， 这 时 (1) 式 中 的 被 积 范 数 是 甘于 1 有 (& 十 冯 )7 的 有 理 
式 > 者 六 科 术 下 是 RY 7) 办 因此 


也 可 用 87.9 的 方法 把 了 表 作 韦 等 画 数 . 
3 候 定 上 二 二 7 是 整数 ， 这 时 (1) 式 中 的 被 积 函 数 可 改写 为 
(5 世族 1 1 


这 函数 是 关于 上 和 |( 全 站) 的 有 理 式 ， 设 7 = 所 ,其 中 ,6 都 是 整数 且 g > 0 册 该 函 
， 坚 


数 是 亚信 生丝] 型 的 、 因 此 , 还 是 可 以 用 $7.9 的 方法 把 了 表 作 初等 卫 数 
这 样 , 我 们 前 面 的 论断 已 经 完全 证 明了 ， 另 一 方面 车 由 谢 夫 ( de6bnnes) 曾 经 指 
广 :7,2 让 LT7 三 数 中 也 没有 一 个 是 整数 , 则 了 一 


出 ,如 果 a 和 5 痢 不 是 雪 ， 
/7%at bedr 训 不 可 能 是 初等 本 因此 只 有 在 这 三 数 中 有 一 为 整 教 时 ,7 才 


可 表 为 韦 等 函数 . 
2 
全 了 = [ar 
解 7 = 户 -(1+z93ar， 
在 一 一 1 B= 2, 7 = 十, =0 
< 前 工 一 记 四 = 赤 id 
由 此 得 
T= {421+ Te-idt = a 
再 令 T+ = a, 则 = #1, ue 
于 是 
_1 [4 Hz 
I ; ve fe 
1 /dx ,1, w-l 
/uri amarIi+ce 


三 du 六 二 
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$7.11 关于 积分 问题 的 一 些 补充 说 了 明 


在 $7.] 中 我 们 曾经 指出 , 对接 等 函数 来 说 ,在 它 有 定义 的 区 间 上 原 
函数 一定 存在 .但 是 必须 分 清 , 原 区 数 存 在 是 一 回 事 , 原 匈 数 能 否 用 初 
等 函数 来 表示 又 是 一 回 事 ， 事 实 上 的 确 有 这 样 的 初等 函数 , 它 的 原 函 数 
是 存在 的 , 但 这 原 范 数 却 不 能 用 初等 函数 来 表示 .如 果 初 等 冰 数 fx) 的 


原 函 数 不 是 初等 函数 , 我 们 就 说 有 /(x)} dr 不 能 表 为 有 限 形式 . 
例如 | 


fr fe fE, fa 


等 看 起 来 好 象 很 简单 , 但 实际 上 它们 都 不 能 表 为 有 限 形式 ， 为 了 更 好 地 
了 解 这 一 点 ,我 们 不 妨 用 类 比 的 方法 来 说 明 。 如 果 我 们 研究 的 范围 仅 限 


制 在 有 理 函 数 , 则 对 于 / 符 , 厂 此 = 等 很 简单 的 有 理 函 数 的 积分 我 们 


就 忆 经 不 能 把 它们 表示 为 有 理 函 数 了 ， 为 了 表示 它们 , 必须 超出 有 理 博 
数 的 范围 而 引入 超越 卫 数 lnyY 和 arctgx. 同样 的 道理 ,初等 函数 的 原 函 
数 也 不 一 定 是 初等 函数 . 

关于 求 不 定 积分 的 技术 问题 我 们 还 有 些 补充 说 明 . ， 

求 不 定 积分 时 往往 不 止 可 以 运用 一 种 方法 , 因此 在 不 同 的 方法 中 就 
应 该 加 以 选择 , 选择 的 标准 是 看 哪 一 种 方法 可 用 最 少 的 时 间 和 劳力 来 获 


得 结果 ， 例 如 98 虽 是 [R(sinx,cosr) dz 的 类 型 ,但 如 果 把 cos 


x 红 写 成 d(1+sint) 就 立 妈 可 以 得 到 结果 , 比 用 代 换 teg3 = &% 来 


得 莘 单 ， 又 例如 求 /到 -cs 时 先 把 zsdz 写 成 言 e(L 上 z3 也 就 立即 可 


J Da 
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以 得 到 结果 , 比 通 过 部 分 分 式 来 得 简单 .关于 象 这 样 的 技巧 ， 我 们 只 能 
在 练习 中 获得 . 

在 实际 工作 中 我 们 常 利用 现成 的 积分 表 D 来 计算 不 定 积分 . 在 这 种 
表 中 列 有 大 量 的 积分 公式 ， 这 些 公式 按 被 积 函 数 的 类 型 加 以 分 类 而 作成 
便于 查阅 的 排列 形式 ， 求 不 定 积分 时 可 根据 被 积 函 数 所 属 的 类 型 而 直接 
在 这 种 积分 表 中 查 到 相应 的 公式 ， 或 者 经 过 少量 的 运算 就 可 把 被 积 函 数 
化 成 表 中 所 列 的 形式 ， 


了 网 如 , 徐 桂 劳 编译 《积分 表 %»》 上 海 科学 技术 出 版 社 出 版 
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8 8.1 曲 边 梯形 的 面积 * 变 力 所 作 的 功 


与 导数 概念 一 样 , 定 积分 概念 也 是 由 于 实际 问题 的 需要 而 引进 数学 
的 ， 作 为 引进 定 积分 概念 的 实际 问题 的 例子 , 下 面 先 求 讨论 曲 边 梯形 的 
”面积 与 变 力 所 作 的 功 , 

Y1， 曲 边 梯形 的 而 积 ”在 初等 几何 中 我 们 只 知道 怎样 计算 多 边 形 及 
圆 形 的 面积 , 至 于 任意 则 线 所 转 成 的 平面 图 形 的 面积 , 这 就 需要 运用 数 
学 分 析 的 方法 才能 获得 解决 ， 现 在 先 就 平面 图 形 中 简单 的 曲 边 梯形 的 
面积 问题 来 加 以 考 功 ， 所 请 曲 边 梯形 是 这 样 的 图 形 , 它 有 三 条 边 是 
直线 , 其 中 两 条 互相 平行 , 第 三 条 与 前 两 条 答 直 叫做 底 边 , 第 四 边 是 一 
条 曲线 弧 叫 做 项 边 , 它 与 任意 一 
条 牌 直 于 底 边 的 直线 交 且 只 交 于 
一 点 . 设 取 一 个 直角 坐标 系 XOy， 
使 得 底 边 与 了 办 重合 , 曲 边 完全 
位 于 z 赤 的 上 方 (第 一 及 第 二 象 5 
限 内 ?并 设 曲 这 是 连续 函数 = 0! ca zz Fil El 2 下 
f(x) 的 图 形 ( 图 8.1). 图 8.1 

于 是 ,我 们 所 要 解决 的 问题 是 : 如 何 定义 这 个 曲 边 梯形 的 面积 ? 如 
何 计 算 这 个 面积 ? 

初等 几何 中 解决 圆 的 面积 问题 所 用 的 方法 是 用 内 接 及 外 切 多 这 形 
的 面积 作为 回 的 面积 的 近似 值 , 首 经 过 极限 步骤 就 定 出 圆 的 面积 , 现在 
也 用 类 似 的 方法 来 处 理 我 们 的 问题 . 

把 曲 边 梯形 的 康 边 所 在 的 区 各 [a,5] 用 分 点 x6 二 Ys X22、 
Ti 分 为 天 个 部 分 区 间 [xo,x1], [ri,xa]、…、 [Xi 


SSSSSsSax 
NS 
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xz 小 [rs az 在 各 分 点 作 并 轴 的 垂 线 , 这 样 就 把 原来 的 曲 边 梯形 分 
为 元 个 小 曲 边 梯形 ， 

在 每 一 小 区 间 [z， zi 人 = 1,2… 雹 上 任 取 一 点 名 即 z 的 起 
<x 在 点 & 引 之 轴 的 牌 线 使 交 盟 边 y = f(z) 于 一 点 Pi, 显然 点 PP 的 纵 
标 是 A(&)( 图 8.1)， 过 点 忆 : 作 平行 于 x 轴 的 直线 与 纵 线 x = Ti;_1 及 x 二 
zf 相遇 为 止 使 成 一 个 矩形 ,如 图 中 阴影 部 分 所 示 ， 这 个 乱 形 的 商 
所 纪 , 底 边 的 长 度 是 x 一 +:-1, 因 而 它 的 面积 是 (8)(x 一 :1). 

觉 上 可 以 承认 : 只 要 并 过 大 于, 这 个 和 开交 加 证 丰 人 订 这 约 站 
曲 边 梯形 面积 的 一 个 近似 值 又 个 小 曲 边 宰 形 画 积 的 和 等 于 所 论 昌 
边 梯形 的 面积 ， 于 是 , w 个 矩形 面积 的 和 i 


FAEN (TL 一 了 时 十 … i + Tn DD 
= BED) (tz) 
可 以 取 作 所 论 曲 边 梯 形 面积 的 一 个 近似 值 ; 


SC oo 


当 w 无 限 增 大 ( 即 分 点 无 限 增多 ) 而 每 个 小 区 说 的 长 度 x: 一 x;-, 无 限 - 
纺 修 时 ,如 果 这 个 和 5 的 极限 存在 ,我们 就 很 自然 地 定 交 出 边 闪 形 的 面 
积 S 为 这 个 和 的 极限 值 , 即 


are 四 


我 们 廊 提 出 的 问题 色 这 里 为 止 就 算 解 决 了 , 因为 第 一 , 已 经 建立 了 
曲 边 梯形 面积 的 概念 ; 第 二 , 公式 (为 给 出 计算 这 个 面积 的 步骤 . 不 过 票 直 
接 计算 公式 (2) 的 极限 值 在 实际 问题 中 是 极端 困难 的 , 所 以 要 这 个 问题 能 
够 得 到 完全 令 人 满意 的 解决 ,还 有 待 于 进一步 导出 有 效 的 方法 . 

2， 亦 力 所 作 的 功 ” 设 某 牺 体 受 平 行 力 下 的 作用 河 直 线 Or 运动 ， 
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为 五 的 方向 与 物体 运动 的 方向 一 致 ， 如 果 力 已 是 一 个 常数 , 则 力 五 与 物 
体 在 坦 线 Or 上 所 经 路 程 s5( 即 物体 经 过 的 路 程 ) 的 乘积 
WW= F's 

称 为 力 下 在 这 个 线段 * 上 所 作 的 功 . 

现在 假定 力 玉 不 是 常数 , 而 在 直线 Or 上 不 同 的 点 取 不 同 的 数值 , 则 
力 严 = 所 (x) 是 x 的 函数 ， 当 物体 在 这 个 变 力 作用 之 下 , 由 直线 Or 上 的 
一 点 4 运动 到 另 一 点 5 时 ,- 旭 何 定 义 这 个 变 力 所 作 的 功 , 又 如 何 去 计 算 
这 个 功 , 这 就 是 我 们 所 要 解决 的 问题 . 


. TT 
图 8.2. | 
如 同上 段 一 样 ,用 分 点 总 一 fo. 和 Ta 


把 区 间 [&, 如 分 成 个 部 分 区 间 ， 并 在 每 一 小 区 闻 [xi-vxi] 上 任 取 一 点 
5&1， 在 点 作用 于 物体 上 的 力 是 F(E) (图 8.29， 如 果 区 间 很 小 , 在 该 段 
-上 变 力 变化 不 大， 就 是 说 变 力 与 F(t&) 相 姜 很 小 ， 我 们 可 以 认为 F(&1) 
(x 一 Xi 由 是 变 力 在 该 段 上 所 作 的 功 的 一 个 近似 值 . 由 于 力 下 在 
区 间 [a,5j 上 所 作 的 功 等 于 x 个 部 分 区 间 上 所 作 功 的 和 . 所 以 , 可 以 取 和 


一 FE) (riz) (3) 


为 变 力 请 在 区 间 [a, 丰 土 所 作 的 功 的 一 个 近似 值 . 

当 分 点 您 多 且 每 小 段 的 长 度 愈 小 时 , 近似 值 就 愈加 准确 ， 现 令 % 无 
限 增 大 而 每 个 小 区 间 的 长 度 *: 一 xi: 无 限 缩小 , 如 果 这 个 和 多 ;的 极限 
存在 ， 我 们 很 自然 地 定义 变 为 二 在 [4， 吉 土 所 作 的 功 王 为 这 个 和 药 极 限 
值 , 即 . 


W = lim W, = iim F(ED (re— ri). (4) 


累 在 圭 段 最 后 所 说 明 的 一样 ,我 们 提出 的 问题 基本 上 是 解决 了 . 
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$8.2 定 积 分 的 概念 


我 们 已 经 看 到 , 要 解决 前 节 中 所 提出 的 问题 ,最 后 都 要 求 我 们 计算 
一 -种 和 的 极限 ， 在 各 种 技术 科学 的 领域 内 有 大 量 的 问题 , 解决 它们 的 途 
径 都 归结 到 这 种 类 型 的 极限 ， 固 此, 从 数学 上 来 对 这 种 类 型 的 极限 问题 
加 俯 一 般 性 的 研究 , 不 独 是 数学 分 析 里 一 个 极其 重要 的 问题 , 同时 也 具 
有 极其 重要 的 现实 意义 . 

如 果 我 们 抽 走 前 节 所 讨论 的 问题 的 几何 意义 ( 曲 边 梯形 的 面积 ?及 
物理 意义 ( 变 力 所 作 的 功 ) 而 保留 其 分 析 的 结构 , 就 可 以 引进 数学 分 析 里 
的 一 个 新 的 概念 -一 定 积 分 的 概念 一 一 如 下 ; 

定义 “ 设 函 数 f(x) 在 区 间 [4,51 上 为 连续 ， 用 分 点 

C= oH rT T rn = b, 
把 区 间 [e, 中 分 为 二 个 小 区 间 [z，， x;], 其 长 度 各 是 
和 一 一 2 
在 每 个 小 区 间 [xri_s; x 上任 取 一 点 :Xi 如 扩 , 并 作 函 数值 
7(6) 与 小 区 间 长 度 Az, 的 乘积 FE) Ax: 的 和 


I= /EArt /ED Arst et /f(bn Ars— E/E) ArD,. (1) 


如 时 不 论 区 间 [4,8] 分 成 % 个 小 区 间 [x;_1, xi] 怎样 分 法 及 点 怎样 可 
法 , 这 和 J 当 分 点 无 限 增多 ( 记 作 w 一 %) 而 每 一 小 区 间 无 限 缩小 ( 记 作 
1Azl 人 ”的 时 的 极限 存在 , 即 设 


f= lim 马扎 EAX 


如 一 20 1=1 


ddxrll= 人 0 


则 这 个 极 根 值 了 吗 做 函数 .Arz) 从 < 到 上 4&8.{ 或 在 区 向 [4,5j 上 ) 的 定 积分 


中 和 是 个 栾 量 , 它 与 区 间 [4, 扣 分 成 如 个 小 区 间 [xi_', xi 的 分 法 区 及 点 去 的 可 法 
都 有 关 ， 
加 记号 上 Az 表示 长 讼 Az, 和 ze. 在 zs 中 最 大 者 
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或 简单 叫做 积分 , 记 作 


上 
finar=1= lm BAS)Az: @ 
亚 


da 一人 站 


函数 A(z) 叫 做 被 积 函 数 , (x) dz 叫做 被 积 表达 式 , 变量 x 叫做 积分 变 
量 , 4 与 6 分 别 叫 做 积分 的 下 限 与 上 限 , 区 间 [ca, 习 叫做 积分 区 间 . 

上 述 定义 中 和 ;的 极限 存在 的 精确 意义 是 ， 设 有 常数 1, 如 果 对 于 
任意 小 的 正 数 &, 总 存在 着 一 个 正 数 5, 使 得 对 于 区 间 [4,5] 分 威 及 个 小 区 
间 [x:-1, + 的 任意 分 法 , 只 要 | A xz|< 8 时 , 就 不 论点 &, 怎样 取 法 ,都 有 


I—- B/E Ar Ee. 


我 们 注意 到 , 当 和 , 的 极限 存在 时 , 这 个 极限 信和 只 与 被 积 函 数 /(x】 
及 积分 区 间 [Ea,5] 有 关 ， 其 次 , 这 个 极限 值 与 积分 变量 无 关 , 因为 把 积分 
变量 二 换 写 为 另 一 其 他 变量 例如 f 时 , (2) 的 右边 显然 不 变 , 所 以 记号 


起 
/f(t) dt 也 表示 同一 极限 值 ， 换 句 话说 ,我们 有 等 式 : 


fa = ra 可 


， 根据 定 积分 的 定义 ,前 节 所 讨论 的 问题 , 现在 可 以 说 成 为 
曲 边 梯形 的 面积 等 于 其 曲 边 的 纵 标 在 其 底 边 上 的 积分 ，, 即 


加 
S= {f(r)dr; (3) 
变 力 所 作 的 功 等 于 变 力 在 其 所 经 过 的 路 程 上 的 积分 , 即 
b 
W= {F(x)dr. (4) 


定 积分 的 几何 意义 ” 当 函 数 /(z) 为 正 时 , 我 们 知道 定 积分 的 几何 
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意义 是 以 函数 图 形 为 曲 边 的 一 个 晶 边 梯形 的 面积 ， 但 在 亢 数 可 为 正 又 
可 为 负 的 情形 下 , 则 通 数 图 形 的 某 些 部 分 在 * 轴 上 方 , 而 其 他 部 分 在 x 
轴 下 方 (图 8.3). 这 时 ,作出 

和 (1), 则 对 应 于 了 办 下 方 的 
一 部 分 图 形 ,得 到 的 项 
f(ED Axi 是 负 的 ,因为 
起 二 不: 一 让 有 正 的 ,而 然 、 
标 f(50) 是 负 的 ,在 取 极限 时 ， 图 8.3 

得 到 的 定 积分 (分 是 这 样 的 总 面积 , 其 中 在 工 轴 上 方 的 面积 算 正 的 ,在 zx 


由 
轴 下 方 的 面积 算 负 的 ， 于 是 , 在 一 般 情形 下 , 定 积分 [f(x) dx 的 几何 意 


义 为 ， 它 是 介 于 工 办 .函数 FA(z) 的 图 形 及 级 线 4 一 er=5 之 间 的 各 部 
分 面积 的 代数 和 ; 在 之 轴 上 方 的 夯 积 取 正 号 , 在 + 轴 下 方 的 面积 取 负 号 ， 


对 于 定 积 分 有 这 样 一 个 基本 问题 , 就 是 ， 已 给 函数 了 (zx) 在 怎样 的 条 
件 下 , 和 (了 1) 的 极限 必 存 在 ?这 个 问题 的 解决 有 赖 于 所 请 定 积分 的 存在 定 
. 理 , 它 的 征明 越 出 本 教材 范围 ,我 们 仅 叙述 如 下 


存在 定理 .如 果 函 数 /(z) 在 阅 区 间 [e, 让 上 连续 , 则 和 (人 的 柜 限 必 
存在 ， 也 就 是 , 函数 Fz) 在 [ea 上 的 积分 必 存 在 ， 简 单 说 来 ,就 是 连续 
函数 是 可 积 的 . 


由 于 我 们 给 出 的 定 广 只 限于 被 积 函数 为 连续 的 情形 ,所 以 这 时 定 积 
分 的 存在 是 肯定 的 ， 近 代数 学 分 析 的 发 展 已 把 定 积分 的 定义 推广 到 被 
积 函 数 比 连续 函数 更 为 广泛 的 一 类 函数 (有 界 函 数 ) 上 去 , 而 同时 对 于 定 
积分 存在 的 条 件 比 我 们 这 里 所 氢 述 的 也 较为 宽 些 ， 不 过 接 等 数学 分 析 
研究 的 主要 对 和 象 是 连续 函数 ; 尤其 在 积分 学 部 分 , 我 们 所 提出 来 讨论 的 
问题 几乎 要 完全 限于 连续 辫 数 的 范围 ， 因 此 ,在 定义 方面 即便 加 
以 连续 的 限制 , 对 于 以 后 进行 讨论 不 会 有 妨碍 , 但 对 于 观念 的 确定 倒 有 一 


定 的 好 处 ， 

至 于 被 积 函 数 在 区 间 [a,6] 上 内 有 有 限 个 第 一 类 冯 断 点 (33.2), 我们 
可 就 原来 定义 略 加 推广 使 适合 于 这 种 情形 ， 例 如 函数 闪 z) 只 有 一 个 这 
样 的 间断 点 x 二 c, 则 它 在 [a,5] 上 的 积分 可 规定 为 在 两 个 部 分 区 间 [4,c] 
及 [c,8] 上 的 积分 之 和 中 ， 


fr a = frart feryar. 


从 图 形 { 图 8.4) 上 来 看 , 我 们 这 样 规定 也 
是 很 自然 的 , 函数 从 e 到 5 的 积分 所 表 
示 的 面积 显然 是 两 个 曲 边 梯形 AacC 
及 Csc8B 的 面积 的 和 . 
关于 定 积分 的 计算 问题 一 一 它 是 积 
分 学 中 第 二 基本 问题 , 我 们 在 $8.4 中 再 
图 8-4 讨论 ， 那 时 才 得 到 这 个 问题 的 满意 的 解 
决 . 下 面 直接 根据 定 积分 的 定义 ， 举 一 例 以 说 明 其 算法 . 


也 


, 例 求 定 积分 fr?ar Cg 


0 


不 妨 将 区 间 [0,8] 分 为 个 相等 的 小 区 间 , 刚 各 小 区 间 之 长 为 


分 虑 为 To—=0、 z= Ar. X2 = 2AT.、 + 
不 妨 取 ti = Xe (i = 1,2,.…,m), 


5 站 
出 = lm BriAx,. 
中 本 一 吗 了 一 1 


中 在 区 间 fe,c] 及 [ea 的 端点 = 处 , 分别 取 左 极 限 F(c 一 0 及 石板 限 /(c + 四 为 吨 数 
值 , 使 得 莽 数 在 这 两 个 闭 区 条 上 都 连续 ， 
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但 PrtAr = EiAr)’ Ax = {+ 二 WAr): 


人 + 4)2+ 人) 


E] 
一 言 2(2z+D(22 二 1D)。 人 一 


b | 
故 fear = lim (1+ 二 2+ 二 )= 全 
8 8.3” 定 积分 的 简单 性 质 .中 值 定理 
下 面 我 们 总 假定 /(x) 和 g(x) 是 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 
1 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 , 即 车 在 为 常数 , 则 
fer tar = fF) dr. 
因为 fif (x) dr = lim D&E) ar 


= :lim (6) AT 
,| 
=E /f(x)ar. 
2” 函数 的 代数 和 的 积分 等 于 它们 的 积分 的 代数 和 , 即 


{roa - fr a fotryar. 


四 为 上 {C02}ar = lim 中 [As9+e(69] ax 


一 lim 色 /6 4Ax, 二 lim 人 (和 区 


re 
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二 rpas fotryar. 
3” 变换 定 积分 的 上 下 限时 , 绝对 值 保 持 不 变 , 只 是 改变 符号 ， 
太 raw 一 _ rma 
6 a 


以 前 我 们 定义 函数 f(z) 从 a 到 如 的 定 积分 是 和 
flE) 太 Ti 二 AE Exe) 


的 极限 时 , 总 是 假定 4< b, 于 是 zi ic< ze 

现 设 4> 6b, 间隙 数 从 a 到 上 (由 右 向 左 ) 的 定 积分 , 仍 可 以 象 以 前 一 
样 , 定义 为 上 面 的 和 的 极限 , 不 过 这 时 : 

在 二 ToPr>Xam TTI Tn ob, 

就 是 所 有 的 差 zi 一 工 -1 都 是 负 的 、 

破 若 变 摘 积分 的 上 下 限 ,就 是 把 = 算 作 上 限 ,5 算 作 下 有 限 , 则 分 点 
To、 XT1 Ta ‘"*、 xn 须要 算 作 依照 相反 的 上 贤 序 ， 而 和 中 斯 有 的 洲 
(Xfi 一 Xi-!) 变 号 ， 于 是 推 向 这 个 和 以 及 它 的 极限 也 变 号 . 

4 此 欠 , 要 在 & 二 5 时 使 得 3 也 能 成 立 , 我 们 规定 


fr (nar = 人 0. 
这 样 规定 从 几何 意义 来 看 是 很 自然 的 , 因为 底 边 缩 成 一 点 e 而 高 为 
f(a 的 一 个 线段 的 面积 为 夫 ， 
5" 车 把 fz, 分 为 两 部 分 [a,cl 和 [c,5j, 则 
fnar= frart fa 


因为 作 积分 积 时 , 无 论 将 fa, 和 如何 划分 ,积分 和 的 极限 总 是 不 变 的 ， 
所 以 我 们 在 划分 区 亲 时 , 可 以 让 c 永远 是 个 分 点 , 则 


/和 ,年 纳 分 5 
3 (EAX: = 2 AEs) 十 全 fF) AXi. 


当 [a,5] 上 分 点 无 限 增加 , 有 1& x 上 -0 时 , [a,cl 和 [c,8] 上 也 有 同样 性 质 ， 
故 


friryar 一 fear + frwar. 


这 个 性 质 表示 定 积分 对 于 区 间 是 具有 可 加 性 的 . 
6 若 在 [a,8] 上, A(x) 三 1,， 则 


fa = far = ba ! 
这 是 因为 | 
fa =lim PAx: = b—a. 
7 车 在 [a,5] 上 , f(x) 所 p(x), 则 
| fr ar 大 aa 


因为 让 7(eD ari< 名 p(E9 ax 


所 以 取 极限 时 , 即 得 所 要 证 的 不 等 式 (§ 2.6 定理 和， 
8” 设 末 .zz 是 函数 Fz) 在 [ax. 轨 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ($3.3 定 理 1)， 
则 


m(B—a) < {f(r)dr MG— a). 
因为 mw 所 f(z) 拟 大, 所 以 由 7 我 们 有 
. [9 s 号 
fmar < ffx) dr < {Mdr, 


再 由 ,6 即 得 证 ， 


Ti i i 
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同 理 可 以 推出 男 一 不 等 式 


| fra | < folar. 


因为 Fn SIO, AD Hx), 
所 以 -IFAs flr) sl),, 

从 而 有 = fu fryar < fra. 
这 就 等 价 于 所 要 证 的 不 等 式 . 


9” 定 积分 中 值 定理 设 函 数 几 2) 在 渍 区 间 [c,5] 上 连续 ， 则 在 
[4, 如 上 准 少 存在 一 点 4 使 得 下 式 成 立 ， 


frrar= (四 (ags<b. 
证 .把 8" 中 的 不 等 式 各 除 以 一 4, 我 们 有 


血 
m< ps f(r)adr<M. 


血 
这 就 是 说 ,确定 的 数值 万 (z)dr 是 介 于 函数 7(z) 的 最 大 值 W 和 最 


小 值 儿 之 间 的 ， 报 据 闲 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 ($3.3 定 理 2 的 推 - 
论 ), 在 区 间 [a,81 上 必 有 一 点 < 使 得 苞 数 在 该 点 的 函数 值 与 这 个 确定 的 
数值 相等 ， 即 应 有 


Jax = fF(£). 


两 边 各 弱 b—a 即 得 需要 证 明 的 中 信 公 式 ， 
这 个 公式 的 几何 意义 是 ; 以 区 间 [ae 可 
图 8.5 为 底 边 , 以 曲线 y = f(x) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 , 它 
的 面积 等 于 同一 底 边 而 高 为 A 的 一 个 矩形 的 面积 {图 8.5). 
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588.4 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 


积分 学 中 要 解决 两 个 基本 问题 第 一 是 原 哨 数 的 求法 河 题 , 在 前 ~ 
章 中 ,我 们 已 经 对 它 作 了 详细 的 讨论 : 第 二 是 定 积分 的 计算 问题 , 直到 
现在 为 止 我 们 尚未 获得 完全 令 人 满意 的 解决 ， 原 函数 的 概念 与 定 积 分 
为 和 的 极限 的 概念 是 作为 完全 不 相干 的 两 个 概念 引进 来 的 . 本 节 的 目的 
就 是 要 求 找 出 它们 之 间 的 一 定 关系 , 遂 过 这 个 关系 则 积分 学 中 第 二 基本 
问题 一 ~ 定 积 分 的 计算 问题 一 就 随 着 获得 解决 了 . 

设 荡 数 fz) 在 区 间 [4, 如 上 为 连续 ,并 设 工 为 区 间 上 的 一 点 ， 因 在 
部 分 区 癌 La,x] 上 少数 仍 为 连续 , 所 以 定 积分 


| fryar 
存在 . 这 时 变量 了 有 两 种 不 同 的 意义 :一 方面 它 表 示 定 积分 的 土 限 , 另 
一 方面 它 表 示 积 分 变量 ， 为 明确 起 见 , 可 以 把 积分 变量 x 换 写 为 其 他 变 
量 例如 1, 于 是 上 面 的 定 积分 可 以 写成 
[rwar. 


” 令 上 限 + 在 区 间 [a,8] 上 任意 变动 , 对 于 x 的 每 一 个 数值 定 积分 有 一 
个 确定 的 数值 与 之 对 应 , 所 以 它 在 该 区 间 上 定义 一 个 函数 , 记 作 吓 (x)， 


和 (太一 ff(Dat (agzrgb). (1) 
关于 这 个 函数 的 导数 问题 , 我 们 有 下 面 的 定理 
定理 1， (对 积分 上 限 的 导数 ) 设 郴 数 f(r) 在 [4, 加 上 连续 , 则 积 
分 上 限 的 函数 . 


or) = ff at 
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具有 导数 , 并 且 它 的 导数 是 


oe) = Ef at= fx) 


(2 委 工 所 六 - 
证 给 7x 以 增 量 Ax, 则 Bltx) 在 
点 x 十 态 x 的 函数 值 六 


T+AI 


图 8.6 B(xt+Az)= {f(Dat. 


因此 ,得 函数 的 增 量 
| 于 十 总 交 


AD= B(x + Ar) -P(r) = fina fo 


应 用 鹏 节 性 质 3 及 性 质 5°, 这 增 量 可 以 表 为 


TAT THAT 


上 下 一 fA Wart fina f Da 


再 应 用 前 车 的 中 值 定理 , 则 有 等 式 
AT= A Ax, 
这 里 是 在 x 与 + 十 Ar 之 间 . 
把 上 式 两 边 各 除 以 Ax 而 令 Ax-0 取 极限 ， 因 为 右边 的 极限 
9 f( 介 = Ar) 存在 ， 所 以 左边 的 极限 存在 也 应 等 于 /2)， 这 就 是 ， 


函数 于 (x) 的 导数 存在 并 且 


T(r) = Ar), 
定理 于 是 证 毕 ， 在 附 图 中 读者 不 难看 到 分 析 论 证 过 程 中 的 几何 意义 . 
从 这 个 定理 我 们 知道 再 (z) 是 连续 函数 乒 妇 的 一 全 原画 数 , 因此 也 
证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 2 (原画 灼 的 知 在 ) 如 果 酉 数 A(zx) 在 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 范 
数 
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B(x) = {FD at 


就 是 函数 f(x) 在 该 区 间 上 的 一 个 原画 数 . 

这 个 定理 的 价值 在 于 肯定 了 连续 函数 的 原 函 数 必 存在 而 不 是 要 通 
过 区 间 [e,z] 上 的 定 积分 来 求 原 函 数 ， 相 反 地 , 我 们 要 通过 原 函 数 来 求 定 
积分 , 这 就 是 下 面 所 提出 的 定理 的 目的 . 

定理 3. (牛顿 - 莱 布 尼 楷 公式 ) 如 果 户 (x) 是 连续 函数 /(x) 在 区 间 
[4,5] 上 的 一 个 原 函 数 , 则 


fw)ar = Fb F(a). (2) 
证 已 给 F(z) 是 函数 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 但 根据 定理 2， 
D(x) -hn (Dat 


也 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 于 是 这 两 个 原 函 数 之 差 下 (7) 一 下 44) 必定 是 某 
一 个 常数 C($7.1), 因此 有 等 式 

F{x} = (x)+C. 
在 上 式 中 令 + 二 ga, 则 固 于 (2) = 二 前 节 娃 质 4"),- 故 得 C= F(a). 又 在 上 
式 中 令 x = 饭 就 得 到 


F(B) = $(H)+F(a), p02 jpas ree 


移 项 并 把 变量 上 换 写 为 变量 x+， 这 就 是 公式 {2)， 

所 建立 的 公式 (2) 蔬 敏 牛 顿 - 莱 布 尼 北 (Newton-Leibniz) 公 式 , 它 
是 积分 学 中 的 基本 公式 . ei 
系 ， 定 积分 的 值 等 于 被 积 函 数 的 任 一 一 原 函 数 在 积分 区 间 上 的 增 量 . 
们 常用 下 面 的 记号 


Fh) F(a) = el 
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来 表示 这 个 增 量 ， 我 们 前 面 提出 的 积分 学 中 第 二 基本 问题 到 此 才 获 得 
满意 的 解决 , 就 是 当 被 积 函 数 的 原 函 数 可 以 求 出 时 , 则 计算 定 积分 的 方 
法 就 不 需要 根据 定义 以 求 和 的 极限 , 只 要 将 积分 上 下 限 分 别 代入 所 求 出 
之 原 函 数 中 而 取 其 差 就 行 了 ， 因 此 ,在 实际 问题 中 应 用 范围 极 广 的 定 积 
分 的 计算 问题 就 转化 为 求 原 函 数 的 问题 ， 正 是 由 于 这 一 点 , 求 已 给 函数 
的 不 定 积分 在 数学 分 析 以 及 它 的 应 用 中 才 具 有 非常 重要 的 意义 


1 1 
四 1 _Xx 人 = x 
例 1. / 1 = [arctzz | 二 本 ( 4) 一 本 


br 


例 2. fsinx ax = | -cosz| = 1 一 (一 了 =2. 


器 


8$8.5 用 换 元 法 计算 定 积分 


在 不 定 积分 一 章 中 , 我 们 讲 过 利用 撞 元 法 可 以 求 f(x) 的 原 函 数 ; 现 
在 要 讲 利 用 换 元 渗 可 以 计算 连续 函数 f(r) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积 分 .为 
此 ， 我 们 引进 关系 式 x= ?4 人 把 变量 x 换 成 新 变量 4 并 对 画 数 g( 四 作 
如 下 的 假定 : 

1” 函数 zt 六 在 区 间 csts8 上 (或 a>A) 是 单 值 的 且 有 连续 导数 

到 人) 

2 ga) 一 C，88) = b, 且 当 t 在 区 间 & 和 过 上 过 训 上 变化 时 , 由 变量 
代 换 关系 式 x 二 2 所 确定 的 x 的 数值 全 部 包含 于 区 间 4<z < 内 . 在 
这 样 假 定 下 , 则 有 定 积分 的 换 元 公式 


frwar = flo et) a 0 
证 “考察 积分 上 限 的 函数 


G(z)= /f(r ar (agr<b) 
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及 BD) = fig (Da lagisa). 


在 第 一 -积分 中 以 g[ 作 代 兰 上 限 x+， 得 复合 函数 
i} | 


FD = GoD]= Joe (sis 有 


现 来 证 
FD)= 人 (7). 
车 实 上 ， 对 于 函数 户 (1), 应 用 复合 函数 的 微分 法 及 §8.4 定 理 1, 求 出 它 
的 导数 
FD -9D = fie( et) 
对 于 通 数 四 (1)， 也 同样 应 用 $ 8.4 定理 1， 求 出 它 的 导数 
PH) = fpf en. 
因为 这 两 个 函数 在 区 间 e < 1< 8 上 有 同 …- 导 数 , 所 以 它们 的 差 为 某 
一 个 常数 C， 
F(t) = ®(1)+ Cc. 
但 因 p(a) 三 a 套 F(o) 二 Bla) =0, 从 而 C 二 0. 


得 ELST = B(P), 
即 Pla} 


B 
fr ar = le(D]g 人 二 


由 于 gp(8) = 6， 这 就 是 要 证 的 等 式 (])，， 

由 此 可 见 ,用 换 元 法 计算 定 积分 时 , 在 把 新 的 不 定 积分 求 出 后 , 不 必 
再 加 到 原来 的 变量 , 只 要 直接 把 新 的 积分 限 代入 相 减 就 行 了 . 

有 时 我 们 不 用 x 一 g{ 台 而 用 代 换 t = p(x) 以 引入 新 变量 1， 但 这 时 
! 二 W(x) 的 反 卫 数 x 二 (办 必须 满足 上 面 定理 的 条 件 . 

分 别 各 举 一 便 于 下 . 
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fx eradr (a>0. 


令 x 二 wsin8, 则 当 x = 二 0 与 & 时 ， 9 二 0 与 闻 - 


于 是 
] NH:2 2 Xa 
fv a —xidr = oa’ f cos’9 do 一 Ja+eos26)ag 一 
Ly 0 o 
4 

例 2 {T+2) dr 

“ wz 二 IT * 
信 VHFI=t 即 了 = 二 了 


当 之 二 0 上 时, 1 二 1; xz 二 4 时 ， 1 二 3, 礁 


/2 1 
TIT 十 ] -7 


3 
1 z 
Sat 3/ +3) a 


_1 22 
= 让 硒 +3t| = 全 
必须 指出 ,在 用 f = %(z) 进 行 换 元 时 , 如 果 不 注意 反 症 数字 (1) 为 单 
值 的 条 件 , 就 可 能 会 发 生 错 误 ， 例 如 积分 


fo _1T 中- 
f rt = 引 z 二 3. 
一 二 
但 用 代 换 xz? 一 上 得 

rrdr 一 言 VFdt， g=1, f=4, 
2 ] 1 1 四 
2 上 | 一 -和 
jz 下 引 3 


错误 的 原因 是 由 于 当 x 在 区 间 [ 一 1,2] 上 变动 时 ， 函 数 1 = x? 的 反 函 数 
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z = 士 VT 不 是 单 什 的 
§ 8.6 ”用 分 部 积分 法 计算 定 积分 


设 国 数 w(x), w(x} 在 区 间 [4,5] 上 具有 连续 导数 w(x).wtx), 则 有 
(ua) 二 uv’ 十 vu’. 在 这 等 式 的 两 边 各 取 由 a 到 的 定 积 分 


alr)yz) | = fu ar + far, 
即 ia = [uo fowar. 
或 可 简写 为 


fuav = [一 AP (1) 


这 就 是 对 于 定 积分 的 分 部 积 分 公式 . 


例 工 frcosz Ar. 


[4 
设 w=x,dv = cosr dr, Wd = dr, y= sinx: 
于 是 


Lr ~ 时 i 

TT . . “I 
f xcoszar =|zsinz| — fsinzar =— fsinzar=|cosz| 
[0 请 [a 


= 一 1 一 1= 一 2. 


令 yx = 三 1, 则 当 x =0 与 1 时 :=0 与 1 
鼓 


1 


f ear = 2 f terat. 
[4 


全 


设 三 1, dp = edt, dn = dt, t= e' ' 
于 是 


1 


em = [= ferat = e—|e'l = el(e—l)=1. 


[1 


因此 得 
1 
f etar =2. 
例 3. 证 明 
1'3"5"(n—l) x 
HN 2 4 
各 ,2 Ki2 
i 若 1 为 正 侦 数 ; 
zj sin sdr(= feos zdxr )= 946 nD) (2) 
人 357 
| 车 所 为 正 奇数 . 
证 令 i 二 sin” lr, dv = sinxar, 
则 du = (nn—l)sin rcosxdr, v= —cogs+t, 
故 由 公式 {1), 得 - | 
Xi 


六 = | =eoszxsin™™'z | + Cn—1) f sin* rcoszzadx， 
ov 


右边 第 一 项 等 于 零 ， 第 二 项 中 把 cos*Y 写成 1 一 sin r, 得 


五 一 (2 一 二 sai-azaz -to f sinrzar 
三 (nD sDE, 
由 此 得 hn = 2 
于 是 我 们 把 # 换 成 % 一 2， 则 得 
1 = A. | 
同样 继续 进行 ，J 的 足 标 递 碱 直 至 足 标 为 0 或 1 为 止 . 于 是 ¢ 
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L201, 2m— 3. 2zm 一 5 .5 .3 ,1/ 
2 
4 
5 


2 一 2 .2 一生 


2 , 
lann = DmtI gm—1 Sm 3 六- 


tm 


ri2 Ki 
但 hh= /dr= 互 五 = fsinzrdr =1, 
Lt oa . 
ni2 
一 六 -am _ 13.5"(2m— 3)(2m—1) A 
故 m= {sin Tar 一 2 一 2 全， 


全 


TR 


:2 十 1 2-4'6.: [2m 2). 2 
hm = fsin 7 dr = 857 (Dm— D(am+]) 


刘 人 2 开 !2 
现在 证 明定 积分 cos"zdx 等 于 / sin”xdx. | 
v 0 
_ 下 EA /on. 
令 工 二 卫 一 t， 则 当 x ==0 与 二 时 ， 1 二 字 与信 
于 是 


友人 niz Xi2 CE 


了 cos"™rdr =— 了 cos"(#—t)dt= 了 sinnidt = fsin"zax. 
公式 (全 部 证 完 ，. 
88.7 定 积 分 的 近似 公式 
当 Ax) 的 原 函 数 不 易 求 得 或 不 能 求 得 ( 即 不 能 以 初等 函数 表示 ) 时 ， 
我 们 就 不 能 应 用 咎 顿 - 莱 布 尼 兹 公式 来 计算 定 积分 太 (z) dz 的 准确 估 . 


办 此 , 求 定 积分 的 近似 值 的 方法 问题 ,在 实用 上 就 具有 一 定 的 意 
义 . 下 面 我 们 根据 定 积分 的 几何 意义 尽 可 能 地 加 以 简化 , 以 导出 便于 计 
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算 的 三 个 近似 公式 一 一 矩形 公式 ,梯形 公式 及 辛 十 生 (Simpsom) 公式 . 
另外 一 种 方法 要 到 级 数 一 章 中 才能 讲 到 . 

1. 和 矩形 法 与 梯形 法 . 

将 [a,5] 分 成 % 个 相等 的 小 区 间 , 每 一 小 区 间 之 长 为 


分 点 为 Yo 二 &.TL Xs ,Xn 二 5B， 所 对 应 之 纵 标 为 
Bos His Was Yn, 

遂 过 每 个 纵 标 线 的 端点 和 凡 、 讶 ;:、…、 Mw-1s 向 右 作 水 平 线 与 次 一 织 
标 线 相交 {图 8.7), 或 通过 端 
点 县 和. 向 左 作 水 
平 线 与 前 一 级 标 线 相 交 , 都 

能 得 到 # 个 柴 形 .分别 取 这 
为 个 矩形 面积 的 和 作为 面积 
Mo 4b Mn 的 近似 值 , 也 就 是 


号 
定 积分 /f(z) dz 的 近似 信 ， 
”我 们 得 著 两 个 短 形 公式 为 


[yt tt ya), (1) 


frr) aex 2 


nn 


of Ande sy ty tt ye] (分 


同样 , 如 果 通 过 每 相 邻 二 纵 标 线 上 的 疯 点 作 弦 机 及 .和 及. 
jw -于 是 得 到 2 个 梯形 (图 8.8). 取 这 郑 个 攀 形 面积 的 和 作为 面 狂 


Mo ab Mo 的 近似 值 , 也 就 是 定 积分 f(z) dx 的 近似 值 , 则 得 梯形 公 


~ 
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式 为 


四 
f fx) dr (vt) Ax+ 二 +g) AX + 


+ 让 (yn-1+ yr) 页 工 ， 


即 


b 
fe a ~ (tt yt (3) 


2， 术 下 生 法 ( 即 指 物 线 法 ) 在 讲 辛 下 生 公式 以 前 ,我 们 先 证 一 个 
辅助 公式 ， | . 
设 一 抛物 线 ， 其 轴 平 行 于 7 轴 ， 通过 已 给 三 点 NMol To, vo) Mi (x, dn), 
Hz(zago), 其 中 1 = 下 六 于 . 试 证 这 个 拍 物 线 与 + 轴 及 二 纵 标 线 x = 


Xo、 计 三 Xs 所 包围 的 面积 (参看 图 :8.9) 为 


归 
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S = Ero) (yot hy + yo). (4) 
设 抛物 线 的 方程 为 
了 ETRr 十 7， 

其 中 常数 a, 8.7 是 由 关系 式 - 

yo = rat+ Brot Y, 

Hl 一 x? 十 Bri 十 7, 

yz2 = ar2+ Braty 
所 确定 , 则 面积 


呈 一 f lar’+hr + dr 


= (ra xh) + (xe) +y(x— zo) 


一 言 (zs 一 za [Dalxr3i rorst+ rd) + 38( r+ Xo) 十 6y] 


= 言 (zs 一 zaj[Car8+Rxo 二 八 二 (az 十 Bxs 十 放 


+ alxot ras)?+28(rot x2)+47]. 

由 于 xs 十 To 二 2x1 可 见方 括 统 内 的 数值 汶 yo 十 yz 十 4y1 这 就 证 明了 公 
式 (4. . 

现在 我 们 可 以 讲 辛 下 生 法 了 ， 同 前 把 [ce, 避 分 成 2 ( 候 数 ) 个 相等 的 
小 区 间 , 每 一 小 区 间 之 长 为 
分 点 为 to 二 4Xixa… Xs 十 所 对 应 之 纵 标 为 

Yo, Viv Ya Dan. 

把 和 曲线 y = /zx) 上 对 应 于 区 间 [roxa] 的 弧 换 成 一 段 挑 物 线 , 使 其 轴 
平行 于 2” 轴 , 生 通过 Mo zo bo), Mv), (Ya 三 点 ,及 将 对 
应 于 区 间 人 rsxd]. [zaxe], -…, [xn-z,xn] 的 各 颖 同样 挽 成 这 种 抛物 线 
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弧 .于 是 把 面积 Mo ab Ma 换 威 邓 个 扼 物 线 弧 下 的 面积 如 图 ,其 面积 由 


公式 (4) 知 各 为 
Ax(yothyty), ArCyt sty 


Axyrst dy 1 十 go 


取 这 些 面积 的 和 作为 面积 Ma Mn 的 近似 值 , 亦 即 定 积分 /f(x) dx 的 
近似 值 , 得 闪 小生 公式 为 
ff ar A [bp 十 4 十 2 十 4 十 284 十 …… 二 42-i 十 四， 
即 
和 | | : : 
f flr)ar = 言 Az [got gn dy tgs + yr) 
+ 2at yt “+ yn- 1 (5) 
例 计算 积分 1 本 ee. 


这 里 原 育 数 虽 然 知 道 是 Inx， 但 要 把 定 积分 的 值 表 为 十 进 制 小 数 
时 , 就 不 得 不 依赖 于 自然 对 数 表 . 由 表 查 得 


/各 = |mz|， = In2 = 0.6931. 


现在 要 分 别 用 矩形 法 ,梯形 法 和 辛 下 生 法 实行 计算 近似 值 . 


加 了 21 ,1 
取 z= 10，Ar = 2 人 一 人 一 0.1 = 二 
z 多 梯形 公式 -.. 亭 上 生 公 式 
zo=1 10000= 加 二 wo 一 05000 yo = 1.0000 


X11 二 1.1 0.9091 = #1 = .9091 1 二 3,6364 
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ri=1.2 0.8333= y ga=0.8333 2yz=1.6666 
zi 一 1.3 0.7692=y, js=0.7692 4ys =3.0768 
ri=14 0.7143= gp 1 =0.7143 2y4 =1.4286 
xs=1.5 0.6667= ys y=06667 4vs =2.6668 
xa=1.6 0.6250= ye ye=0.6250 2ye = 1.2500 
z=1.7 0.5882 = =.5882 4y = 2.3528 
re=1.8 0.5556= ys ge=0.5556 2ys =1.1112 
rs=1.9 0.5263= Jy m=0.5263 dys = 2.1052 

| " 1 w= 0.2500 一 

Xo 二 2 0.5000 = Hin 了 2 网 


， 
用 第 形 公式 (]) 得 广 红 -= (go 十 加 十 … 十 加 Az = 0.7188， 
1 
\ f ar 之 , = 
而 用 和 矩形 公式 (2) 得 - 宪 ~(yi+ys+… 十 by0)* Ax = 0.6688. 
1 . 


因 被 积 函数 二 在 区 间 [1,2] 上 单调 减 小 ， 故 用 公式 (]) 得 出 0.7188 是 强 


近 侯 值 ,用 公式 (2 得 出 0.6688 是 弱 近 似 值 ， 下 准确 什 必 在 这 两 数 之 问 ， 
所 生 误 敖 均 不 超出 
“0.7188—0.6688 = 0.0500.. 
用 梯形 公式 (3) 得 | 


至 > 人 in) = 0.6938, 
1 


其 相对 误差 为 . 
0.6938—0.6931 “0 0007 
0.6538 .~ 06938 “0-12%. 
用 这 公式 (5)， 则 得 


i A 


AM 分 
= 言 X2.0794 = 0.6931. 
与 In2 二 0.6931 相同 . 
8.8 广安 积分 


以 前 引进 定 积分 的 概念 时 , 我 们 假定 被 积 曙 数 Fr] 在 积分 区 间 
[a,8] 上 连续 , 而 且 4 和 上 4 都 是 有 限 数 ， 至 于 被 积 函数 在 个 别 点 处 具有 第 
一 类 间断 点 , 我 们 把 积分 的 概念 也 作 了 相应 的 推广 ， 这 些 积分 都 易于 常 
义 (通常 意义 ) 积 分 的 范围 .现在 假定 各 分 区 间 为 无 限 或 者 被 积 函 数 在 
积分 区 间 上 有 无 穷 不 连续 点 ; 则 这 类 积分 不 包含 在 前 面 所 讲 的 范围 中 . 
但 是 在 许多 情形 下 , 我 们 常 遇 到 这 些 积分 , 因此 对 定 积分 概念 作 了 下 面 
二 种 推广 它们 叫做 广 儿 积 盆 入 区别 于 常 义 积分 . ,.....…， 

1 积分 区 间 为 无 限 设 作 x) 在 区 间 [4a, 十 0) 内 连续 ， 取 5> a, 若 
极限 ”- . . 


lim ff/(x)ar 
.存在 , 则 定义 四 
ffx)axr 一 lm f fry)ar, 
此 时 ,我 们 说 广义 积分 /f(x) 和 汉 存 在 或 收 伊 ; 车 极限 不 存在 ,我 们 说 广 


义 积分 /f(x) dr 没有 意义 或 者 是 发 艇 的 . 
" 6 [9 
同样 地 ,定义 广义 积分 f(z) dr = lim /f(x)dz. 
我 们 也 可 以 定义 广义 积分 /f(z) 妈 为 广义 积分 /f(z)azr 与 


f(z) dr 之 和 ,如 果 后 两 者 都 是 存在 的 话 . 


Tp ee te mt HL ee ee shed Fe me a 
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ef dr 
例 1。 计算 /4 
Ea 
为 
由 lm / 14 二 lim, |arctez | 二 lm, arctg 二 地， 
“ + 加 
_ar x 
故 /if 2° 
这 结果 的 几何 意义 是 ， 当 b 


无 限 增 大 时 , 虽然 图 8.10 中 阴影 
s 部 分 无 限 间 有 延伸 , 但 其 面积 却 


图 8.10 | 有 极限 值 隐 、 


+ 


， 例 2。 证 明 积 分 三 中 当 坊 > 工时 收 伍 ; 当 p<1 时 发 散 
证 当 户 =1 时， 
b 加 
im [ 计 =iim fi 2 
nfm = mln) in n= + 


bp. 
， dr i xT? b 
如/ 各 = 曙 | 三 51 
仁 车 p<1; 
=1 1 
| pi 车 p>1. 
故 当 沪 生 1， 积 分 发 散 ; 当 p>1 积分 收 但 于 二 


2. 被 积 函 数 有 无 穷 不 连续 点 设 /(x) 在 (a, 站 上 连续 , 而 
lim f(x) = oo, 取 s >0, 车 极 恨 


四 上/ re ， 


安 十 二 
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存在 , 则 定义 


ff)ar = tim f f(r) dr, 
由 
此 时 ,我们 说 广义 积分 f(x) dx 存在 或 收 伍 ; 若 极限 不 存在 , 我 们 说 广 


义 积分 f(x) dr 没有 意义 或 是 发 散 的 , 
同样 ,车 /(z) 在 [a, 5) 上 连续 , lim /(x) = oo, 取 e >0, 若 


lim ra 
存在 , 则 定义 | 
fwar = tg /rpu 
否则 没有 意义 . | 


又 设 上 Dr 在 [ea,5] 上 除 zx 一 c 一 点 外 连续 ， 而 lim f(x) = 一 co, 取 
ce>0, e'>0, 车 


c b 
im /raw 与 Bm /Ad 
都 存在 , 则 定义 
自 Cc—# 
J nar = tm [fn art lm f fr)ar: 
否则 , 没有 意义 ， 
例 3.， 计算 [FE 图 8.11 


习 积 男 数 /(7) = zz7 在 + 一 2 处 不 连 纱 (图 811) 而 
limf(x) = co， 故 取 e>0; 


i 
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a—£ 
， dx - . | 
- 一 1 TC Sm 一 
lim { 7 JI ar S 4 


=limarcsin Se = arcsinl = ZZ,- 
EO a . 加 
1 Er 下 
故 一 下 
/7 
1 . 
、 dr 
例 和 计算 /4 


当 x 二 0 时 ， 画 数 有 (x) = -不 连续 ， 其 极 拓 为 二 oo. 故 取 e >0 与 
e >>0. 因 | 1 


0 一 站 本 。 
Hr -| 1 -| Th 
ee En be 
1 
, ja 


发 散 ， : 
注 章 ， 若 本 题 不 照 上 法 演算 ， 便 待 一 铺 误 续 梁 如 下 : 


. 1 
| 1 = 四 
/7 =|- 二 | = -1 1=-2. 


例 5。 证 明 积分 -全 当 gq<1 时 收 全 当 g >1 时 发 散 . 
vv 


证 设 E>0 出 . 
par -Ea {a + 1), 
rT 


(y= 1. 


‘ 一 ]neE 


令 e>0 取 极限 , 即 得 ; 当 ga<1 时 等 号 右边 的 极限 存在 ,积分 三 性 收 敏 


下 
于 了 ;而 当 4 > 1 时 等 号 右边 的 极限 不 存在 (十 coj, 故 积分 矿 宪 发 艇 . 


第 九 童 ” 定 积分 的 应 用 


#9.1 平面 图 形 的 面积 


L 在 前 一 章 里 ,我 们 已 经 知道 区 8.2 公 式 (3)]: 介 于 曲线 zy = 
f(r)[ 假 定 记 zx) >>0] 及 直线 x = 4 二 bla< 有 与 x 轴 之 间 的 曲 边 梯 
形 的 面积 S 是 定 积分 


5= {f(r) adr. (1 
”公式 (1) 中 的 被 积 表达 式 f(x}adr 叫 微 喜 角 坐标 下 的 面积 元 素 , 它 的 
简单 几何 意义 是 , 高 为 !( = A(z)) 底 为 必 的 一 个 矩形 的 面积 . 
由 此 ,不 难 计 算 直 角 举 标 系 中 任意 间 线 所 图 成 的 平面 图 形 的 面积 
下 面 记 说 到 的 函数 /(x)，g(x) 等 都 息 定 是 连续 的 : 


设 在 区 疗 [a,5] 上 曲线 yy 二 f(x) 位 于 阳线 y 一 g(x) 之 上 方 (图 9.1， 
9. 人 3, 则 这 两 条 曲线 及 直线 T=a, x 二 必 所 包 图 的 图 形 的 面积 S 是 


s= /LW-gr)a. -0 


图 9.1 


图 9.2 
如 果 在 [ae, 如 上 曲线 y = A(x) 与 y = g(x) 都 在 x 轴 的 上 方 , 由 图 9.1 
可 见 所 求 的 面积 人 SS 正好 等 于 由 公式 (1) 记 表达 的 两 个 曲 边 梯形 44abB 与 
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4 abB' 的 面积 之 差 , 所 以 


S= ru- 六 mw 一 an —g(x}lax 


如 时 在 fa,51 上 曲线 y = A(x) 与 y 二 g(x) 并 不 都 在 x 轴 的 上 方 (图 
9.2)， 则 把 x 轴 向 下 平移 一 段 使 得 这 两 条 曲线 都 在 x 轴 的 上 方 ， 这 就 是 
在 两 个 函数 (Xx) 与 9(x) 上 都 增加 一 个 相同 的 常数 ,而 这 时 它们 的 差 值 
[x) 十 向 一 [9(x) 十 和 二 A(X) 一 g(x) 仍 然 保 持 不 变 ， 因此 同样 得 到 公 
式 (2), 

在 一 般 情 形 下 ， 任意 里 线 所 国 成 的 平面 图 形 可 以 看 作 是 由 若干 个 

像 上 面 那样 的 图 形 所 组 成 的 ， 例 如 图 $3 所 示 的 平 
面 图 形 可 以 分 咸 三 部 分 , 而 每 一 部 分 都 可 应 用 公式 
(2 来 计算 其 面积 . 
ee 有 时 平面 图 形 的 边界 曲线 方程 是 了 为 了 的 单 值 
图 9. 3 函数 x 二 pty)}， 则 介 王 曲 弘 xz; 二 p(y) [假定 p(y) > 
0] 及 直线 新 三 CY 三 CS 全 与 二 灿 之 间 的 此 边 神 形 的 面积 是 定 积分 


S= rm (3) 
由 此 , 不 难 导 出 类 似 于 (2} 的 公式 
S= f [p(y —¢(n]dy (4) 


， 来 计算 两 条 井 线 + 二 Zty), + =(y) 及 两 条 二 绕 y 二 c, y = dr 所 围 成 的 
平面 图 形 的 省 积 (图 9.4). 

例 1。 求 位 于 抛物 线 z* = 40y 与 笑 兰 线 1 = -32 _r(a>0) 间 的 
图 形 的 面积 S( 图 9.5). z 

解 把 方程 ?二 4ay 及 5 = 一直 892z 联 立 求 解 ,得 两 申 线 的 交点 . 
为 4( 一 2a,a) 及 B(2a,a). 由 于 图 形 的 对 称 性 ， 我 们 可 以 取 下 限 为 0, 上 
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ya 
工 2 十 二 加 


很 为 2&. 于 是 , 应 用 公式 (2) 得 所 求 的 面积 为 
s=2/ (2 4 知 )a 
人 


二 pt 2na? 一 2 232 二 2cxx 3) 
例 2， 求 抛物 线 y? = 27 与 直线 


二 xX 一 4 围 成 的 图 形 的 面积 S{ 图 4 : BB} 
9.6). 
解 ” 解 联 立 方程 组 
("7 部 
多 二 了 一 生 


得 两 组 解 为 4 (2 ,一 2 ,已 (8,4), 这 人 


就 是 直线 与 抛物 线 的 交点 .这 时 , 宣 
用 公式 (4 所 求 的 面积 可 以 看 作 是 


x 二 y 十 入 二 如- 所 包 国 成 的 ,其 数 
值 为 


re es inl. 
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例 3. 椭圆 的 面积 因 靖 图 方程 
TU 
r+ 如 二 1 
对 于 坐标 轴 都 对 称 , 所 以 面积 (图 9.7) 


SS 二 4 f yar. 
身 


为 避免 由 椭 力 方程 中 解 出 y 再 代 图 9.7 
入 到 这 积分 中 的 复杂 计算 , 我 们 利用 椭 辕 的 参数 方程 
于 = acost, y= bsint. 
应 用 定 积分 换 元 法 ($8.5), 令 x = gcost， 则 
y= bsint, dr—— dsint dt. 


当 x 由 0 变 到 4 时 , {由 了 变 到 0， 所 以 


0 
S=4/ bsint(— asint dt) 


bi 


， 0 xi2 
= —4ab jsinzf dat = 4ab { sin’t at 
v 


/2 


二 4ab" 直 至 [8.6 公式 (2)] 


邯 S 一 rab. 


当 & 二 8 时 ,我 们 得 着 所 熟知 的 
加 的 面积 鸭 ra?. 
一 般 来 说 , 当 出 达 梯 形 的 曲 边 由 
参数 方程 
r= pi, y= pA 
给 出 时 ， 面 积 S 为 
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S= /D9 at, (5) 
ty ' 


其 中 二 及 上 二 是 对 应 于 曲 边 的 起 点 及 终点 的 参数 值 . 
2. 就 极 坐 标 系 而 言 , 我 们 有 计算 由 极 坐标 方程 = ”{ 幼 所 表示 的 
曲线 及 拓 径 8 二 a, 8 = Be<B) 所 国 成 的 平面 图 形 的 面积 公式 
» 可 
S = 到 | db = 到 "0 il， (6) 


证 设 所 求 面 积 S 为 D4B， 曲线 统 4 召 所 对 的 第 为 5 一 ， 把 8 必 为 
自 变量 ， 任意 分 8 一 a 为 用 个 小 区 间 ,， 其 中 篆 斌 个 小 区 间 记 作 A0.(i = 
1,2,3,., 8). 则 对 应 于 妨 旭 移 曲线 弧 CDEF 及 矢 径 DC 及 OF 国 成 的 力 
形 的 而 各 AS; 适合 于 不 等 式 ， 
J mab.< ASi< TM AG, 


其 中 天 ;二 7(60) 及 MM; 二 xr(87) 是 图 形 OCDEF 的 最 短 及 最 长 和 撩 径 , 而 此 
两 矢 径 都 是 位 于 同一 区 闻 AB8. 内 ， 就 整个 面积 吕 AB 而 言 , 我 们 有 


言 记 miA0< 训 ASi< 直 MIA 0. 
也 就 是 。” 序 吕 7(6DAQ.< S< 二 名 mg) Ab 


” 当 有 无 限 增 大 而 每 个 A8: 都 趋向 于 零 时 ， 如 果 +( 站 是 在 闭 区 间 
La,8] 上 的 连续 靖 数 , 则 上 述 左 右 两 个 和 式 的 极限 存在 ,并且 极限 值 都 是 
定 积分 ($8.2 存 在 定理 ) 


半 f (Dad. 


这 就 证 明了 公式 (全)， 
公式 (四 中 的 被 各 表达 式 卫 rzdg 叫 做 极 坐 标 下 的 面积 元 束 , 它 具 


的 
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有 简单 的 几何 意义 , 就 是 半径 为 + 图 心 前 为 28 的 一 个 肩 形 的 面积 . 
例 4. 求 双 纽 线 x? = a?cos28 围 成 的 全 面积 S. 


解 在 第 一 象限 内 此 曲线 上 点 的 极 角 9 从 0 变 到 于 图 9.9 内 面 有 阴 
影 线 的 部 分 等 于 全 面积 S 的 十 . 所 以 


图 9.9 ， 图 9.10 


下 [A 四 
号 一 4 到 /eeos 2 机 = 2c| 去 sin26| = gi. 


例 5.。 求 心 形 线 ”> = &(1+cos 邹 围 成 的 面积 S. 1 图 9.10) 
解 “ 此 曲线 对 称 于 + 轨 , 图 9.10 内 位 于 x 办 土 方 的 面积 是 日 从 0 变 
到 x 时 曲线 弧 段 与 z 轴 所 围 成 ， 故 
SG 一 2 计 f ell+reos 的 2 了 = ef (lr2c0s 8 二 cos2z 8 a0 
sin29 


三 a 3+2 Sin 9+ S90| 


32 
= 


$9.2 体 积 


1. 平行 稚 面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 设 所 考虑 的 立体 为 一 曲 
面 及 简直 于 xz 轴 的 两 个 平面 x= az 一 5 所 包围 (图 9.11), 并 设 垩 直 于 
工 轴 的 平面 与 该 立体 相交 的 截面 面积 是 已 知 的 x 的 连续 函数 Str) 


TT 


i 


Wom poe Wy TN 


图 9.11 


{gx 志 且 .为 了 计算 这 个 立体 体积 下 ， 可 以 把 区 向 [a 如 任意 分 成 如 个 小 
区 间 攻 -bx 可 (7 二 1,9,8), 其 中 必 。 二 @, zn 二 5. 再 作 通 过 各 分 点 
Yi 而 奈 直 于 工 轴 的 平面 ， 则 对 应 于 点 x :的 截面 面积 为 S(xr), 而 介 于 本 
截面 S(xe_1) 及 SCzo) 间 的 立体 之 高 为 +: 一 x:-1 二 Axi, 设 这 样 一 个 被 曲 
面 及 两 截面 所 包围 的 薄片 体积 为 A& 亿 ， 则 所 求 物体 的 体积 六 显然 是 ， 
T 三 名 AT 

因为 截面 的 面积 Stz) 是 工 的 连续 函数 ， 该 菏 片 在 区 了 条 Er,-:，ri 上 有 最 
小 截面 面积 多 ;一 StxD) 与 最 大 截面 车 积 肝 := Sr 他， 又 因 以 面积 对 ， 
为 底 蕊 态 x1 为 高 的 直 柱 体 性 积 是 及 :Ax;， 以 面积 和 ;为 廉 以 Ax 为 高 的 
直 柱 体 体积 是 mr; A x;， 我 们 有 

MAT 
就 整个 立体 而 言 , 我 们 有 


mAris Zo AVis SM Axs, 


也 就 是 SOA Vg ES Ar. 


TT 本 
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但 S(z) 是 在 闭 区 闻 [4,5] 上 的 连续 函数 , 所 以 当 |Axzl 一 0 时 , 上述 左右 两 
个 和 式 的 极限 存在 而 又 相等 , 因此 在 区 间 [&,&] 上 的 立体 体积 为 


v= 人 sea 0) 


其 中 St) 是 各 直 于 x 轴 而 以 z 为 横 标的 截面 面积 , 4 与 5 各 为 二 直 于 
x 轴 的 首 末 两 稚 面 的 横 标 . 

例 1. 求 以 圆 为 底 , 以 平行 且 等 于 该 
痪 直径 的 线段 为 项 , 而 高 为 点 的 正 臂 锥 体 
-体积 下 . 

解 ” 如 图 9.12; 取 加 心口 为 原点 , 则 加 
的 方程 是 六 十 纪 二 ”过 工 轴 上 点 工作 
对 直 于 二 坊 的 平面 , 截 正 璧 惟 体 得 等 大 三 
角形 天 和 六， 此 截面 的 面积 汶 


S(zr) = hy = hyri—r’, 


故 V = Rlyr— radr. 


令 I 工 二 rcos8, 网 当 r = 一 7 与 + 时 ， 8 二 x 与 人 0 


故 V = hfr’sin’d dg = hr* 门 一 820 4g 
下 0 . 


0 
= hz 对 sin 24| = -5 和. 


由 此 可 知 正 臂 锥 体 体 称 是 蔽 国 面 积 与 高 的 一 半 之 积 ， 也 就 是 等 于 同 底 
局 高 圆柱 体 体 积 的 一 半 . 

2. 旋转 体 的 体积 

(i) 车 一 连续 曲线 8 = f(x) 的 弛 AB (假定 它 并 不 与 x 辖 榭 交 , 图 
9.13, 0) 与 直线 + 二 a, zx 二 b 及 I 轩 转 成 的 平面 图 形 绕 着 + 四 旋 转 一 属 ， 
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产生 了 - 一 个 旋转 体 ， 则 它 的 垂直 于 x 轴 的 截面 面积 为 
S{x) 一 12. 
因此 ,应 用 公式 (1), 这 个 旋转 体 的 体积 为 


V= x f ydr 一 x Far. (2) 


-图 9.13 


(二 ) 车 所 考虑 的 连续 曲线 方程 是 x 二 p(y) (假定 它 并 不 与 y 轴 相 
交 , 图 9.13, 仿 , 则 缀 CD 与 直线 & = c, v = d 及 妈 轴 图 成 的 平面 图 形 统 
着 y 轴 旋 转 一 周 所 产生 的 旋转 体 的 体积 为 


F = x fxray 一 xf pray. | (3) 


全 2， 求 星 形 线 z 十 昱 = 必 图 成 的 图 形 绕 * 轴 所 产生 的 旋转 休 
的 体积 (图 9.14)， 
解 这 里 ,7 = (gi—z3)dy? = (一 


- 故 了 =27z 太 cz 有 sr 
a 
一 27 { (a 3adri+ 3adr$— rar 
1 


= 2 入 一 二 -上 
2z| ez DT 3 


Ee ede bie ee pete ai rd， 必 ， 直 he 大 岂 和 
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一 3 _ 9 s 9 ga 1 了] = 32 
=- 2z|a FE 可 人 Ds Te 


$9.3 曲线 的 弧 长 


在 初等 几何 中 解决 圆周 的 问题 所 用 的 方法 是 利用 内 接 正 多 边 形 的 
周 长 作 为 圆周 的 近似 值 , 再 令 边 数 无 限 增多 以 取 极 限 , 就 定 出 加 的 周 长 . 
我 们 下 面 用 类 似 的 方法 来 建立 平面 的 和 空间 的 连续 曲线 纺 长 的 概念 , 从 
而 应 用 定 积 分 来 计算 继 长 . 

设 4,B8 是 曲线 颖 上 的 两 个 端点 .在 绪 AB 上 和 任 取 分 点 4 = Mo af:、 
MM = BB; 并 依次 连接 每 两 个 分 点 成 就 而 得 
一 条 内 接 折线 . 当 分 点 的 数目 x 无 限 瑞 加 且 每 个 弦 长 |M;- 1 天 | 趋 向 窒 时 ， 
如 果 此 折线 长 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 曲线 在 4A. 妃 两 点 间 的 缴 长 ,而 
该 眉 曲 线 叫做 可 求 长 的 ， 

我 们 先 就 参数 方程 给 出 的 平 夯 曲 线 的 情形 提出 下 耐 的 定理 , 并 把 
角 坐 标 方程 或 极 坐 标 方程 的 情形 作为 它 的 推论 、 

”定理 ， 设 基线 C 的 参数 方程 是 | 
rz— p(t), y(t), (1) 


Mi 


a 


图 9.15 
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当 t 由 a 变 到 Bla < 户 时 ， 点 六 (3, 引 画 出 由 4 到 BB 的 曲线 弧 忆 .如 果 在 
区 间 [a,8] 上 世 数 p(t)、#( 们 具有 连续 导数 g (i .$1(N), 则 性 是 可 求 长 
的 , 并 且 弧 4 吾 的 长 度 s 等 于 定 积分 ， 


1 
s= fo Dro dt. (2) 


证 .加 图 9.15, 在 弧 AB 上 取 分 点 . 
A = Mo, Ma, Ma Ms Mi Ma, Ms = B, 
各 对 应 于 参数 上 的 值 
= fot 在 
把 点 财 ; 的 坐标 记 作 
Ti= pl), yi= 内 
根据 解析 几何 , 强 责 -14 的 长 是 
[Mi = Vr re (yy 
二 vp) pt)F+[yt $F ， 
应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 (§5.1),。 . 
PH)— of 0 = (ft (re), 
PDO— EE) = (tg f2), 
其 中 心 ti 都 在 同一 区 疗 (&3, 夫 内 ;从 而 
lM Ml = Vp) TOD (tt 9 
子 是 泊 4B 的 内 楼 折线 的 长 为 


lM 一 Vp Fp (ht) 


(fii< Tiy tit), (3) 
当 无 限 增 加 而 每 个 差 t; 一 上 -1 无 限 减 小 时 , 则 每 个 弦 长 | 村:_; 李 也 就 无 
限 减 小 ， 在 g 人 (四 .yg“( 四 连续 的 假定 下 ,能够 证 明 


lim /pA TAD (tate) 


a hi pp er mr gto. 
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-limB Vor to Ht). 
根据 存在 定理 (88.2)， 右 这 的 和 的 极限 是 定 积分 
lm Vo FA (ft) 


[ 
三 fy 站 


因 进 (3} 式 去 迪 的 极 很 存在 , 就 是 折线 长 的 极限 存在 , 也 就 是 昌 线 弧 C 是 
可 求 长 的 , 并 且 它 的 长 * 可 以 表 为 定 积分 { 色 . 

车 所 考虑 的 曲线 弧 是 由 定点 人 4 到 对 应 于 参数 为 了 的 变 点 到, 显然 , 弧 
人 4 村 的 长 度 是 上 的 通 数 , 记 作 sf 站 ， 则 由 公 式 (人 得 


stD = [VoD dt 
对 积分 的 上 限 上 来 导数 ， 


当 - 9 (D+E (DD), 


因而 各 微 分 ds 为 


ds =V9AD TRAD d= (A) + 和) a (9) 
因为 我 们 规定 s 是 # 的 增 函 数 , 所 以 根 号 前 取 ( 十 ) 号 . 
到 (4) 式 两 边 的 平方 ,得 
必 2 = dx?+ dy?. (5) 
这 个 等 式 对 于 任意 自 变 晤 都 是 成 立 的 . 它 的 简单 的 几何 意义 是 ， 绝 微分 
ds 是 以 dx, dy 为 直角 边 的 一 个 直 骨 三 角形 射 边 的 长 ,也 就 是 在 曲线 


”中 只 要 用 到 第 二 章 所 说 闲 区 间 上 连续 函数 的 一 个 性 质 -一 一致 连续 性， 就 不 难 证 
明 此 等 式 成 立 , 1 
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的 切线 并 上 只 切 点 开 (x ,#8 到 男 一 点 
村 "(I 二 dr,y 二 dy) 一 段 的 长 ( 围 9.16). 

我 们 总 假定 切线 奢 人 的 方向 与 曲线 
弧 增 大 方向 一 玛 . 设 姥 了 与 厂 标 轴 的 正 
问 所 成 的 角 为 a., 世上 图 就 本 看 出 


二 = 
cos a = -i cosh = He- (6) 


现 设 曲 线 (1) 上 的 两 点 入、 和 NN 分 别 对 图 9.16 
应 于 参数 上 上 十 At(At> 人 0), 我 们 在 9“( 队 ,Y'( 办 连续 的 假定 下 , 六 证 明 
§6.8 提出 的 组 长 与 波长 INN 迪 比 的 要 


司 NT -1 
由 公式 (及 积分 中 信 定 再 ,得 


ttat 


MN= {p(toAD a = Vo tA At 


(frit+ at. 
令 Ap= pti+AD— ph), AS= g(t+ADN— yD, 
旺 扒 有 


en 


我 科 把 MN 和 |MNI] 的 两 个 表达 式 边 边 相 际 并 令 A10, 即 得 要 证 的 结 


讽 1. 求 摆 线 工 = 一 
Si 办， 乡 二 #4( 一 cos 由 的 一 拱 之 
张 长 { 园 9.17). 

媚 


a 人 
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= av20—cost} dt = 24 sin# di, 


故 s =2a fsink dt — sa fint a(#) 
0 og 


= —4a|cos#| 一 -4al -1-1| = Ba. 


特别 地 , 如 果 曲 线 直 直角 坐标 方程 
y= (x) 
给 出 , 并 且 曲 线 弧 的 端点 4 与 电 各 对 应 于 自 变量 z 的 值 z 与 5 (a < 问 ， 
当 导 数 纺 = (zx) 在 区 间 [a,8] 上 连续 时 , 公式 (2) 就 成 为 


血 让 
s= /vidr = {VIF adr. (7) 


这 时 ds’ ?二 = (+y) dr. 
如 果 曲 线 由 寝 坐标 方程 
7 一 3 从 
所 给 出 , 则 关系 式 
Trcosd, y= raing 
可 以 看 作 是 这 曲线 的 参数 方程 , 其 中 极 角 8 为 参数 .. 于 是 
dx = cos ddr—r sung adad, 
ay =.sind dr+r eosd do, 
从 而 极 坐 标 下 的 弧 微 分 的 平方 为 
dads: = adr’t Ady = dr?+ rn’. 
若 曲 线 弧 的 端点 碳 与 如 各 对 应 于 8 的 值 必 
与 8(g << 用 ,这 时 公式 (2 成 为 


| 
5 二 fv rr de. {8) 
图 9.18 例 2， 自 黑 链 线 (图 9.18). 
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y= (edt+ e- 司 = ach* (a>0) 
的 顶点 有 到 另 一 点 村 (7x, 四) 的 张 长 为 4 村 ,求证 
a:+ CAM) 一 82， 
因为 "二 sh 


位 一 2 二 ph 
1 十 2 一 1 十 sh pr ch a 
代入 公式 (7?)， 即 得 
AR 了 yw 一 衬 
4 一 /cn 和 如一 2 中 分 
于 是 ar+(AM): ~ ata sh = ch = 
例 3. 求 对 数 螺 线 (图 9.19) 


r= et —<H< 
十 0) 从 矢 径 8 = ag 到 8 二 8 之 和 间 


的 狐 长 , 
解 ”应 用 公式 {8)， 
用 
,= /rEra 图 9.19 
一 Vi 到 Jerdg 一 人 二 和 (eee 一 ee. 
现 设 空间 曲线 的 参数 方程 为 


T= Pp{0), y= PH), z=w{); 9) 
弧 4B 的 端点 4 与 吾 对 应 于 参数 1 二 a 与 1 一 Pla< 有 有); 假定 导数 
evn 在 区 间 [a,8] 上 连续 , 则 与 平面 曲线 的 情形 一 样 , 可 证 
弧 有 BB 是 可 求 长 的 , 并 且 它 的 长 度 s 等 于 定 积分 
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» 
Ss= vo (D+ (DN To (DD a. (10) 


击 此 , 把 上 限 且 换 成 变量 1 也 可 得 纪 微 分 
的 平 启 为 
人 ss 一 dxr*+ dy’t dz (11) 
例 4 。 求 三 往 螺旋 线 
T=A4c080, y=asing, z= #0 (12) 
要 从 二 让 到 8 二 (9. 达 训 ) 的 产 长 (图 9.20)，- 
和解 dr = 一 asinb do, 
dy =acos0 dad, dz = kadp, 
寻 9.20 ds=vdritdy:t ade’ 一 Y 2 十 不. 
于 是 应 用 公式 (0 ,得 到 


s= fvate d=ya:te (0 — 0. - 
可 见 对 应 于 极 前 如 = 名.， Gg= 和 ;的 一 段 声 长 8 与 龟 一 由 之 比 为 一 常数 . 


§9.4” 定 积分 在 物理 .力学 上 的 应 用 


在 讲 定 积分 在 物理 .力学 上 的 应 用 问题 以 前 , 我 们 先 来 说 明 一 下 从 
. 具体 问题 导 至 定 积分 的 条 件 以 及 实用 上 沽 常 遵 特 的 方法 是 怎样 的 ? 

首先 要 问 , 哪些 量 柯 以 用 定 积分 来 表示 ? 我 们 且 看 曲 边 梯形 的 面 
积 . 曲 边 梯形 的 面积 S 所 以 能 用 定 积分 表示 , 是 由 于 SS 具有 这 样 两 个 基 
本 特性 ，( i)S 是 一 个 与 给 定 区 短 fz. 习 有 关 的 量 ; (说 车 将 区 间 [a.5] 分 感 
# 个 小 区 间 , 则 总 面积 驴 等 于 每 个 小 区 向 上 的 面积 之 和 . 即 是 , 曲 边 
梯形 的 面积 是 与 给 定 区 间 [a,8] 有 关 , 并 对 区 间 具 有 “可 加 性 "的 量 . 
除了 曲 这 梯形 的 面积 以 外 , 我 们 还 春 到 , 像 变 力 所 作 的 功 .体积 . 弧 长 等 ， 
也 是 其 备 这 种 特性 的 , 所 以 它们 也 都 能 用 定 积 分 来 表示 ， 
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其 次 ,假定 日 是 这 样 一 个 量 , 它 与 给 定 区 间 [4,5] 有 关 , 即日 决定 于 变 

量 的 变化 区 间 [a,81, 并 具有 “可 加 性 ”， 这 时 我 们 要 怎样 来 把 日 表示 
成 定 积分 , 也 就 是 如 何 确定 被 积分 函 教 Z(z) 使 


外 = oa 


呢 ? 

我 们 再 来 回顾 曲 边 榜 形 的 面积 问题 . 在 8$8.1 和 $8.2 中 讲 过 : 设 A(x) 
在 区 癌 [c, 们 工 连 转 , 且 疙 z) >0 则 以 y = A(z) 为 曲 边 , 麻 为 [a, 站 的 曲 
边 梯形 的 面积 S 表 示 成 定 积分 


S 一 fr)ar 


的 步骤 是 ， 

1 用 人 在 意 一 组 分 点 把 区 间 [e,8] 分 成长 度 为 Ari(i 二 1,2,…,#) 的 
7 个 小 区 间 , 于 是 相应 地 把 更 边 梯形 分 成 # 个 小 曲 边 梯形 ,第 i 个 小 曲 
边 样 形 的 面积 设 为 A S,， 于 是 


S=2AS: - 
2” 计算 AS, 的 近似 值 ; 


六 Ge flED) Axs (ri 1 ET); 
了 写 出 5S 的 近似 值 : 


S~EA/EAzs 
4” 求 极限 : 
5= lm 站 (tar = (za 
者 H+ 


在 上 而 的 个 步 刀 中， 主要 是 第 一 步 , 这 一 步 就 是 确定 AS; 的 近似 
值 六 6) Azro 使 


hs tobi ee rc -ua me ppp i hi th 
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S= lim 2 DAzri= {f(x)dr 


Fd 7=] 


在 实用 上 ， 为 了 简便 想见， 省 略 下 标 2， 开 AS 崎 示 任 一 小 区 间 
[x 中 让 直上 的 个 曲 沁 炎 形 的 面积 ， 如 | 
S=2AS. 
取 [x ,x 十 Qx| 的 端点 x 为 £,， 以 点 工 
类 的 函数 值 /(xz) 为 高 ; dar 为 底 的 矩形 
的 面积 f(x)dr 为 AS 的 近 忆 值 (如 图 
9.21 阴 影 部 分 所 示 ), 即 ， 
ASTAr) dar. 


图 9.21 
上 式 右 端 了 (x) dx 就 是 $9.1 中 所 说 的 面积 元 素 , 记 为 dS = f(x) dx. 于 是 . 


SPDT ar, 


而 S=lim2 f(r)adr = /f(r)ar. 


据 此 , 通常 把 上 面 所 说 的 量 @ 表 示 为 定 积分 的 方法 是 : 选取 二 为 积 
分 变量 , [e@, 避 为 积分 区 间 ; 分 区 间 [e, 直 为 姑 个 小 区 间 , 并 考虑 任意 一 个 
小 区 间 [x,x 十 dx] 所 对 应 的 部 分 量 A 昌 , 如 果 4 @ 能 近似 地 表示 为 工 的 一 
个 连续 函数 gfz) 与 必 的 乘积 , 即 
AQ~a(r)dr = dQ, 
dQ 就 称 为 量 @ 的 元 率 D , 则 


Q= fatn)ar. 


这 种 方法 通常 叫做 元 素 法 . 下 面 举 两 个 例子 来 说 明 这 种 方法 的 应 用 -. 
例 1 一 圆柱 形 的 幅 水 桶 高 为 5 米 , 底 圆 半径 为 3 米 , 郴 内 盛 满 了 水 . 
试问 要 把 桶 内 的 水 全 部 吸出 须 作 凶 少 功 ? 


人 ”实际 上 , 元素 4@@ 必 须 是 部 分 是 各 已 的 主客 . 
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解 作 z 轴 如 图 9.22 所 示 . 设 想 把 桶 内 
的 水 分 成 很 多 薄 居 , 则 把 桶 内 的 水 全 部 吸出 
所 项 的 功 久 等 于 每 一 薄 屋 的 水 吸出 时 所 需 的 
功 的 总 和 |. 
在 深度 为 z 的 地 方 到 一 薄 层 水 , 这 层 水 
的 厚度 为 dz. 因 水 的 比重 为 1000 公 厅 / 米 >， 
图 9.22 因此 如 dz 的 单位 为 米 ， 这 萝 层 的 重量 为 
1000x 324z. 这 屋 水 吸出 桶 外 须 作 之 功 近 似 地 为 ， 


a = MOOrx 2 ds. 


dW 就 是 功 邢 的 "元素 ”, 以 d 久 为 被 积 表 达 式 , 在 闭 区 间 [0,5] 上 ( 国 
zz 可 在 [0,5] 上 变动 } 作 定 积分 便 得 


5 
2 
Ww = {9000rzdz = 90007| 握 -| = 9000x， 各 心 353430 公 斤 米 . 
站 


例 2， 某 水 坝 中 有 一 个 三 角形 的 阅 门 ， 这 闻 门 铅 直 地 竖立 在 水 中 ， 
它 的 床 这 与 水 平面 相 齐 . 已 知 三 角形 底 边 。 . 
长 4 公 尺 ,高 公 尺 , 问 这 阿门 所 受 的 水 压 
力 等 于 多 少 ? | 
解 设立 z 轴 如 图 9.23 所 示 , 设想 把 
这 闹 门 的 受 压 面 分 成 许多 和 级 细 的 水 平 长 
条 , 则 闸门 所 受 的 总 压力 尸 等 于 所 有 细 长 | 
条 上 所 受 压 力 之 和 : 


图 9.23 
距 水 面 z 公 尺 的 地 方 取 一 高 度 为 dz 的 细 长 条 , 设 这 细 长 条 的 宽度 为 
xX， 则 互生 二 王 名, 于 是 x = 名 ( 及 一 z). 因此 这 绍 长 条 的 面积 近似 地 为 


Tx*dz = 部 ( 一 3)ds 平 方 公 尺 . 因 虐 水 面 z 公 尺 处 单位 面积 上 的 水 压 
力 为 z 吨 / 公 尺 !， 放 上 述 细 长 条 上 所 受 的 压力 近似 地 为 ， 


a 
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dP = 和 (hz)zdz 吨 

dP 就 是 六 门 所 受 的 总 压力 已 的 “元 素 ", 因 所 设 坐 标 z 可 在 闭 区 间 [0, 有 ] 

上 变动 , 故 以 4P = 生 ( 有 一 2)zdz 为 被 积 表达 式 , 以 [0,] 为 积分 区 间作 

定 积分 , 即 得 闸门 所 受 的 总 压力 己 : 


hz 2 a _ ah: 
P= /$0 z)zdz = 外 2 = 6 “6 是. 


最 后 , 我 们 还 要 讲 一 个 定 积分 的 应 用 问题 , 就 是 用 定 积分 来 讳 斌 函 
数 在 区 间 上 的 平均 信 。 
在 实用 上 ,我 们 常用 关 全 数值 jy,82,… ,yn 的 算术 平均 值 


a 
2 


作为 代表 , 以 表示 这 于 个 数值 的 大 小 , 例如 用 一 全 班 色 全 体 学 生 的 平均 
年 龄 来 代表 这 个 班级 学 生 的 年 龄 . 但 在 自然 科学 与 技术 科学 上 , 不 仅 要 
求 2 个 数值 的 平均 值 , 也 常常 要 求 函 数 在 某 区 间 上 所 取得 一 切 值 的 平均 
值 ,例如 求 气温 在 一 盘 夜 间 的 平均 温 庶 .化 学 反应 的 平均 速度 等 等 . 这 就 
引起 了 如 何 来 定义 与 计算 函数 在 区 间 上 的 平均 信和 问题 . 

设 函 数 y = A(x) 在 区 间 a 专 的 SM, 人 分 为 尹 个 相 


等 的 部 分 区 间 , 每 个 部 分 区 间 的 长 度 为 Ax = 


AFTI 人 CRE i 二 
在 每 个 部 分 区 间 的 右 端 点 , 函 教 值 的 算术 平均 信 为 
gs + Fa 二 Fn]= 十 加 f(r 


当 #% 越 大 时 , 这 个 算术 平均 值 就 越 能 表示 f/x) 在 La, 恕 上 的 平均 值 . 
因此 我 们 就 很 自然 地 定义 柚 数 Fz) 在 [e, 引 上 的 平均 值 了 是 各 当 #- co 
时 的 极限 : 
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5 -limp = 总 7x5]. 
由 于 jp" ArT 二 5b 一 a 及 
fr) = LDAr+Ar Art + Ar Ar 


=- 天 二 A; > {rn Axr, 
所 以 根据 定 积分 的 定 交 及 定 积分 的 存在 定理 起 8.2)， 有 


?一 和 下 站 让 Ar 人 -让 /ro 


于 是 我 们 得 到 函数 /(x) 在 [4,6] 上 的 平均 值 公式 


-__1 
7 


即 备 数 在 给 定 区 间 上 的 平均 值 等 于 函数 在 该 区 间 上 指定 积分 除 以 区 亲 
长 度 . 这 个 平均 值 3 正 好 是 88.3 积 分 中 值 定理 中 的 A(&). 

现在 来 看 气温 问题 , 设 气温 丁 是 时 间 t 的 连续 函数 全 = /( 四 , 则 一 
匡 夜 闻 的 平均 气温 为 


卫生 
关上 了 
T= 24 /at. 


例 3。 一 定 质 量 的 理想 气体 ， 在 等 漫 过 程 中 ， 若 体积 由 人 膨胀 到 
Ws, 求 在 这 个 过 程 中 压力 的 平均 值 . 
解 ” 由 物理 学 知道 


p= 针 ， 


其 中 力 是 压力 , VV 是 体积 ,是 常数 。 故 压力 的 平均 值 为 


-1 EE 一 一 3 Vs 
PD™ Tr /$= 7 7 


mht em a ee re a 
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第 二 篇 数学 分 术 ( 续 ) 
第 十 章 级 ， 数 


I。 常数 项 级 数 
$10.1 无 穷 级 数 概念 
设 已 给 数 久 志 , 1262 ,Kn,…; 则 式 子 
合十 tz 十 十 守 n 十 *… (1) 
或 简写 为 忆 ze 
叫 航 无 穷 级 数 , 或 就 叫做 级 数 , 其 中 第 # 项 wr 叫做 级 数 的 一 般 项 ， 
作 级 数 的 前 x 项 的 和 
Sm 一 部: 十 Hst tt Wn 
可 得 到 另 一 个 数列 ， 
Ee 
根据 这 个 数列 有 没有 极限 ， 我 们 可 以 如 进 无 穷 级 数 人 的 收 策 或 发 散 的 | 
概念 ， 
定 光 当 无 限 增 大 时 , 若 数列 sn 赵 近 于 一 个 极限 {有限 韵 ); 
s= limsn, 
就 叫 无 穷 级 数 {) 收 笋 ,这 峙 极限 值 s 则 做 级 数 (1) 的 和 ,并 写成 
S 一 史 十 各 十 … 十 Wn 十 
车 sw 没有 极限 ,就 虽 无 穷 级 数 (1) 发 散 . 
当 泡 穷 级 数 收 诈 时 ， 其 前 项 的 和 s» 是 级 数 的 积 s 的 近似 值 ， 它 
| (1) 
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们 之 间 的 差 值 
n= $s— Sn Wntit Hntzt""* 
叫做 级 数 的 关头 后 的 祭 项 . 用 近似 值 5 代 替 和 s 所 产生 的 误 商 是 这 个 余 
项 的 绝对 值 , 即 误 差 是 |n|. 
最 简单 的 无 穷 级 数 之 一 是 几何 级 数 . 
Aartart r++ar 1+, (2) 
其 中 了 叫 化 级 数 的 公 比 。 现 在 来 考虑 它 的 化 散 性 . 
今 车 |r| 寺 1 则 


nr nn 
A aar a bid 

二 0 二 ar 二 Qa7 十 … 十 rr*! 二 = = ， 
sn= 0 二 Tar+ea Ty 1 


当 |z|<1 时 , 由 于 并 二 0, 故 se 工人- 这 时 几何 级 数 收 敏 , 其 和 为 


一? 


了 7 当 |?|>1 时 , 由 于 -如一 oo 故 ss 一 co 因而 几何 级 数 发 做， 当 
rr 一 1 时 ,sn 一 32 一 oo 页 组 数 发 散 ， 当 * 王 一 1 时 , 级 数 成 为 2 一 2 十 G 一 

< 十 …, 显 见 s。 随 * 为 奇数 或 为 偶数 而 等 于 z 或 等 于 零 , 故 极 恨 不 存 在 ， 
“从 而 级 数 发 散 。 综合 上 述 结果 , 我 们 得 到 ， 若 几何 级 数 之 公 比 + 的 绝对 


值 ||<1 时 , 则 此 级 数 收 笋 , 着 |?|>1 时 , 则 级 数 发 散 ， 
8 10.2 ”无穷 级 教 的 基本 性 质 “收敛 的 必要 条 件 


] 堵 级 者 | 
Wi 二 Wz 二 二 Wn 十 C1> 
， 上 收敛 于 和 s , 则 每 项 葬 以 一 个 不 为 鹤 的 常 歼 所 得 的 级 煌 
ke 二 katz 二 二 Eten 十 … 
收 敏 于 和 ks. 
因为 级 数 的 前 项 的 和 是 
On 二 此 访 十 2 十 "十 多 tn 二 此 5 
所 以 lim Gn =lim ksn= klim Snr 二 ES, 


1 区 人 才 3 
又 著 sn 没有 极限 ; cs 也 不 可 能 有 胡 限 ， 所 以 级 数 的 各 项 厄 一 不 为 
零 的 常数 后 它 的 敛 散 性 总 是 不 变 的 . ~ 
2” 收敛 级 数 可 以 逐 项 相 加 或 逐 项 相 减 , 就 是 说 , 若 有 两 收 仑 级 数 
Wi 二 2 二 十 En 十 "二 55， 
十 Wz 十 十 gn 十 二 
”到 级 数 {1 土 如 十 (C262 土 加 2) 十 十 (wn 土 Vn) 十 
必 收 仑 于 和 s 土 上 o, | 
这 是 因为 最 后 一 个 级 数 的 前 项 的 和 
(tt w+ (tst wa) 二 二 (nt vn) 
= (8+ ust Wn) +t (vit wat vn) 
一 Sn 士 gr 一 5 士 下。 
3” 在 级 数 前 面 加 上 有 限 项 或 去 掉 有 限 项 , 不 会 影响 级 数 的 合 散 性 ， 
不 过 在 收敛 情形 时 , 一 般 说 来 级 数 的 和 要 改变 的 . 
为 确定 起 网 ,我 们 考虑 下 面 两 个 级 数 
Wi Wz Ws Ha Mat tat Ws Hs, 


第 二 个 是 由 第 一 个 去 掉 前 西 项 所 得 到 的 . 仍 用 s。 表示 第 一 个 级 数 的 前 4 
项 的 和 , 用 on 表示 第 一 个 级 数 的 前 项 的 和 , 显然 有 
On-2= Sn—(Mt ua), Sn 一 On-z 十 (2 十 30， 
让 此 可 见 , 当 # 一 co 时 , gn_s、 sn 或 同时 具有 极限 gs 或 同时 没有 极限 ; 
在 有 极限 时 , 其 间 关 系 为 f= s 一 (wi 十 wz)，, 
4 收 合 级 数 加 括 弧 辣 所 成 的 级 数 仍然 收 伍 于 原来 的 和 3. 
设 级 数 
Wi Wat Wa tt st = ss, 
按照 某 一 规律 加 括 弧 后 所 成 的 级 数 为 
{201 42) + (Wa 二 4 二 5) 十 …, 
用 cm 表示 第 二 个 级 数 的 前 糊 项 的 和 , 用 8 表示 相当 于 gn 的 第 一 个 级 数 
的 前 # 项 的 和 , 这 就 是 说 
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TS Cea- ss Om Sn """, 
由 此 可 见 , 当 区 一 00 时 , 一 00, 了 于 是 


Limis = 1im ss = §. 
Wr 了 “十 


于 是 区 得 到 , 若 加 括 缴 后 所 成 的 级 数 发 散 , 风 原来 级 数 也 必 发 散 , 因 
若 收 伊 . 那 末 棋 据 刚才 及 证 ,加 括 强 后 的 波 数 就 应 收 仑 了 . 
此 外 , 收复 级 数 去 插 统 后 所 成 的 级 数 不 一 定 仍 是 收 和 化 的 ， 例 如 级 数 
一 让 十 位 一直 十 … 
三 然 收 化 于 零 .得 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 十 一 …， 
却 是 发 散 的 . 若 所 论 级 数 是 正 项 级 数 ( 即 各 硕 zs 人 的 ， 则 无 论 加 括 弧 或 
去 括 引 都 不 会 影响 它 的 侣 散 性 民 
5 上 收 敏 性 的 必要 条 件 . 若 级 数 () 政 全 则 当 xx 元 限 增 大 时 , 它 的 
一 般 项 x。 必 趋 近 于 每 
lm 2 


因为 Hi Si Sy 1 


lim ws =lim (sy,— sn.1) 


=lim sa™ lim so 1 8 $0. 


出 此 可 知 。 若 级 数 的 一 般 项 不 趋 近 于 零 , 则 级 数 发 艇 ， 但 -- 般 项 
旧 近 于 堆 基 不 是 收敛 的 充分 条 件 ， 有 些 缴 数 纵然- - 般 项 趋 近 于 零 , 仍然 
是 发 散 的 ， 例 如 调和 级 数 


lt+313t4t Hn (2) 


它 的 一 般 项 下 一 0, 我 们 不 契 让 明 它 是 发 散 的 ， 虎 序 把 级 数 (2) 的 


二 ”这 是 网 为 二 生计 惠 丰 本 贡 村 二 国生 瞻 涪 全 阿 节 这 站 二 本 原 二 数列 同时 赵 近 于 无 村 
大 下 


[第 十 这 级 数 . 5 
一 项 .两 项 ,四 项 , 八 项 .… 括 在 一 起 :: 


il lL ($+ 点 ) .i 
1 


3 4 8)t\s 16 
这 个 加 括 弧 的 级 数 的 备 项 显然 天干 级 数 
1 7 TY 1 1V fl IN 
诗 + 计 + (于 + 计 )+( 言 +…+ 襄 )+( 坟 + 让 
= 二 十 寺 十 二 十 到 十 村 十 … 


对 应 的 各 项 , 而 后 一 级 数 前 ?项 的 和 等 于 zz, 广 , 故 发 散 于 十 co, 于 是 加 括 
弧 后 的 级 数 岂 发 散 于 十 co, 央 而 调和 级 数 (2) 也 必 发 散 于 十 co， 


8 10.3 ” 正 项 级 数 ” 收 敏 性 的 充分 判定 法 


在 前 两 节 中 所 讲 的 都 是 任意 项 级 数 , 即 级 数 中 各 项 可 以 是 正 数 . 负 
数 .或 者 零 . 现在 我 们 只 讨论 正 项 级 数 ( 务 项 zt, 关中. 这 他 情形 特别 重要 ， 
以 后 可 以 春 到 许多 任意 项 级 数 收 伍 性 的 问题 会 归结 为 正 项 级 数 收 全 性 
的 问题 ， 在 下 面 我 们 先 讲 基本 的 比较 判定 法 , 然后 再 由 此 推出 在 实用 上 
很 方便 的 比值 法 、 根 值 法 和 积分 法 ， 
设 级 数 
Wt Ha Wt £1) 
是 一 个 正 项 级 数 , 最 然 它 的 前 “项 的 和 sn* 是 一 个 单调 增加 数列 ，si< ss 
系 … 和 Sn 和 …。 如 代数 列 5s 为 有 界 , 姥 ss 恒 小 于 某 一 定数 导出 级 数 收 煞 
于 和 s< 好 (2.7 极限 存在 准则 开 )， 反 之 , 著 正 项 级 数 (1) 收 襄 于 和 5， 
于 jms>= s, 则 数列 为 有 界 ($ 2.2). 所 以 , 正 项 级 数 (1) 为 收 敏 的 必 林 用 
充分 条 件 是 , 它 的 前 ?2 项 的 和 所 构成 的 数列 s, 为 有 界 ， 
根据 这 个 原理 ,我们 取 另 一 正 项 级 数 
| 十 2 二 十 十 司 '， (2) 
把 它 与 级 数 ( 山 作 比较 . | 
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车 级 数 (2) 收 襄 于 和 o, 并 且 nv (2 二 1,2,…》, 则 


Sn 外 1 十 可 2 十 二 全 R 和 入 十 十 十 rr 之 5， 


即 s。 恒 小 于 这 个 定数 o, 艾 可 肯定 级 数 :1) 收敛 ， 
车 级 数 (2} 发 散 于 十 cc, 并且 wn 宕 vn 二 1,2,…) ,出 


Sn 二 2 十 2z 十 下 十 5s 全 可 十 妈 十 十 rn 二 On 十 09， 

即 级 数 (1) 也 发 散 ， 

因此 ,我 们 证 得 。 

比较 判定 法 ”车 级 数 (27 收 敏 , 并且? 所 pt2 三 12 0 则 级 数 {1) 
也 收 伊 ， 若 级 数 (2) 发 散 , 并且 zr 宇 wa (= 二 1,2,…), 则 级 数 (1) 也 发 散 ， 

注意 到 级 数 各 项 刁 以 不 为 零 的 常数 万 ,以 及 去 掉 级 数 前 面 的 有 限 项 
不 会 改变 级 数 的 敛 获 性 , 我 们 立刻 得 到 

推论 ” 若 级 数 (2) 收 化, 并 且 从 某 项 起 (例如 第 六 项 起 )， wy 所 vn 则 
级 数 (1) 也 收 兽 ， 落 级 数 C2) 发 向, 并 且 从 革 项 起 ws > ion(t>0), 则 级 
数 () 也 发 散 . 

例 ”作为 比较 判定 法 的 一 个 例子 , 我 们 来 讨论 办 级 数 


1 十 二 访 十 训 + 不 十 - -十 高二， 常数 p>0. (3) 
现在 要 分 别 证 明 当 力 <1 时 级 数 发 散 ， >1 时 级 数 收敛 . 
设 p<1， 这 时 级 数 的 每 一 项 不 小 于 调和 级 数 的 对 应 项 ，- 瞩 > 二， 
但 调 积 级 数 发 散 , 故 当 p<<1 时 级 数 (3) 发 散 . 
例如 级 数 1+- 广 十 -三 十 … 发 散 ， 
设 p>1， 顺 序 把 级 数 (3) 的 一 项 ,两 项 .四 项 、 八 项 … 括 在 一 起 


lL+l 1 二 1 lo 
I+{( 击 + 击 )+{ 击 1 中 ?8 7)+ (再 1 t L je)+ 时 (4) 


它 的 各 项 显然 小 于 级 数 


[第 十 章 ] 级 .者 
人 
rt 
对 应 的 各 项 ， 而 后 一 级 数 是 几何 级 数 ,其 公 比 ?= 5 二 -<1 故 收 化 ， 


是 , 当 户 >1 有 时, 级 数 \ 收 化 , 又 因为 收 语 的 正 项 级 数 去 插 弧 后 仍 收 敦 ， 
所 以 级 数 (3) 收 全 ， 


例如 级 数 1 十 训 十 训 十 … 收 化 


取 一 几何 级 数 作 为 级 数 (2) 来 与 已 给 级 数 比 较 , 我 们 能 得 到 在 实 型 
上 级 方便 的 两 个 充分 判定 法 ， 比 值 法 与 根 值 法 . 
比值 判定 法 ” 设 正 项 级 数 (1) 之 后 项 与 前 项 的 比值 的 极限 等 于 


: fn + 
lim — + = p, 


则 当 p< 1 时 级 数 收 化，2 >1( 或 lim- 和 s+ 一 cc ) 时 级 数 发 散 ，o 一 1 时 
级 数 可 能 收 伊 或 可 能 发 散 . 

我 们 分 别 证 明和 如下， 

*D 设 PP 二 1， 选 定 一 个 适当 小 的 正 数 e 使 得 es=*<ti， 根 据 裤 
限定 义 , 当 % 兰 io 时 ,我 们 有 不 等 式 


ee. <pPp+té=—r 
内 此 
Hm+tl< Fm, ma Hm Mn mt 
而 级 数 m+ Wm m+3t 


的 各 项 就 小 于 公 比 为 + 之 1 的 收 帝 几何 级 数 
rum ron mt 


的 对 应 项 , 所 以 它 是 收 敏 的 ， 由 于 已 给 级 数 ( 攻 比 它 只 多 了 前 面 欧 项 ， 


Em 
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习 此 也 是 收 敏 的 了 (前 节 基本 性 质 3 


(i 设 >1， 造 定 一 个 适当 小 的 正 数 e 使 得 6 一 £1。 根据 极限 


学 ,当天 关于 时 ,就 有 


nt _ 
En >p te>l, 


一 镀 是 Wntri> Un. 


下 之 , 当 之 加 时 ,级 数 的 一 般 项 wn 是 增 大 着 的 , 当 无限 增 大 时 它 不 可 
二 条 近 于 等 , 研 以 级 数 发 散 (前 节 基本 性 质 5)，( lim -zs = oo 时 ,证 
让 同 )。 


ii) 设 一 1 我 们 注意 到 当 #* 无 展 增 大 时 , 若 比 人 +t 是 由 人 开 


竺 于 1 而 趋 近 于 极限 p= 1 时 , 显然 一 般 项 wn 不 能 趋 近 于 零 , 故 级 数 


小 . 一 般 而 论 ,在 p= 二 1 的 情形 下 , 比值 判定 法 不 能 解决 级 数 的 元 节 扯 


一 避 题 ， 例 如 困 - 级 数 (3) 当 % -co 时 均 有 


Hn 再 pp 
Wn -=(=47) -1, 


汪 我 们 知道 所 1 时 组 数 发 散 ， 耐 p>1 和 时 级 数 收 敏 ， 因 此 只 根据 p 二 1 不 
主 断 定 缓 数 是 收 敏 或 是 发 散 . 


在 二 面 兰 定 法 的 证 明 中 , 我 们 厦 到 如 果 级 教 自 某 项 起 , 适合 不 等 式 : 


cr<l, 


沦 -2 是否 趋向 极限 ， 级 数 总 是 收敛 竟 ， 因为 级 数 从 某 项 起 各 项 均 


… 于 收藏 正 何 级 数 的 对 应 项 . 


如 果 上 面 的 不 等 式 自 某 xz 项 起 成 立 ， 别 我 们 取 纹 数 前 x 项 的 和 3w 作 
213 的 近似 值 , 这 时 所 产生 的 误差 rn 可 估计 如 下 ; 


rn= tnt1 in :rn 古 yan 十 一 二 ee 


.清二 章 ] 组 数 _ 
例 1， 研 究 下 面 级 数 的 收 笋 性 并 估计 误差 ; 
1 1 1 .全 vv 
1 十 二 十 开本 十 本 六 本 本 二 To 1 
解 第 关 项 为 

1 
Wn Tn 1 

nil ] , _ 1 - lL 

Hn lm 2 ol) 


而 
这 时 p=0< 1 故 级 数 收 你， 
误差 ;为 


ta + 7 二 2 


-1 l i 
"0 nl} + (nilmt2) ) 


1 工 .il 
< nl! lt mt )= [| 
例 2， 研究 级 数 
1 22 
0 1 1 1 
2 
解 nn 二 10” 
it — 12H) 2 
tn 10m7 0 0 
这 时 jim -各 二 =00, 故 级 数 发 散 . 
例 3. 研究 级 数 
了 + 1 
L121t3.4 5 tr 
解 = 
nt _ {27— D): 2 、] 
《2 十 1(28 十 全 ~ 
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这 时 p= 二 1, 比值 判定 活 和 失效， OT 


二 了 工 十 


的 对 应 项 , 报 据 比 较 法 它 是 收 敏 和 
报 书 判 定 法 。 设 正 项 级 数 (1) 的 一 般 项 wn 的 # 次 根 的 极限 等 于 p， 


lim Yua =p 
则 当 p<1 时 级 数 收 葡 ，p > 1 或 lim 区 dir 二 00) 时 级 数 败 散 ，p 二 1 时 级 数 可 能 收 
效 或 可 能 发 散 。 
这 个 判定 法 的 证 法 车 本 上 与 比值 判定 法 的 相同 . 
QD 设 p<1， 当 #2pm 时 ,我 们 有 
Wa SA+e=r<l. 
因此 mn r™, mri rm 和 m2 rt ey 
而 级 数 : Hm 十 ti mt 十 
的 各 项 就 小 于 公 比 y< 革 的 收 笋 几何 级 数 
六 二 
的 对 应 项 .于 是 , 级 数 阅 ) 收 伍 . 
(ii》 设 pl 这 时 tn 六 1,8nrzi (DD) 的 一 般 项 不 能 趋 近 于 零 ， 故 必 发 散 , 


Gii 设 p=1, 仍 可 取 考级 数 为 便 ，Yim = 太太 = 人 (六 1( 西 为 当 z-~ 
十 co 时 来 定式 rz 1 故 中 ,这 就 说 明了 p 二 1 时 级 数 可 能 收 狐 也 可 能 发 散 . 
在 上 面 根 值 判定 法 的 证 明 中 , 我 们 也 在 到 如 果 级 数 自 某 项 起 , 适合 不 等 式 。 
7 


则 不 论 str 是 否 趋向 极 很 , 级 数 总 是 站 化 的 ,因为 级 数 从 某 项 起 各 项 均 小 于 收 伍 几 
体 级 数 的 对 应 项 ， 并 且 以 和 3。 作为 和 3 的 近似 值 时 扩 产 生 的 误差 rn 本 估计 为 


+4 


ra 二 Wt ta 二 一 到 了 
鲍 4， 研究 瓜 数 的 收 各 性 并 估计 误差 ， 
1+ 训 + 吝 +… 


#1 二 贞 = ，, 
解 Y Hn Y¥ 去 ” 0, 


放 级 数 收 敏 ， 误 着 rn 为 
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1 1 1 re 
(n+ 1)"*! 十 {十 2) + (nt) + 十 
1 


1 1 一 1 
ti tt 
积分 判定 法 “” 设 级 数 
Hi Hi (1 


的 备 项 可 以 看 作 录 区 间 [+，co) 上 正 的 减 务 煞 F 六 xz) (连续 的 ) 对 应 于 荆 王 12 
的 各 个 值 ， 


w= Ha= (0, an 一 Jp 


则 广义 积分 =f ra 
收 敏 或 改 散 时 ,级 数 也 随 之 收 兽 或 发 散 ， 。 
考察 曲线 y = A(x) 与 纵 线 = Jr = # 及 z 辖 所 围 成 的 面积 ， 
m= fn dz. 


由 图 210.1 可 见 这 个 面积 小 于 
(一 也 个 高 出 于 胆 线 上 而 的 短 形 
之 种 经 十 Wz 十 一 十 本 #1 二 $9 一 
tns 而 大 于 低 入 于 曲线 下 面 的 
{一 1) 个 矩形 之 和 wz 十 Wa 十 *…* 
十 en 三 $4 一 ys 故 有 
SH— iT Sn Wn. 

由 此 , 即 得 币 等 式 

SrnantW 机 Sn> iin. 


先 设 了 二 lim 存在。 根据 前 一 不 等 式 , 则 单调 增色 数列 sn< 了 + tt 是 有 界 的 , 因 之 
它 必 具有 极限 而 级 数 (1) 收 伍 . 次 设 lim 二 吕 ， 根 据 后 一 不 等 式 , 则 有 lim sn=co， 
故 极 限 不 存在 而 级 数 (1) 发 表 。 证 明 完毕 . 


下 面 举 一 个 例子 说 明 有 时 用 比 俏 法 或 根 值 法 新 不 能 解决 的 问题 却 很 容易 用 积分 
法 来 解决 ， 


例 5. 用 积分 判定 法 研究 六 - 级 数 


1+ 高 + 高 t+ 声 +… (p>0) 


. 数学 分 析 ( 续 } [第 二 攀 ] 
Town 
的 化 散 性 . 


解 这 时 t 一 -5 可 取 f(z) =- 示 ， 报 疾 §8.8 例 2, 我 们 知道 广义 积分 
/es 
治 p<1 积 分 发 刺 , 当 轧 >1 积分 收 全 而 等 于 了 ， 于 是 根据 积分 判定 法 仍然 得 到 
我 们 在 前 面 用 比较 法 折 证 出 的 结果 ， 若 < 1 已 给 级 数 发 散 , 营 户 > 1 级 数 收 伍 . 
$10.4 任意 项 级 数 ”绝对 收敛 


现在 讲 任意 项 级 数 , 即 级 数 中 各 项 可 以 有 正 数 .负数 .或 者 替 ， 首 先 
讲 变 错 级 数 .所 调 交 铺 级 数 是 这 样 的 级 数 , 它 的 各 项 是 正 负 相间 的 , 从 而 
可 以 写成 下 面 的 形状 : 


一 :十 Ha— Het, (12 


其 中 xz, ttz,… 是 正 数 . 我 们 来 证 明 莱 布 尼 兹 美 于 交错 级 烙 收 敛 性 的 定理 ， 
定理 1、 若 交错 级 数 (1) 满 足 条 件 ， 


1 Wa unt 【8 二 1，2，3…) 
2 lm =0), 
则 级 数 收获, 其 和 s 专 ww1, 其 余 项 rn 的 绝对 值 | sl< win+41， 
证 ” 先 证 明 前 2x 项 的 各 的 模 限 lim sss 存 在， 
把 级 数 的 前 24 项 写成 两 种 形式 ， 
San =( 1— ts) + (ta td) 二 十 (gzn-1— ttzn) 
及 
Szn = Wi (Ha— Ua) — (4 Ws) — {Wan 2— ani) — tai 


由 条 件 工 知道 所 有 揪 弧 中 的 差 者 不 能 为 负 ， 首 先 由 第 一 行 可 见 s:, 随 
0 增 大 而 增 大 ， 由 第 二 行 可 见 5:, 恒 小 于 zl， 根据 极 限 存在 准则 开 
《82. 7 知道 ， 当 关 无 恨 增 大 时 ，s: ， 赵 近 于 一 个 极限 s ， 并 且 s 不 大 于 
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lim s»=$ EW 
得 外 , 加 wanr 一 和 我 们 又 有 
Szn+1 一 Sn 十 了 za+il 一 8。 
于 十 , 已 给 级 数 的 前 偶数 项 的 和 与 奇数 项 的 和 趋 近 于 同一 极限 s, 即 级 数 
(了 的 前 关 项 和 3 有 极 轨 s， 这 就 证 明了 级 数 (1 星 襄 于 和 3s, 且 8 所 和 . 
最 后 ,不 难看 出 余 项 rn 可 以 写成 
ra= 圭 (tnt1— nts *"), 
趟 绝对 仁 人 村 三 2 一 路 十 
也 芷 个 灾 错 绥 数 , 也 满 是 收 襄 的 两 个 条 性 , 故 其 和 不 大 于 这 级 数 的 第 -~ 
项 , 出 就 是 说 | 


1 所 ntl, 
定理 证 毕 , 
例 交错 级 数 
1 一半 + 村 一 全 十 
满足 条 件 
下 wn= > (nl 2 及 2 limtn=lim 寺 = 
兽 ” 因 十] 由 如 


0D), 所 雇 它 是 收 证 的 .在 10.12 将 会 看 到 它 的 和 是 
” s=ln2<1(= 0). 
车 取 前 上 :项 的 和 


ll a sol 
Sn 二 上 六 二 本 f+ 十 《一 二 元 


作为 s 的 近似 值 , 所 生 误 差 是 [ra|< 一 二 了 (二 t+3). 
设 任意 项 级 数 为 


[3 (3) 
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其 中 各 项 为 任意 正 数 . 负数 或 零 , 并 设 各 项 的 绝对 值 所 成 的 正 项 级 数 为 

lzel+ laslt et lnl+ (8) 
为 了 判定 级 获 (2) 的 收 全 性, 我们 要 利 有 下面 一 般 适 用 的 定理 ， 

定理 2. 若 级 数 (2) 的 各 项 的 绝对 值 所 成 的 级 数 (3) 收 分 , 则 级 数 (2) 
收效 . 这 样 的 级 数 就 叫做 绝对 收 语 级 数 . 

证 设 级 数 (3) 收 鳅 , 命 


wn = 让 ( tin 十 | zs] ) 《32 一 】， 2, 由 
可 见 pa 关 0, 并 且 o <|al, 就 是 0 都 不 大 于 级 数 (3) 的 对 应 项 ， 于 是 根 
据 前 节 的 比较 判定 法 , 正 项 级 数 六 we 收 敏 , 从 而 如 25 也 收敛 ， 但 


zz 一 22m 一 | 妈 放 | 


于 以 级 数 (2) 是 两 个 收敛 级 数 逐 项 相 减 而 成 的 ; 
六 tn= BD (20n—|us| )， 


因此 级 数 (2) 收 敛 上 8 10.2 基本 性 质 2)， 证 毕 . 

这 个 定理 使 得 很 大 一 类 级 数 收 化 性 的 问题 变 到 正 项 奴 数 收 误 性 的 
问题 .实际 上 , 将 任意 项 级 数 的 各 项 取 绝对 值 就 得 到 一 个 正 项 级 数 , 假若 
对 于 这 全 正 项 级 数 应 用 前 节 中 某 一 判定 法 能 延明 它 是 收 敏 的 , 出 所 狂 酝 
意 项 级 数 也 是 收效 的 ， 

虽然 每 个 绝对 收 敏 级 数 都 是 收 证 的 , 但 并 不 是 每 个 收 敏 级 数 都 是 绝 
“对 收 化 的 ， 倒 站 , 级 数 


-1l. 1.... 
1 D+ 十 十 


监 敏 , 但 各 项 荫 绝 对 值 所 成 的 级 数 


1 .il,... 
1+ 要 十 宙 十 寺 十 


却 是 发 散 的 , 这 是 一 个 条 件 收 伍 级 数 ， 一 般 地 , 如 果 任意 项 级 数 (2) 收 
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化 而 它 的 各 项 绝对 值 所 成 的 级 数 (3) 发散, 我 们 就 称 这 样 的 级 数 人 2) 为 条 
件 收 敏 级 数 以 区 别 于 绝对 收 敏 级 数 . 这 种 区 别 很 重要 , 因为 御 对 收敛 级 
数 有 很 多 性 质 是 条 件 收 伍 级 数 所 没有 的 . 
以 下 就 来 进贡 于 绝对 收 令 级 数 的 黄 个 性 质 ， 
定理 3， .绝对 收 若 级 数 不 因 改 变 项 的 位 置 而 改变 它 航 和 (网 对 收 侣 级 数 具 有 可 
变换 性 ). 
证 党 让 这 个 定理 对 于 正 项 收敛 级 数 是 正信 的 ， 设 级 数 
十 吉 z 十 十 24 十 ** 
为 一 收 剖 于 和 s 的 正 项 级 数 , 并 设 
| 2 二 
为 改 亚 项 的 位 置 后 所 成 的 新 级 数 . 这 个 蒜 然 数 是 收 就 的 并 且 其 和 不 能 天 十 $s ,因为 我 
们 易于 证 明 它 的 前 项 的 入 二 十 把 十 … 十 址 恒 小 于 5， 实 际 上 , 当 严 因 定 后 ， 
取 坟 足够 大 , 使 得 徊 项 二 焉 都 出 现在 和 sm 二 zi 十 Wz 十 十 Wm 之 中 ， 这 就 
标志 着 s% << 8m<5， 于 是 , 数列 束 随 nn 增 大 而 增 大 但 得 小 于 定数 5， 根据 极限 存在 准 
则 II 2.7;, 我们 有 - 
lim s%=s*Ss. 
另 一 方面 , 如 果 把 原来 级 数 看 作 是 由 其 有 时 号 的 级 数 改 变 项 的 位 置 折 成 的 线 数 , 出 应 
几 刚 才 所 证 ,我 们 又 有 


SSS, 
要 使 得 鞋 面 疯 个 不 等 式 同时 成 立 , 必然 有 
3 = $. 
现在 可 以 推 证 这 个 定理 对 于 一 般 的 绝对 收 伍 级 数 是 正确 的 。 设 级 数 
十 2 十 -十 于 十 和 《2 
”为 其 有 正 负 项 的 绝对 收敛 级 数 , 在 定理 2 的 证 明 中 已 知 该 饥 数 是 两 个 正 项 收效 级 数 
的 差 ， 


om 
D7 n= 2pa— zsl. 
el n=1 m= 


如 内 级 数 ( 名 的 项 改变 位 置 ,和 号 204 一 总 [el 的 项 ,从 而 如 25n 及 总 leo 的 项 也 相 


应 的 改变 位 置 , 但 刚才 证 过 这 并 不 改变 它们 的 和 ,所 以 级 数 (2 也 不 因 项 的 位 畦 下 变 


而 改变 它 的 和 ， 这 就 证 明了 定理 . 


I 数学 分 析 ' 续 ; 帮 一 答 
定理 4，{ 绚 对 收 化 级 数 的 总 法) 设 级 数 
Ht 扩 十 o 十 2 十 * 一 3 
D+ po 
为 两 个 绝对 收 化 级 数 ， 它 们 人 必 逐 项 相对 所 按 下 列 顺 序 排 淹 的 级 数 
Hit Het 2) 十 se 
Ft dn i te ng) 二 (4) 
也 是 绝对 收 笋 而 有 各 靠 于 so 
证 ”考虑 把 级 数 (4) 的 括 狐 去掉 后 所 成 的 级 坷 | 
Wi tits te et Va 13) 
车 级 数 ( 引 绝对 收 合 而 有 和 和 忆 , 出 不 难看 出 级 数 (4) 也 收 伍 于 和 zz08 10.2 革 本 性 质 
4), 并 且 它 是 绝对 收 侣 的 C§ 10.3 比较 判定 法 ) 。 因 此, 我 们 只 要 证 明 绷 数 (5 绝对 收 
效 并 县 它 的 和 加 = 可 就行 了 . 
(iD 证 明 级 数 ( 可 绝对 收 租 , 用 WW 表示 把 纹 数 (5) 的 前 吉 项 分 别 取 绝对 值 后 作 域 
的 和 ,用 A, 忆 表示 收 售 级 黎 守 1xw|、 吕 lenl 的 和 , 显然 有 


Wa | zt 小 加 lanls A:'B. 
让 此 可 见 单 调 增加 数列 全 kw 征 小 于 定数 年 .号 , 故 级 数 (号 绝对 收 笋 . 我 们 把 它 的 和 记 
作 w. 
《ii 证 明 z= 9。 把 级 数 (5) 的 各 项 位 置 从 新 排列 并 加 上 托 弧 合成 形状 如 下 
2 tt ete 十 wp) 十 … : 
+ (tnt Hayne 二 nd 十 二 pn 1 十 -十 dnb) + (f) 
根据 定理 3 及 5 10.2 莱 本 性 质 4, 我 们 对 于 绝对 收复 级 数 ‘5) 这 样 做 法 是 不 会 改变 它 
的 和 的 易于 看 出 , 级 数 (6) 前 关 项 的 程 殿 好 等 于 素 积 
(Ht a tt en 
上 王 , 当 丸 光 限 增 太 时 , 就 有 


w=limt a Ga) = so 
$10.5 广义 积分 的 站 北 性 
在 第 八 章 中 我 们 忆 经 引进 了 两 种 类 型 的 广义 积分 的 概念 积分 区 
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曾 为 无 限 或 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 有 具 有 无 穷 不 连续 点 .在 那里 , 先 求 出 
被 积 范 数 的 原 函数 , 然后 再 按照 定义 取 极 限 , 看 看 极限 是 存在 或 是 不 存 
在 以 决定 积分 是 收 化 或 是 发 散 ， 不 过 在 不 求 出 原 函 元 的 情形 下 (例如 原 
疯 数 术 易 求 出 , 或 不 能 用 初等 函数 表示 时 ), 怎样 判定 广义 积分 的 化 散 性 
呢 ? 现在 我 们 想 把 研究 组 数 所 采用 的 比较 原理 (10.3) 以 及 绝对 收敛 性 
5 10- 生 类似 地 诬 用 到 广 兴 积分 上 去 ,进一步 来 对 它 人 加 以 讨论， 
假设 函数 f(r)j.g(x) 在 区 间 [e,+co) 内 连续 .如 果 0 < F(x) 


g(z)， 并 且 gtr)ei 收 合 , 则 了 f(r)dr 也 收 熏 .如果 0< g(x) < 


/47). 并 已 gr dr 发 散 ， 则 了 f(r)dx 也 发 散 . 


事实 上 , 设 a<5<+oc, 则 由 0 所 A(rT) 拟 gtr) 得 


frenar < farar< 六 oa 
设 / g(x)de 收 全 从 而 上 式 右边 是 个 定数 , 而 左边 随 5 增 大 而 增 大 ， 
玫 当 5 十 oo 时 ,极限 im 万 加 本 = Az) dr 订 丰 在 也 就 是 广义 
积分 (riar 收 全 此 外 ,如 果 0< g(x) 所/(z), 则 


f fr)ar > {g(r}dr. 
:办 为 g(x) >0, 据 假 设 右 边 的 积分 必 随 5 增 大 而 趋 于 无 穷 , 故 左 边 积 涩 
的 极限 亦 不 存在 , 也 就 是 广义 积分 f(x) dr 发散 ， 特别 是 , 取 g(x) = 


CO . 
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- 千 , 其 中 常数 4 > 0， 我们 知道 积分 


十 上 
far (a> 


当 坊 > 工 时 收 化， 当 户 = 工时 发 散人 8.8 例 2， 从 而 得 到 下 列 广义 积分 
伍 散 性 的 比较 判定 法 ， 
比较 判定 法 1， 设 在 区 间 4< x< +cote> 中 内 连续 荔 数 


f(x) >0， 如 果 存在 常数 M >0 及 p>1, 使 得 /(x)< 蔡 (4<x<+c%), 
则 积分 f(x)dx 收 伊 ， 如 果 存 在 常数 N >0, 使 得/(r) > 人 (as 


工 < 十 00), 则 积分 /f(x) qx 发 散 . 


对 于 具有 无 穷 不 连续 点 的 广义 积分 也 有 类 似 的 结论 . 与 $98.8 例 5 
相仿, 我 们 可 以 知道 积分 
f dv 
A (全 一 的 


当 gg 之 1 时 收 伍 , 当 《 了 >21 时 发 散 ， 于 是 我 们 有 
比较 判定 法 2， 设 在 区 间 a<r 5 内 连续 函数 f(x) >0， 但 


由 加 f(z) 一 + 车 存在 常数 M >0 及 0<1， 合 得 /(z)< 对 


(e<z 和 助 ， 则 积分 /7(z) 民 收 艇 ， 若 存在 常数 N >0 及 gq >1, 使 得 


局 
f(z)>Tyr(a<x < 本 则 积分 f(x)ar 发 艇 . 


以 这 两 个 判定 法 为 基础 ,我 们 可 以 得 到 在 应 用 上 较为 方便 的 极限 判 
定 法 ， . 
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极限 判定 法 1, 设 在 区 间 wx 按 x< 二 oofe> 自 内 连续 函数 jz) 袜 - 


0， 假 如 存在 常数 p>1, 使 得 jim x?f(x) 存 在 , 则 积分 三 Fr(z)dz 收 敛 ， 


“如果 Jim zf(x) 二 4d>0( 或 lim xz)= +eo), 则 积分 三 PCz)dzr 发 散 . 


极限 判定 法 2. 设 在 区 间 4<x < 6 内 连续 函数 f(x) > 0, 但 
Jim。A(z)= +co， 如 果 存 在 常数 0<g<1 使 得 jim,(x 一 4) "f(z) 存 


在 , 则 积分 太 7(z)dz 收 全 ， 如 果 存在 常数 4 >] 使 得 lim (r 一 Ooj(z)= 


4>0 或 jim (x 一 2)"f(x)= 十 co, 则 积分 (x)dr 发 数 . 


这 两 个 极限 判定 法 的 证 明 基 一 样 的 , 我 们 怜 证 明 判 定 法 1. 
证 设 lim xF(z) 三 人 (大 > 当 之 充 分 大 时 :， 工 >Tizz2 必 有 


| [ref(x)— Cl<1. 
由 此 得 0 rx?A(Y)<1 二 C， 令 1 二 己 二 >0, 于 是 在 区 间 x1<Y<< 二 05 


”内 不 等 式 0< Fr)<-2 能 成立， 另 -- 方面 因为 f(z) 如 可 以 雪 为 一 
个 常 义 积分 与 一 全 广义 积分 的 和 | 
fwar= | flr) art {flx)ar. 


据 比较 判定 法 1, 上 式 右边 的 广义 积分 收敛, 从 而 三 r(z) dz 也 收 敏 . 


其 六 -， 恕 果 lim rA(x)=4d>0( 或 二 90); 则 当 工 充分 大 时 ; > 


IC 由 府 
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od 


Xf(r)>-. 2 


( 当 jim x/(x) = 十 oo 时 , 可 取 任意 正 数 作 为 4)、 令 妾 二 NN >0, 则 在 区 


闻 x1<+ < 二 co 内 不 等 式 A(z) > 作 能 成 立 . 由 
fr war= fn adrt f(x ar 
及 比较 判定 法 1, 知 积分 (x) dz 发 敢 ， 征 毕 . 


. ,os 
例 1。 判定 积分 过 ,dz 的 敏 散人 性 ， 


二 
= im 生生 = 十 co 根据 极限 判定 法 】， 


开 一 十 加 11 


解 因为 lim 入 
积分 发 而 


网 2 判定 积分 [一手 y 的 旬 上 性 . 


- 1 1 | 
和 
L 积分 收 敏 ， 


例 3 判定 积分 丰 ae 经 工 的 笋 艇 性 ， 


a arc tg ， ，， 页 、 
解 因为 lim z 7 = lmarctgz= 人 ;所 以 积 分 发 散 . 


例 4， 判定 积分 方 空 _ 的 伊 散 性 . 


I ee wei 过 
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解 因为 由 罗 必 墙 法 则 知 ,lim(z 一 DT =jim 二 =L>0. 根据 极 


人 

限 判 定 法 2{q =1), 积 分 发 散 . 

例 5， 考 察 糖 加 积分 

. i dz ， 
[ey < , 

(被 积 函 数 若 含有 无 重 根 的 三 次 或 四 次 多 项 式 的 平方 根 , 它 的 积分 就 是 
一 各 所谓 权 切 积分 .这 个 名 称 是 由 于 求 粒 圆 弧 长 而 引起 像 这 样 的 积分 的 
缘故 ). 

解 紧 理 斌 积 函 数 在 积分 上 限 一 1 为 无 穷 型 不 连续 . 但 根据 极限 
判定 法 20<g<1) 


im,tl x)? (1—r (Ak) 二 和 (1+r)(1— Rr") 
_ 1 
/2A 


所 以 三 圆 积分 收 敏 ,. 

假定 广义 积分 的 被 积 病 数 疙 z) 在 所 讨论 范围 内 可 取 正 值 也 可 取 负 
值 ， 我们 可 以 证 明 下 列 定理 ;如 果 广 义 积 分 ( 取 第 一 业 型 积分 为 例 , 第 二 
类 型 与 之 类 似 ) 


f pla 
收 伊 , 则 广义 积分 | 
f fina 
收 策 ， 这 时 我 们 叫 后 一 积分 为 绝对 收 委 
事实 上 , 令 p(Z)= 羡 [F(z)+IFCz)0 于 是 函数 go(z) > 0, 并 且 


2 数学 分 析 ( 镶 ) [第 二 篇 
二 全 十 吧 
p(x) <|/Cz)|， 据 假设 1(z)idz 收 化, 从 而 三 p(z) 性 亦 收 伍 但 


X=29(7)—|F(xr)), 
所 以 


f fr) dr =2 f ow)ar — f Flax. 
它 是 两 个 收敛 积分 的 差 , 故 是 收敛 的 ， 证 毕 , 
例 6 讨论 积分 厂 esin bx dr(g 和 5 部 是 常数 , 且 4>0) 的 敛 散 


性 , 
解 因为 le sinbx| < e-”* 又 因为 对 于 任意 的 p>1， 
p +m ， + 中 
Jim 襄 F =00§5.2 例 6), 所 以 e-“ar 收 争 ， 因 此 ,fe-“sin bx dx 
Lt 8 


绝对 收 伍 ， 根 据 上 面 的 定理 ， 厂 e “=sin bx cx 收敛 


§10.6 六 -西数 


现在 我 人 研究 在 分 析 上 和 应 用 上 有 重要 意义 的 厂 -~ 函数 ， 为 时 ,我们 
先 证 明 广 祥 积分 
ee 


0 


对 于 一 切 之 >0 收敛 ， 


当 + 之 1 时 积分 /2-417-1 下 是 常 义 的 ， 当 0<z<1 时 ,这 积分 是 广 


归 的 ， 在 后 一 情况 下 ， 职 y 二 1 一 x， 则 0<g<1， 且 lim f(e-tt™ 7 一 
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limt*(e ‘#7) 一 lime ‘= 1. 根据 极限 判定 法 2, 当 0<x<1 时 ,积分 


1 


ete-iat 收 人 


0 


又 广义 积分 et*-'dt 也 是 收敛 的 ， 事 实 上 , 对 干 任意 的 p>1, 区 


2 定 一 1 Ft 


如 了 服 办 =2 J (0 = Ji r= 0 5.2 例 6 


+ 


根据 极限 判定 法 1， e-'1*1dt 收 合 . 


1 


因为 由 0 到 1 的 、 与 由 1 到 十 co 的 两 全 广义 积分 都 收 敏 , 所 以 


二 中 


上 ee 对 于 一 切 了 >0 收 敏 ， 证 毕 . 


0 


我 们 定义 站 -函数 如 下 ; 


+ 


T(r)= f ete-at (r >0). CD 


0 


下 面 我 们 推出 厂 ~ 阔 数 的 几 个 重要 性 质 ， 设 x+ 二 1, 定义 (1) 立 即 给 出 


+ 


POD= /etat=1. (2) 


应 用 分 部 积分 法 , 有 
ed 一 ed 


在 这 等 式 中 , 取 积分 下 限 为 0, 上 限 为 再 令 5 一 十 oo, 由 于 当 5 十 co 时 
[e- 红 z]8->0, 就 得 到 


TtD)=zxT(r) (x>0). (3) 
再 取 对 数 , 可 见 书 (2 的 对 数 满足 下 列 关系 : 


icz+D-ImPo=inzr (z>0. (37) 


半生 
关系 式 (3) 是 计算 厂 - 汗 数 的 基本 公式 ， 如 果 已 知 站 (x) 在 区 人 间 1< 
了 所 2 内 的 值 ， 频 用 3) 就 得 它 在 区 间 人 0<x 所 1 内 的 值 以 及 在 区 间 2< 
+ 所 3 内 的 值 ， 由 它 在 区 间 2<x 专 3 内 的 值 , 再 应 用 (3) 又 得 它 在 区 间 
3<x 近 4 内 的 值 ， 如 是 继续 , 可 以 定 出 一 切 >>0 时 的 (x) 的 值 , 
当 “< 时 , 定义 (]) 失 去 意义 , 这 时 我 们 定义 


r= (4 
首先 ,在 区 间 一 1<x<f 内 可 以 定 出 (x)) 因 0<x 十 1<1 时 (4 的 右边 
是 有 意义 的 ; 由 此 ， 在 区 冯 一 2<x 妇 -1 内 ， 可 以 定 出 产 (z)， 因 
一 ] < 十 1<0 时 (4) 的 右边 又 是 有 意义 的 . 如 是 继续 , 可 以 逐步 定 出 一 切 
< 人 0 而 不 为 鳞 整 数 时 古 (x) 的 值 ， 于 是 三 - 函 匆 的 完全 定义 为 


十 加 
f ets"at, >0:; 
T(r)= 9 5) 


工作 十 无 世上 ， 工 主 一 1 一 2 


在 图 10.2 中 绘 出 它 的 无 夯 型 不 连续 点 为 
二 0, 一 1, 一 2, 一 3…，[ 由 C4), 当 >0， 
T(z) 一人 E+ oo， 如 此 继续 类 推 ， 
可 坊 当 x 二 一 1, 一 2, 一 3,… 时 夏 (x) co] 。 
| 特殊 地 , 如果 x = 为 正 整 数 , 皮 用 公 
式 (3 引 并 注意 厂 (1) 二 1, 就 得 到 
Tint+1)=nl 【> 
这 是 把 防 蒋 #1! 束 达 为 厂 - 函 数 ,在 这 样 的 
意义 下 ,我 们 说 三 -图 数 是 阶乘 的 推广 . 
却 梨 7 为 任意 数 但 不 等 于 0 一 1, 一 6, 而 天 为 正 整 数 , 上 应 用 (3) 或 
0d), 就 得 到 | 
T(r+n)=(r+n— (rtlr i (xr). ‘7) 


图 10.2 
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在 积分 (1 中 作 代 换 [= sw, 就 有 


[i 
EA 


有 (=2 eur du, 


再 令 2x 一 l= 或 + 二 对， 立即 看 出 


fe “uau=dr(1$e) (> —1). (8) 


自 


这 是 在 应 用 圭 常 各 见 的 积分 . 它 的 值 可 以 采 大 - 画 数 计算 出 来 . 


函数 项 级 数 
510.7 函数 项 级 数 的 一 般 概 念 


设 wn(X)(N 二 1，2,，…) 是 定 交 在 区 间 Ca，5) 上 的 函数 ,序列 
人 
称 为 贾 数 序列 .对 于 区 间 (Ca， 队 上 某 一 值 , 它 成 为 一 一 个 数列 ， 对 于 另 一 
值 , 它 成 为 另 一 教 列 ， 
式 子 
W(X) 十 Bat) 二 十 … (1) 


或 简写 为 2 wn(x) 


称 为 定义 在 区 间 (&, 中 上 的 西数 项 级 数 . 对 于 区 间 (4,8) 上 的 每 一 个 信 o， 
函数 项 级 数 已 ) 成 为 常数 项 级 数 

u(to) 十 wal Fo) tt n(xo) + (2) 
这 个 级 数 (2) 可 能 收 伍 或 发 散 . 部 果 (2) 收 敛 , 我 们 称 点 ze 是 函数 项 级 
数 (1) 的 收 谣 点. 如 果 (2) 发 散 , 我 们 称 点 ze 是 函数 项 级 数 (1) 的 发 散 
点 . 显然 , 区 癌 (2， 刀 上 的 每 一 个 点 对 函数 项 级 数 来 说 不 是 收 敏 点 就 是 发 
、 散 点 。 所 有 收 和 化 点 的 全 体 称 为 函数 项 级 数 的 收 竹 城 ， 所 有 发 散 点 的 


rr Lp 
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全 体 称 为 国教 项 级 数 的 发 散 域 . 一 般 说 来 , 收敛 域 及 发 获 域 的 结构 可 能 
是 很 复杂 的 , 但 对 于 以 后 我 们 要 必 为 重点 讨论 的 一 种 特殊 类 型 的 泛 数 项 
级 数 , 即 所 谓 笑 级 数 来 说 , 则 政 敏 域 的 结构 很 简单 , 它 是 一 个 区 间 . 

因为 对 于 在 区 间 (a， 让 上 有 定 类 的 函数 项 级 数 (]) 来 说 ,区间 (a,，5) 
“上 的 每 一 个 值 x+o 均 使 它 成 为 一 常数 项 级 数 , 因此 我 们 可 以 把 函数 项 级 数 
看 作 是 一 族 的 常数 项 级 数 ， 这 种 看 法 使 我 们 有 可 能 把 关于 常数 项 级 数 的 
知识 引用 来 研究 函数 项 级 数 . 

一 般 说 来 ,并 不 是 区 间 (a， 电 上 的 每 一 个 点 刚好 都 使 国 数 项 级 数 收 
侣 或 刚好 都 鸽 它 发 散 , 而 是 一 部 分 点 使 它 收 化 而 另 一 部 分 点 趣 使 它 发 
散 . 因此 , 敏 散 性 的 问题 对 国 数 项 级 数 的 正确 的 提 法 应 该 是 ， 区 间 (c， 及 
上 的 哪些 点 使 函数 项 级 数 收 黎 而 哪些 点 使 它 发 散 ? 下 面 来 看 一 个 简单 
的 例子 ， 

考虑 因数 项 级 孝 

工 十 天 十 半 ? 十 … 十 区 二 ev。 

这 有 级 数 在 区 间 ( 一 co, 十 co) 上 有 定义 , 当 |zl<1 时 ,这 级 数 收 敏 ， 当 
|zl 兰 1 时 , 它 发 散 . 因此 这 级 数 的 政和 侣 域 是 开 区 间 ( 一 1,3D， 发 散 域 是 
(一 oo 一 1] 及 [1, 十 00)， 加 果 点 z+ 在 收 仑 域内 ,出 
-1 
1—xX" 

对 应 于 收 人 敦 域内 的 任意 一 体 数 x ,函数 项 级 数 成 为 一 收 钱 的 常数 项 
级 数 , 因而 有 一 确定 的 和 s . 这 样 ,在 收获 域 上 , 函数 项 级 数 的 和 是 + 的 
画 数 s(z)， 这 函数 的 定义 域 就 是 级 数 的 收 人 误 域 。 我 们 写 为 

s{T)= wlr) + oat) t+ wntt) + 

把 曙 数 项 级 数 人 1) 的 前 关 项 的 和 记 作 Se(z)， 刚 在 收 伍 起 上 我 们 有 ， 

limsn(x)= stx). 


”我 们 仍旧 把 ratx) 一 sz 一 Snfz) 思 做 函数 项 级 数 的 余 项 [当然 ， 只 有 工 


工 十 放 十 下 2 十 … 十 全 语 十 … 
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在 眉 合 区 城 上 7n( 避 ) 才 有 意义 1， 于 是 有 


lim xz 人) 一 人 


§ 10.8 ”一 致 收 合 及 一 致 收 化 级 数 的 基本 牧 质 


设 滞 数 项 级 数 " 
(二 viafT) 二 十 an(7) 十 … 
在 区 间 (a， 间 土 收 襄 于 和 stx). 于 是 ,在 区 闻 (a, 加 上 ,有 
SE) = {r+ alr) t+ ntt) +, 人 > 
ji 一 全 一 3 一 (2) 
因为 级 数 避 路 人 钱 于 积 stx), 所 以 当 给 定 任 讲 一 全 正 数 s,) 对 下 (a, 了 上 
每 一 个 工 的 值 就 存在 着 一 个 更 整数 六 使 得 当 呈 > 时 有 林 等 式 |rafz 放 = 
1s 一 sn 过 es. 这 个 数 N 不 独 依 赖 于 ,一 般 地 , 它 还 依 束 十 xz, 就 是 说 , 对 于 不 同 的 ,可 
能 有 不 同 的 N， 如 果 对 入 某 一 个 级 数 我 们 能 能 找到 这 样 一 全数 mw， 包 得 它 只 依 末 于 上 
而 不 依赖 于 xr, 怕 这 样 的 级 数 ， 我 们 就 要 看 到 它 所 具有 一 些 重 琴 广 成 不 是 一 般 收 敏 级 
数 所 能 有 的 ， 因 此 , 给 这 样 的 级 数 一 个 特殊 的 名 称 如 下 ，; 
定 灾 ”车 给 定 尾 意 一 个 正 数 <， 能 够 我 到 一 个 不 依赖 于 工 的 正 束 数 闵 , 使 得当 
天 沁 计 时 ,在 区 间 (4a， 冰 上 的 一 - 切 x+ 都 适合 不 等 式 
lratx)|<s, 
就 叫 级 数 人 在 区 间 (z， 站 上 是 一 致 收敛 的 ， 
几何 和 意 改 ” 设 级 数 (1? 在 (za， 崩 土 一 致 收 部 于 和 sz)， 则 根据 定义 ， 当 产 访 
时 , 对 于 (Cg, 多 上 的 一 切 Y ,都 有 不 等 式 
[rntr}|=1s (x)— slr) lee, 


oie 


图 10.3 


一 一 一 -一 一 
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它 可 写 为 : St) — ET sat} < str) te, 
上 是 ,车 在 曲线 yy 二 str} 的 上 下 两 人 出 各 作 “ 平 行 " 曲 线 yy 二 str) +e, gy 二 stT) 一 &, 册 
所 有 了 曲 钱 3 二 sslxNm> 届 ) 者 应 包含 在 这 两 得 “平行 ” 直线 之 癌 (网 10， 31. 

例 1. 研究 级 歼 


1 1 .1 jd 1 1 ， 
td Pes (zs 也 4 
仙 本 间 0 过 < + 上 的 一 数 收 各 性 ， 
解 ”级 数 的 前 关 项 和 sn(z) 显 然 是 ss(z) = 一 < 所 以 级 数 的 和 是 


1 rT 
Sr) lm lim 区 十 给 =0, 


1 
Y= 3 = py 


于 是 , 余 项 的 绝对 值 


1rnfzJl= 人) 一 Soft 一 = 二 {DEIT+oo). 


对 干 任意 e>0, 取 正 整 数 N > -< 可 见 
| 人 (ti< < 

恨 据 定义 , 级 数 在 区 间 ” xz< 十 co 上 是 一 致 收 仇 的， 图 10.4 表示 当 w 增 大 时 , 曲线 
2=sutr) 远近 于 xz 一 轴 ， = 站 的 情况 . 

例 2、 讨论 级 数 

Fw 一 卫 ) 十 -十 {一 和 1 十 … 

在 区 各， 全 上 是 示 -- 三 伍 ， 

解 asias (DJ ac 当 立 三 1 时 , lim sn{x) 王 1。 所 以 级 


数 当 0< 了 所 1 时 是 收 得 的 ; 它 的 和 是 


t 
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0 (0<r<l), (1, 1 
5 一 由 {r=1). | 
现 证 在 区 间 0<xr<1I 上 级 数 不 是 一 
致 收 伍 的 如果 … 臻 收 仇 , 则 对 于 任 
意 上 >0, 必 可 找到 正 整 数 加 , 它 只 依 。 
赖 于 而 不 依赖 于 Xx, 使 得 当 #>>N 
时 , 有 
rn(x)|=|stxr)— snt r= * < e. 


由 不 等 式 x”" 世 el 没 E< 直 得 1Inx 志 


ln < 
In e， 除 以 负数 In z， 得 2 > 1 了 当 


1 时 i 一 十 oo, 因而 没有 所 希望 图 10.5 


二 二 的 台 W 全 在 即 角 数 在 区 疝 0<Y <1 上 不 是 一 致 收 笋 . 从 而 在 区 间 0 雪 x 二 1 
也 不 一 至 收敛 ， 


可 是 对 于 正教 < 1, 级 数 在 闭 区 间 0< x <r 上 -到 收敛 ， 因 为 这 时 二 取得 最 


大 值 四 和 取 六 > 加 和 当 #>N 时 就 有 zx” < 


以 上 二 例 都 是 直接 根据 定义 来 判定 级 数 的 一 致 收敛 性 的 , 现在 要 讲 一 个 在 实用 

上 较 方便 的 判定 法 : 

。 维尔 斯 脱 拉 斯 [Weierstrass) 判 定 法 .如 果 有 常数 机 >0(2 一 1 2,…) 满 足 条 

件 ，. 
1 级 数 的 一 般 顶 w(x) 的 绝对 慎 在 区 间 (a， 仿 上 适合 不 等 息 。|zs(xz)|< My 
2” 正 项 级 数 对 M。 收 人 


则 级 数 wu(z) 在 (2， 朋 上 一 致 收效 ， 


证 因为 级 数 忌 Wo 收敛 , 对 于 已 给 正 数 s, 当 大 于 一 个 定数 NN 时 , 必 有 


Minti Mra 
转 而 考察 余 项 的 绝对 值 
|za( 交 咱 一 |amsrafz) 十 和 n+) 十 
[unri( x) 1+ isenrat xt) | 二: 
SMart Mtst 二 Ee, 


HR 


ET 


30 ”数学 分 析 ( 欣 》 [第 二 篇 ] 
这 个 不 等 式 与 工 无 关 , 也 就 是 所 需要 证 明 的 . ， 
例 级 数 1 十 上 于 i++… 在 区 间 ( 一 1 也 内 的 在 何 闹 区间 Et#， 站 上 一 致 收 襄 ， 


解 用 表示 两 数 |dl. | 如 中 较 大 者 ,显然 ,lz"|< 六 ,而 几何 级 数 立 y" 收 化. 于 
是 , 已 给 级 数 在 ia; 站 上 一 致 收 敦 . 

基于 一 致 收 敏 级 数 的 基本 性 质 ,和 拒 们 在 下 面 兵 提出 三 个 定理 . 

定理 1. 潜 级 数 t1) 的 各 项 zetz) 在 区 间 (c， 有 上 都 是 连续 函数 , 而 且 级 数 一 臻 
收效 , 则 它 的 和 sx) 在 该 区 间 上 也 是 连续 函数 . 

证 设 x,x 才 如 x 为 所 论 区 间 上 任意 沽 点 , 由 等 式 s(x)= sn(x) 十 yaft)》， 
35( 让 十 让 Tf) 二 Snt 广 十 误区 ) 十 n(x 十 态 x) 特 减 , 就 得 关系 武 

stx TAr)— s(x) 
n(x 二) Snr) +t rx) rn). (3) 

因为 级 数 (1) 一 至 收 但 于 和 s(x), 瑶 当 取 名 足 驶 大 时 ,不 论 x 为 区 间 上 的 任何 数 慎 ， 
都 能 使 得 余 项 六 (2) 的 绝对 值 小 于 预先 给 定 的 正 数 <. 选 定 了 这 样 的 # 之 后 , 四 画 数 


Sa() 是 前 # 项 过 续 函 数 的 和 故 连 续 , 就 本 再 选 定 一 个 正 数 #, 使 当 |&x|<5 时 , 有 不 


等 式 
|satx +Ar)— str)l< e. 
如 此 , 取 闫 系 趟 3) 两 边 的 绝对 值 , 我们 有 
lstx tar)— sete) lsn(x + Ar)— sn(tr)| 
tratz -tAr)lt|ratx)| < et+ete=de. 
这 就 证 明了 函数 5(z) 的 连续 性 . 
定理 1 中 级 数 必 须 一 致 妆 敦 的 这 个 条 忻 是 不 可 省 的 , 例如 级 数 
Pi i et 
在 区 间 [9， 切 上 收藏 , 并且 各 项 连续 ,但 它 的 各 


所 : 
s(n) =limsa(#) =lim x"={9 当 0<x<1 


1， 当 xw=1. 
查 工 = 1] 处 是 不 连续 的 。 在 上 而 例 ? 中 我 们 已 经 证 过 这 全 级 数 在 区 问 上 不 是 一 歌 收 
侣 的 . 一 7 


定理 2. 车 级 数 (1) 的 备 香 zx(z) 在 区 间 {a， 从 上 都 是 连续 适 数 , 而 租 级 数 一 臻 
收 伊 , 则 它 林 逐 项 积分 ,就 是 
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区 


六 Das aepaxtjocnw 十 


To 


+ fun(x) det (4) 
Ep 


其 中 zo.x 是 (La, 人 上任 并 两 点 ， 并 且 级 笋 ( 相 罕 {4， 队 上 也 一 至 收 敏 . 
证 “因为 级 数 (1) 一致 收 敏 ， 给 定 正 数 e， 就 有 一 个 正 训 数 入 ,使 得 当 4>N 时 ， 
在 区 间 (a, 纺 上 的 - 切 x 都 活 合 不等式 


[rnt < es 


于 是 


| ftw a [sun a | = | festn) -sale) dr | 


we. 
二 中 f rryar | 之 Ee ‘Et(h— ae. 


To 


由 让 < 是 任意 的 ,所 以 根 据 极 限 概念 以 及 级 数 和 的 概念 , 我 们 有 


六 oa =lim ff satr) dr 


二 


-ym(f el x) dr f wx} dr 十 … 十 f nx) dr ) 
六 9g To To 
= flr) a + 让 4 fa det 


义 由 于 上 列 不 等 式 不 依 整 于 xovz, 所 以 这 腔 项 积分 后 的 级 数 在 La, 右上 也 一 至 收 伊 . 
定理 3， 若 级 数 (1) 在 区 间 (&， 有 上 收 敦 于 和 stx), 它 的 各 项 都 具有 连续 导数 
za() .Wa(2Y),***, 间 且 级 数 
| et) oe) 二) 二 (5) 
在 (ec， 引 上 一 致 收效 , 则 级 数 (1 在 该 区 间 上 一 致 收 故 并 可 逐 项 微分 , 就 是 


SX = Hr) AT + (6) 


证 用 g(xi 表 示 级 数 (5) 的 和 , 弟 要 证 明 p(x) 二 s(x) .概括 定理 2, 把 级 数 {5) 
过 项 积分 , 就 有 | 


2 才学 分 析 ( 续 ) 、 圭一 入 


flr)dr 一 如 f unr)ar = Eun) — nlxo)) 


= pl snl x) -总 Hnl Xo) = stx) — sro), 


因 g(z) 连续 , 取 上 式 两 边 的 导数 , 即 得 关系 式 ， 
px)= s(xr), 


义 在 上 曾 的 证 且 站 ,级 数 叶 ws 除 差 一 常数 项 级 数 外 是 自 一 考 收 仑 级 数 三 乏 项 积分 
而 成 ,所 以 它 在 (e， 咏 上 一致 收 总 , 定理 于 是 证 毕 ， 
如 果 不 假 定 逐 项 微分 后 的 级 数 一 致 收敛 性 , 定理 的 结论 会 不 正确 的 ， 便 如 , 级 数 


Sin x 
13 


在 任何 区 闻 (&， 旭 上 ~: 致 收 敦 , 这 是 因为 它 的 各 项 的 绝对 值 小 于 收敛 级 数 


in 22x inm*x 
+ 


1 1 
1 十 六 二 


COS 十 cos 227 十 … 十 CoS m3T 十 … 


” 因 其 一 般 项 不 趋 近 于 零 , 所 以 对 任意 x 的 数值 是 发 散 的 . 所 以 原 级 数 是 不 订 逐 项 微分 


的 . 
II. 矫 级 数 
§ 10.9 震级 数 的 收 笋 半径 
函数 项 级 教 中 最 简单 最 重要 的 一 类 级 数 就 是 所 谓 畦 级 数 , 它 的 形式 
是 中 


pr + Aaax? t+ Gnr 十 《1) 
其 中 常数 ao, ci la …, Ga … 叫 做 逢 级 数 的 系数 . 朝 级 数 在 区 间 (-- co， 


LD 等 级 数 的 一 般 形式 是 ee 十 cz 一 ra 十 iafr 一 ras 十 上 人 [一 作 代 
换 儿 = 工 一 x6， 就 可 把 它 化 成 (1)， 所 以 取 忆 加 以 讨论 , 不 失去 问题 的 一 般 性 . 


ee 
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十 coy 上 是 有 定义 的 . 对 于 一 个 已 给 的 圳 级 数 , 首先 是 它 的 收 化 问题 ,说 
得 具体 一 点 ; 就 是 这 样 的 问题 z 取得 数 轴 上 哪些 点 时 级 数 (3 政 仇 , 取 
得 哪些 点 时 级 数 51) 发 散 ? 这 个 问题 的 解决 是 以 下 面 的 亚 贝 尔 (Abel) 定 
理 为 基础 的 . 

定理 1 着 罕 级 数 (1) 当 Xx 一 xolxo 寺 从 侍 收 雍 , 则 当 一 切 x 适 合 不 等 
式 |x|<|xol 时 , 级 数 绝对 收 策 ， 反 之 , 车 它 当 x 二 xe 时 发 散 , 则 当 一 切 x 
适合 不 等 式 |z|>|zil 时 它 发 散 . 

证 先 设 级 数 


Rot AN dard Grr 二 


下 化, 这 时 有 
limanxé 一 小 
故 能 求 出 一 个 常数 大 使 得 
[anxdlE MM n=0, 1, 2,.…). 
撤 数 (1) 的 一 般 项 的 编 对 值 可 以 写成 


xX 
Rn 
0 re 


[anr ”|= 


let 
因为 当 |x|<led 时 ,几何 级 数 电 对 | 到 | 收敛 ( 公 比 | 筷 |<1), 于 是 级 
数 半 lanz"] 收 敛 ($ 10.3 比较 判定 法 )， 因 而 级 数 (1) 绝 对 收 伊 ($ 10.4 定 
理 2). 定理 的 第 二 部 分 这 时 训 很 容易 推出 ,因为 假设 级 数 (D 当 x 一 zx。 
时 发 散 而 竟 有 一 点 1 通 合 |zi|>| za 而 能 使 级 数 收 合 , 则 根据 刚 办 所 证 定 
理 的 第 -部 分 , 级 数 当 工 = re 时 就 应 收 化 , 这 与 所 设 革 丘 ， 证 毕 . 

现在 我 们 设想 把 竺 级 数 的 每 一 个 发 散 点 染 为 红色 , 又 把 每 一 个 收 全 


点 染 为 蓝 色 ， 显然 ， 点 二 0 是 蓝 色 的 、 八 定 玫 线 数 在 各 处 均 是 收 伍 的 ， 
则 整个 数 轴 都 是 蓝 色 的 . 若 才 级 数 在 除了 原点 艰 以 外 的 各 点 都 是 发 散 


de 
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的 , 刚 除 原点 口外 , 整个 数 轴 都 是 红色 的 . 由 亚 贝尔 定理 知道 , 假若 有 某 
一 点 Xo 二 0 是 蓝 色 的 , 则 数 轴 上 所 有 上 比 *o 近 于 原点 口 的 这 些 点 都 是 蓝 
色 的 ; 假 著 基 一 点 x1 是 红色 的 , 则 所 有 比 x! 远 于 原点 口 的 这 些 点 都 是 
红色 的 ， 

因为 数 轴 上 的 点 不 是 红 的 就 是 蓝 的 , 由 原点 口 沿 数 轴 向 右 方 走 , 最 
初 只 遇 到 蓝 鱼 的 点 , 然后 就 只 般 到 红色 的 点 了 ， 这 和 而, 红 蓝 两 部 分 之 界 点 
所 可 能 是 红 的 也 可 能 是 蓝 的 , 由 原点 往 完 方 走 , 也 是 槛 此 . 这 样 , 两 种 颜色 
之 界 点 及 各 在 原点 口 之 一 边 , 且 它 们 到 诛 点 的 距离 四 是 一 样 的 . 
(图 10.6). 


#" 0 名 
一 -| 一 一- 
一 点 十 如 
图 10.6 


和 于 以 上 几何 的 说 明 , 我 们 就 得 到 重要 的 

推论 如果 级 数 () 不 是 仅 在 zx 一 0 一 点 收 和 倒 ,也 未 是 在 整个 数 轴 上 
都 收 敏 , 则 必 有 一 个 完全 确定 的 正 数 玉 存在 , 它 具 有 下 列 性 质 , 

当 jx|<< 情 时 级 数 (1) 绚 对 收 伊 ， 

当 |x|> RR 时 级 数 (1) 发 散 ， 

当 二 民 及 二 一 RR 时 级 数 (1) 可 能 收 襄 也 可 能 发 散 ， 

如 果 级 数 (1) 对 于 除 z 一 0 外 的 一 切 工 都 发 散 , 就 规定 怀 =0， 如 果 
级 数 () 对 于 一 切 了 都 收敛 . 就 规定 尺 -== 十 co， 

民 岂 做 级 数 ( 了 的 收 合 半 径 , 区 间 ( 一 尺 , 郧 ) 叫做 级 数 (1) 的 收获 区 间 . 
当 玉 =0 时 , 收 敏 区 间 只 有 -- 点 Y= 刷 当 玉 = 十 oo 时 , 收 敏 区 间 是 
(一 co, 十 oo) 当 0< 丽 < 十 co 时 , 搞 级 数 () 在 点 x 二 土 尼 的 钱 散 情况 ， 
收 敏 区 间 可 雯 是 闭 区 间 、 开 区 间或 半 开 到 间 . 

现在 要 讲 隔 级 数 的 收 俩 半径 之 实际 求法 ， 我 们 把 它 叙述 成 为 于 面 的 
定理 ， 
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定理 2， 设 极限 


lim 
nn- 


其 中 ar qn 是 办 级 数 (1) 的 粗 邻 两 项 的 系数 . 
若 1 p 和 人 则 尺 = 广 


EE 
六 


二 癌 ， 


2 pp 二 0 巾 忆 二 十 00; 
3 p= 二 ce， 则 R=0. 
证 考虑 (1) 的 各 项 取 绝 对 值 所 成 的 级 数 
laot+|arrltfasx lt + |arr "| 二 +…, (2) 
这 时 


nt! 
tn 


Ontl 7 | -一 | ntl 
rn 


既 好 jz 


1 车 lim -2etl | =p 看 在 (p 坏 人， 根据 比值 判定 法 <$10.3)， 当 
一 Hin 


plxl<1, 即 当 |zj< 二 时 ， 级 数 (2) 落 敛 ， 因 而 缓 数 (1) 绝 对 收 敏 ， 当 


po-iz|>1 即 当 |z|> 二 时 ,级 至 2) 发 散 并 且 一 般 项 laszqj 不 能 趋 近 于 
- 芭 , 所 以 csz "也 不 能 趋 近 于 等 , 因而 级 数 ( 了 发散, 如 此 , 必然 是 收 敏 半径 


2 其 o=0 则 对 于 一 切 .zh 区 二 一 0 所 以 级 数 (2) 收 伍 , 轿 而 级 数 


(了 绝对 收敛 ， 于 是 尺 = 十 co， 

”3 车 p= 十 oo, 则 对 于 除 x=0 外 的 其 他 一 切 x 值 , 妇 数 (2) 都 不 能 
收 全 ,友之 级 数 (1 也 不 能 收 衣 ,否则 由 亚 贝尔 定理 知道 将 有 点 x 二 0 使 级 
数 (2) 收 人 竹 .于 是 中 一 0 

例 1. 求 级 数 
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4 
的 收敛 半径 和 收 化 区 闻 . 
1 
+1 2 十 1 
71= 一 一 人 一 一 一 | 一 一 一 一 一 -一 
角 fn 1 1=9, -1 0 1 
nn ” 图 10.7 
所 以 收 铬 半径 玉 一 十 一 1. 在 冰点 工 ~ 1, 级 数 成 为 一 寺 十 填 … 它 收敛 ; 


在 端点 z= 一 1， 级 数 成 为 二 1 一 六 一 专 … 它 发 散 所 以 收 全 区 间 是 
C10 《图 10.D@ 
例 2. 来 级 数 1 十 二 二 二 十 …'+ 总 rr- ' 的 收 人 敏 区 疝 ， 


“IxF 
Gn DQn+s) 


解 . WH+L n+1 [xr : 


Hn 如 可 


1 ; - n+ : 
TD "人 当 m=201,X 取 任何 实数 都 有 -一 人 一 0 i 此 
收 敦 区 间 是 {一 co, 十 00) (图 10.8) . 


-~ 0 
.图 10.8 
310.10 笋 级 数 的 运算 


设 已 知 两 医 级 数 . 
do Gt dar anrrt := f(r), 
Dot br tt bar t hnr ”t= g(r). 
假定 第 一 级 数 之 收 人 得 区 间 为 (一 和 4,A), 第 二 级 数 之 收 伍 区 间 为 《一定 ， 
B), 其 中 A>0,.8>0. 


中 ”车 端 点 包括 在 监 敏 区 间 内 , 就 用 黑 点 表示 ， 端 点 不 包括 在 收 化 区 间 内 , 就 用 白 图 表 


El 
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这 两 个 级 数 训 以 经 过 于 列 四 则 运算 组 合 起 来 
1” 加 法 ”这 两 个 震级 数 的 加 法 运算 的 定义 是 : 
(0+ r+ dr 二 Qn 十") 
+ {bot Dirt hax 二 二 hnr 二 ) = (go bo) 
+ art BOT mat bart Con da) tt, 
2 减法 这 两 个 暴 级 数 的 减法 运算 的 定 闵 是 ; 
tao taxi daar tt nr 二) 
— bot drtibax’t + har "+ ) = (oo0— bo) 
+ ta Bb r+ (ar— BYrt tan— bn r+ 
两 个 医 级 数 相 加 或 相 减 后 所 得 到 的 寅 级 数 至 少 在 原来 两 个 收 伍 区 
间 ( 一 4, 了 与 ‘< 一 8B,B) 中 较 小 的 区 间 内 是 收 钱 的 , 并 刁 其 和 或 差 依 次 为 ， 
f(z) 二 9tY) 或 fx) 一 g(x). 事实 上 ， 因为 鞋 少 在 这 个 较 小 的 区 间 内 的 性 
意 一 点 之 处 , 这 两 种 运算 是 允许 的 人 $ 10.2 性 质 2"). 
3 乘法 ”仿照 两 个 多 项 式 的 相 乘 , 我 们 定义 上 面 两 个 其 级 数 的 梨 法 
运算 如 下 ， 
C20 二 二 or 十 十 dnt" 十 *…) 
‘Chot bri har tt nr"+t) = dobo 
+ too tab r+ (abst mbt Abdo) r++: 
+ Cgobn tarbait t+ Gnbo) x "+, 
下 以 证 明 ( 参 看 § 10.4 定理 人 上 式 右 边 的 者 级 数 在 原来 两 个 收 伍 区 
向 中 较 小 的 区 间 内 部 收 化 , 并 且 它 的 和 是 F(x).g(x). | 
4 除法 假设 在 第 二 个 赫 级 中 如山 这 两 个 午 级 数 的 商 可 以 写成 
各 级 数 的 形式 


Co 十 如 区 十 GaXtz 十 十 Cgn 十 … a 
bot brtbox Tt + hari. Cot CrtCr 十 


+ cnt" 二, 
为 T 决定 系数 colclica 可 将 级 数 Bot br + bart. 与 Co 十 


了 教学 分 析 ( 续 ) 和 一 条] 
Ci 十 Car 十 … 相 悉 ， 并 令 莱 积 之 系数 各 等 于 级 数 硬 十 qt 十 427? 十 … 
之 相当 项 的 系数 , 即 得 ， 

Co 一 各 Cn 

d= bcot hac 

dz= bzCot Bc + bocs, 


ir 


由 这 些 方程 就 可 顺 次 求 出 未 知 系数 co 全 1 人 3 
相 除 后 所 得 到 的 者 级 数 C 十 Cuz2 二 cars4 十 … 十 Coxz2 十 … 的 收 笋 区 
间 可 能 比 康 来 两 个 收 和 化 区 间 (!( 一 4,d4、 (一 ,2) 权 修得 多 , 并 且 在 它 它 的 收 


仇 区 间 内 部 它 的 和 是 腑 好 
.除了 上 述 的 四 则 运算 外 ,我们 还 可 以 证 明 (我 们 不 证 ) 下 列 三 点 结 


论 ; 
5” 设 吞 级 数 


flr)= 20t Art Aart Deanr” 《1 


的 收敛 学 径 尺 >0, 则 在 收 伍 区 间 ( 一 尺 , 玉 ) 内 它 的 和 AZz) 是 个 连续 函数 
6 在 等 级 数 (1 的 收 分 区 间 ( 一 尺 , 如 内 的 任意 一 点 工 ,我 们 有 


frar =/[Beir"]e = 过 far 


相 术 
"1 


庆 冯 之 , 需 弘 娄 在 它 风 收 项 区 间 内 可 以 尖 硕 积分 .并 日 汉 项 下 分 后 所 得 
到 的 等 级 数 的 收敛 半径 也 是 尺 

“了 在 笑 级 数 〇 昌 的 收 竹 区间 (一 屎 ,局 ) 内 部 的 任意 -- 点 z 处 (jzjl< 
尽 ) 我 们 有 


让 Ma 


mL 一 | 他 2 3 
一 qof 十 多 + 十 … 2) 
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f(x)=( 恕 coz 吕 二 re 
三 全 十 2Cs 二 3032 十 (33 
搁 吉 之 ， 办 级 数 在 它 的 收 人 区 间 内 部 可 以 逐 项 微分 并 有 还 项 和 五 所 
得 到 的 吞 级 数 的 收 人 证 半径 仍旧 是 玉 . 
. 此 外 , 如果 逐 项 积分 或 逐 项 微分 后 的 种 级 数 在 T= 二 下: 或 r 二 一 中 ) 收 
伍 ; 则 在 三 员 ( 或 了 = 一 如 ) 处 , 等 式 (2) 或 (3) 仍 成 立 . 


§10.11 罕 勒 级 数 


在 85.3 中 我 们 已 经 大 到 ,车 踢 数 AHLz) 在 点 x+ = 二 Xo 的 某 一 邻 域 内 只 
有 直至 (4 十 由 阶 的 导数 产 (zx) 了 "(x)、…、 9+x), 刚 余 项 为 拉 格 遍 晶 
形式 的 泰勒 公式 为 


/W120 + f(r ro + RE (x 一 ra? 二 


+ eo) Fe (x -x0)"+ Ra(z), OD 
这 里 余 项 R(x) 是 
Rnlx) /00 Xo” 【点 在 Xo.X 之 间 ), 2 


， ” 现 设 在 记 论 邻 域内 f(r) 具 有 各 阶 导 数 六 (x), 六 (x),…, /99(x),… 并 
且 余 项 尺 s{z) 的 极限 为 零 : 、 
lim Ratx) =0. 


这 时 , 我 们 把 公式 CD 写成 
He) oe rd) + Eo) te 
+ ro"|= Rs) 
或 F(T)— sntitr)—= R(t), 
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直 中 Sarar) 表 示 级 数 


FH (rn 10) + LE za- 
+ E(x zo "+ : 
的 前 {74 十 1) 项 的 和 ， 当 4 无限 增 大 时 , 我 们 有 
limL/(x)— sar(x)]=lim R(x) =0. 
即 f(x) = lim snnlx), 
其 以 级 数 政 伊 于 和 A(x)。 如 此 , 我 们 就 把 函数 f(x) 展开 为 泰勒 级 数 ; 
=O + (Orr) + LE z+ 
+ r+ (3) 
当 Xo 二 0 时 , 泰勒 级 数 就 成 为 下 列 特别 重要 形式 ， 
EAA (4 


它 有 时 也 叫做 效 克 劳 林 级 数 ， 
现在 有 这 样 一 个 问题 ， 如 果 函 数 /(x) 能 够 表达 为 宏 级 数 

FAT)= Gt Ar TT Bar (5 
时 , 这 个 震级 数 与 泰坦 级 数 (4) 是 善 一 致 ? 我 们 的 答案 是 肯定 的 ， 六 为 蓝 
级 数 人 5) 在 其 收敛 区 间 内 可 以 逐 项 微分 人 10.10,7>, 这 样 继续 微分 ,前 
有 
FT)=a Tar t+3ar + RanT™ +i.…, 
fF (X=2 0 3:2gar 二 n(n 一 1)anr" ?二 …, 


fF Ar)= nl arnt, 


用 =0 代入 .得 


as er 
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do = FD), t= (0), ga= ~ ao 


于 是 ,我 们 证 明了 这 样 的 论断 ， 如 果 冰 数 能 够 展开 为 x 的 替 级 数 时 , 则 
它 的 展开 式 是 唯一 的 ， 
作为 函数 的 早 级 数 展开 叭 -性 的 应 用 , 我 们 讨论 偶 函 数 Fz) 的 展开 
式 , 假设 
AXI= At Att ear’ tt Aart 二 Anr "二 +:…, 


从 而 


2 


Xa r+ ar rit tI) 十 …, 
因为 A(7) 二 (一 x), 由 唯一 性 知 这 两 级 数 的 对 应 系数 应 当 相同 , 故 得 
Hl= 0 ds=— ha", . 
即 Qi=0, ds=0,. 
因此 , 俩 函数 /AX) 的 暴 级 数 展开 式 中 只 含有 x 的 侦 次 寺 的 项 ; 
AX) = Got qr? aas + 


同 理 可 得 奇 函 数 的 展开 式 中 只 含有 并 的 奇 次 沪 的 项 . 


8 10.12 初等 函数 的 展开 式 


1. 直接 方法 ”要 把 已 给 函数 展开 为 x 的 军 级 数 , 可 以 按照 下 列 直 
又 进行 (展开 为 了 一 zx 的 震级 数 与 之 类 似 ). 

第 一 步 。 求 出 f(x) 的 各 阶 导 数 六 (7) ,7(x)…,/99(r),-…-， 如 果 在 
所 论点 处 革除 导数 不 存在 , 就 停止 进行 .例如 在 点 工 =0 处 , f(x) 二 
的 三 阶 导数 不 存在 , 它 就 不 能 展开 为 之 的 赛 级 数 ， 

第 二 步 ” 求 出 函数 及 其 各 阶 导 数 在 点 zx=0 处 的 数值 ， 

AD, FOO, oe, FED), 
第 三 步 ” 求 出 宪 级 数 


天 0 十 产 (0 tt 
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的 收敛 半径 RR. 
第 四 步 “ 考察 当 Yr.E 在 收 伍 区间 (一 丽 , 玉 ) 内 了 时 余 项 咏 sy 的 极限 


iim Rnlx) = lim 人 二 站 (点 < 在 由 之 间 ) 


是 否 为 零 ， 如 为 零 , 第 三 步 求 出 的 才 级 数 就 是 函数 的 展开 式 ; .如 不 为 零 ， 
带 级 数 虽 然 收 全 ,得 它 的 和 并 不 是 所 给 的 函数 (x). 
例 1. 展开 f(z) = ez 为 工 的 宕 级 数 . 
解 “ 各 险 导 数 为 
rz)=ez， f(r)=e", oz) 一 ez 
故 f(0)=1, f=L, On f= 


级 数 1+ 工 十 汪 十 二 这 -十 … 的 政 敏 半径 忆 = 十 co. 


对 于 任何 有 限 的 数 了 .< 人 X 之 间 ) 祭 项 的 绝对 值 
Re [ene 0 


(m+ i)! 


DT 
这 是 由 于 -上 上 为 收 敏 级 数 吕 | 的 一 般 项 , 放 当 #4>oo 时 趋 于 备 而 
e 为 有 限 数 的 缘故 ， 于 是 我 们 有 展开 式 


er=1+Y+ 和 十 -十 二 (oT Th), ‘1) 
例 2. 展开 f(x) 一 sin 为 工 的 笑 绥 数 . 
解 求 出 各 和 阶 导 数 


flr)j=cosr, F(x)=—sin7x, 
F(X)= e087r, FOr)=Ssin 4, », 


Fr) =sin(x + 至) ， 


玖 /00 一 0 = (0) ==0，/”(0)= 一 1,… 等 等 顺 次 循环 取得 四 
个 数 0.1.0. 一 1 写 出 级 数 
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它 的 收敛 半径 尽 = co。 
对 于 任何 有 限 的 数 z、&(CE 在 0.x 之 间 )， 余 项 的 绝对 值 


类 十 1 站 | 下 +1 


上 (n+ lANY re | 
[Ratx)!= | sin(é+ 2 ) Flr | < TatDr 人 
于 是 得 展开 式 : 
_ 加 rr x Tt 
Snxsr artsr +t( "rr t 
【一 co<yY 民 co]， £2) 


2. 其 他 方法 ”以 上 两 个 例子 是 用 直接 方法 把 已 给 函数 展开 为 泰勒 
.级 数 的 , 直接 方法 的 最 后 步骤 是 要 考察 余 项 R(x) 是 否 趋 近 寺 零 .但 研究 
余 项 即使 在 初等 函数 中 也 不 是 一 件 容易 的 事 ， 幸 好 ,我 们 可 以 利用 冠 级 
数 本 身 的 性 质 ,例如 两 个 收 化 的 寡 级 数 可 以 相 加 . 相 减 . 相 猴 , 相 除 ， 以 
及 一 个 收 全 的 加 级 数 可 以 逐 项 微分 逐 项 积分 等 等 ,常常 使 我 们 避免 直 
接 研 究 余 项 而 能 够 把 所 给 函数 展开 ， 又 由 于 函数 展开 的 唯一 性 (前 节 末 
段 ), 这 与 用 直接 方法 所 得 的 结果 并 无 差异 . 

例 3. 展开 cosx 为 x 的 知 级 数 . 

解 ” 本 题 与 例 2 相仿 , 当然 可 以 应 用 直接 方法 , 但 如 应 用 间接 方法 ， 
则 更 来 得 简便 , 这 只 要 把 级 数 (2) 逐 项 微分 就 得 


2 


2 看 
cosx=1—37+4 "+1 Tt (co<z<coj。， (9) 


例 4. 展开 (x) 二 In(1 十 X) 为 x 的 医 级 数 . 


5 1 1 
解 因为 疡 (xz) = 二 二, 而 了 二 二 又 是 下 列 收 化 几何 级 数 的 和 
由 10.1); ” 


1 
1l+x 


所 以 根据 $10.10,6", 从 0 到 + 溪 项 积分 就 得 


=1—x+z zt (1l<x<l), 
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2 3 4 . Ed 
Int1+7)=f 一 夺 十 坊 一 合十 二 一 DD 守 … 


3 4d 
(—1l<x 人 1)., . (4) 
展开 式 ( 拉 对 于 x 二 1 也 是 正确 的 , 于 是 有 
1 11 1.... 
- In 2 二 1 一 志士 村 一下 二 和 (5) 


例 5， 央 为 
王 十 交 
故 从 日 至 逐 项 积分 , 即 得 展开 式 


Lr (~—1<7<1), 


gx fd 
arc tg r= /THz Ft TT 
(—-1&x<l. 1 (6) 
在 端点 ==1 处 级 数 收 伍 , 它 的 和 是 arc tg 1= 子 ， 
所 以 
五 一 1 | 1 1 er i 
4 二 ] 本 十 下 了 十 - kh 


例 6， 展 开头 开 一 (十 工人 的 千 级 数 , 其 中 心 为 任意 常数 ， 
解 x)=atl+tx) TT (r=alo—D)(l+r) 2 
fn =a(a De ntD (tr), 
于 是 ， FO=a, FM=ale—1),., 
| FAO =o a— (aR), 
‘Fort al 2 二 TaD (e= nl) 


其 中 x ”的 系数 与 z ”的 系数 之 比 的 绝对 值 为 


| n+l 
“An 


十 …， 


_ | eg 一 天 
= | antl ll 
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根据 $ 10.9 定理 2, 对 于 一 切 & 这 级 数 在 开 区 间 ( 一 1,+1T 内 收敛 ， 
为 了 志 免 直接 研究 余 项 , 谈 该 级 数 所 表达 的 孜 数 为 严 (z); 


Flr}=1+exr+ 2 二 了 二 
se. 0 La yo 十 (一 1<7<1 
然后 来 证 明 严 (z) 二 (1 十 xX)*. 
逐 项 微分 
i ol .a D(a nt+l) nl 
P(r)=allt eT lt + {ee + | 


两 边 备 莱 以 中 十 Y) 并 把 含有 x "(x=0，1，2,…") 的 两 项 合并 起 来 , 由 于 
恒等式 


(a—D: (oe— n+l) 4 一 
(xn—1)! "x! 


我 们 有 关系 式 
Qtr) = eltart GT rt. 
eb le tl) nt. aF(r). 
(~1<x<l). 


FPO) : 一 一 


gp'(x ) 一 Fr) etx) F(x) 
(i+x)” 


(1+x)* Ut+OF tare) -0 
(1+) 


所 以 gtz)== 常 数 C， 但 9g(00=1， 从 而 g(x)=1, 即 x)=(1 十 x)*, 国 
此 ,在 区 间 ( 一 1. 内, 我们 有 展开 式 


pie pe 
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lg D 


x) 二 1 十 qx 十 XT 十 -… 坏 


好 (证 一 1 全 一 2 十 1) , 
2 
在 区 间 的 端点 ， 展 开 式 是 否 正确 要 看 a 的 数值 而 定 . 
公式 (8) 叫 做 牛 额 二 项 式 定理 ， 特 殊 地 , 当 w 为 正 整数 时 , 级 数 成 为 
的 a 次 多 项 式 ， 这 有 和 们 所 时 和 的 缚 昌 


(CB) 


下 面 是 对 应 于 & 二 一 1. 序 、 一 志 的 几 个 常见 的 二 项 式 级 数 ， 
TE (—l<x<1), 
1 - 1.3. 1.3-5 4 
VITF=1+ 言 + 一 到 Ta '+ 革 6 A068 + 
{—1<x<1), 
i 31135 。 1-3.5.7 
VITX 1 DroAr D6 tA 
{—1l<x<1). 


例 7. 展开 sin x 为 (+ 一 子 ) 的 车 级 数 . 
解 sinx =sin( 于 +(z -于 )) 
=sin 所. cos(z 一 子 )+cos 至 到 sin( -于 


- 放 oostr -到 +sn(z- 下 
但 已 知 (看 例 2. 例 3) 


cis(z —£)=1 ke 和 上 (:-) 


2 <r + om), 
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相 加 就 有 


snz= 放 | +(z- 一 
(一 co<xr< +co) 
$10.13 泰勒 级 数 在 近似 计算 上 的 应 用 


麦克 劳 林 级 数 [§ 10.11 公式 { 科 ] 指 出 的 一 桂 事 实 是 ， 若 已 知 流 数 
及 其 各 阶 导 数 在 点 x =0 处 的 值 , 则 在 展开 式 有 效 的 区 间 上 其 他 点 处 的 
函数 值 就 可 近似 地 利用 这 个 级 数 计算 出 来 .实际 上 , 我 们 用 的 对 数 表 .三 
角 国 数 表 等 都 是 这 样 计 算出 来 的 - 

例 1. 计算 e 的 近似 值 精 询 到 小 数 四 位 中 . 

解 在 er 的 展开 式 [ 前 节 公式 (1)] 中 令 x 二 I 就 得 


e=1+1+ 训 + 而 二 二 十 - 


如 时 到 前 和 项 的 和 作为 e 的 近似值, 则 误差 G8 10.3 例 了 


1 
| rn< (an—1)"{(n— 1- 
荐 到 4 二 8, 则 re 一 二 1 <-D 于 是 


| 1 
e>1+1+ 南 + 而 十 - -+1 


这 个 近似 值 精 畏 到 小 数 第 四 位 .如果 将 右边 的 值 算出 来 , 可 得 


GD 所 消 精 鸣 到 小 数 第 上 位 是 指 误差 不 超过 Tir、 


48 ' 数 学 分 析 ( 忽 ) i 第 二 篇 
. 2 区 2.97183, 中 
例 2， 计算 In 2 芍 近 似 值 精确 到 小 数 四 位 ， 
解 ” 若 直接 利用 级 粕 
1},1 1 


ln 2=1-5+ 有 Ht 


则 央 它 收 敦 很 慨 , 需要 取 10000 项 才 可 精 兢 到 小 数 四 位 , 这 在 实际 计算 
上 最 然 是 不 可 能 的 事 . 因此 就 要 求 出 一 个 收 伍 很 快 的 级 数 以 代替 这 个 政 
化 很 慢 的 级 数 ， 为 此 吕 的 ,在 级 数 


痢 x 
In(l+x)}=r 5 十 a 十 £1) 
中 把 x 撞 成 一 x 
_ XT A TY 
1 人 一 2 了) 一 二 了 3 4 ， 【2》 
然后 从 (1 减 去 (的 ,就 得 
了 ] 十 工 _ 9 了 aa， 了 s 站 中 
In 了 六 =2 (x+ 二 六 十 ) 


天 把 写成 R 并 , 其 中 六 假定 为 正 整数 ,于 是 我 们 有 实际 计算 对 数 的 
公式 ， 
n=In(N +D) -InN 
于 i 1 ili, 1 ... 
=2( TT GNI Ss (Nit ) (3) 
当 N=1 时 就 回 到 我 们 的 问题 ， 
1 1 1 1 


In 2=2( 3 + 可 .高 + 二 -过 + 让 - 吉 +…} 


在 这 公式 中 如 果 取 前 四 项 做 为 In 2 的 近似 值 , 则 误差 
外 ”至 于 具体 算出 各 项 数字 所 引起 的 退 差 , 我 们 就 不 讨论 了 , 但 为 了 保证 精确 诬 我 们 不 


姑 比 遍 算 的 位 数 多 算 凡 位 (例如 ,在 我 们 的 例题 中 , 因为 痰 数 不 多 ,所 以 只 要 多 算 一 ,二 位 就 
将 了 )》, 对 多 算 的 位 数 采 取 四 省 五 和 的 方法 . 
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of lll (人 
7 站 订 机 + 站 下 + < 9 ， 
-2 1 -2.9- 1 .1 
1 1] 1 3 8 3 1m4 9 
所 以 
2=2 人 +. 圳 + 二 机 + 汪 沁 ) 
Is | a T 5 3 十 了 a 


这 他 到 似 值 精确 到 小 数 第 四 位 .将 布 边 算 出 来 ,得 in 2 完 0.6931. 
后 3， 计 算 Y245 的 近似 值 精确 到 小 数 四 位 . 


工 
解 8245=853 3 古装 广 . | 


ss si 


| 


_1 ._2 
人 此 一 6? 了 一 35， - 
bh SA CC | 1 。 2 d 。 2 _ 
就 得 $3245 3(11 上 襄 一 二 不 57- 坊 5+ )- 
车 取 首 两 项 作 鸭 近似值， 所 生 误 差 就 小 于 第 三 项 的 绝对 值 (参看 3 10.4 
定理 1) 
3.23 1 
Ba .10 
于 是 
5 a :2 . 
Y245~3(1+5 和 和) 
这 全 近似值 精 确 到 小 数 第 四 位 ， 将 右边 算出 来 ,得 - 
和 245>3.0049. 


在 定 积分 一 章 中 ,我 们 已 经 讲 过 几 种 关于 计算 定 积分 的 近似 值 的 冀 
法 ， 现 在 要 通过 例子 说 明定 积分 的 近似 值 也 可 利用 级 数 来 求 . 如 时 
被 各 函数 在 积分 民 问 上 能 展开 为 收敛 的 赛 级 数 ， 就 把 这 个 其 级 数 逐 项 
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积分 , 然后 再 由 这 个 积分 后 的 级 数 诗 算 定 积分 的 近似 值 ， 这 比 过 去 所 讲 
沟 方 法，-- 般 涪 求 , 区 简便 得 多 . 
例 4. 计算 下 再 积分 的 近似 全 精确 到 小 数 四 位 


- 庆 / esar(-h-~0. 419) 
(积分 -六 矿 e -dz 是 误差 理论 中 一 个 重要 的 西数 称 为 误差 函数 或 概 
解 


， 
2 
fe™a 


i 


= 人 


_li1i,__1 1 1 
2 ( D3 | Dal Zr731 ) 
取 开 始 四 项 作为 近似 值 , 所 生 误差 要 小 于 ” 


1 .1 -1I 
YR PT TI 


1/, 1 1 1 
Ql Bt Dr-01 zs) 


: 去 
2 my 
.或 | 塘 / em 和 0.5205. 


起 


二 
7 
去 /< Tx 


. 例 5 计算 积分 


! 第 十 兴 ] _ 钥 数 ， 51 


的 近似 值 精 兢 到 小 数 四 位 . 
解 ” 这 不 是 广义 积分 , 因 limvSinX 一 1， 车 定义 函数 sm SpE 站 


一 
处 的 值 为 1, 它 就 连续 ， 
. Sinx _, X? YY4 8 
虹 开 7 


宦 逐 项 积分 


| Sn ， 1 1 1 ... 
/3 dl 


人 1 -1 
四 第 本 项 元 7 和 TU 


让 昭 前 三 项 作为 积分 的 近似 值 , 我 们 有 


1 


SIX __1 1 
了 六 Tr + si 
或 f sinr a ~0.9461. 


$10.14 复 变量 的 指数 西数 。 尤 拉 公式 


设 有 复数 项 级 数 为 ， 
(10 tiv + gt ies) Tt tin) + (1) 
其 中 gn vat 二 12.…) 为 完 常 数 或 实 硝 数 。 如 时 实 部 所 成 的 级 数 
| 2 十 Wt (2) 
波纹 于 和 2 着 且 虚 部 所 忒 的 级 数 
十 二 Wn 二 (97 


蚊 八 主 积 必 藤 说 :及 蚁 (1) 收 禾 县 其 和 为 经 十 部 
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如 困 (1) 备 项 的 模 所 构成 的 级 数 
VY 于 十 至 十 W 十 三 十 … “十 Y 90 十 坊 十 … Cd) 


收 敏 , 因 有 

[nV 二 三 ,vn| SV ET (j=1,2,.…), 
故 级 数 (2)、(3) 绝 对 收 敏 ,于 是 级 数 (1) 收 敏 , 这 时 就 说 级 数 (1) 是 编 对 收 
化 的 . 


1 十 十 下 十 … -十 二 sn (z=x+ iy). 


它 在 全 部 和 揽 平面 上 是 绝对 收 敏 的 ,在 工 轴 上 (z=z) 它 表示 指数 函数 ex， 
在 全 部 复 正 隔 上 我 们 用 它 来 定义 一 个 复 变量 指数 函数 , 记 作 ez， 于 是 ez 
的 定义 为 - 


e712 二 8 二 二 z+ (lzl< so)， £5) 


当 x=0，x 为 说 部 吉 ，( 引 成 为 


eV 二 1 十 部 十 谭 ( 科 ?二 剖 ( 训 二 二 (和)* 十 … 


1+ 各 一 训 如 于 y+ 调 v'+i 和 六 


=cos yt+isin y. 加 
把 yy 换 写 为 x, 上 式 为 
eT=t0s T+ sinr, (6) 
这 就 是 . . .Euler) 公式， 应 用 这 个 
会 式 , 复数 z 可 以 表 为 指数 形式 ， 
2=rlcosg + isind) = ye, (7) 


其 中 + =|z| 称 为 z 的 模 , 98 二 argz 称 
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(OO 一 


为 z 的 辐 龟 6 入 i109. 和， 
在 ( 合 中 把 xr 撞 为 -x, 和 有 
好 一 CO54 ~ 1Sin%, 


与 (6) 相 加 与 相 减 , 得 


» ee 
COST 一 2 加 
， ， (8) 
sinx EC— eB- 
27 


这 也 冲 做 尤 拉 公 式 , 它 使 三 角 贾 数 与 指数 函数 之 问 建立 了 好 ;等 单 的 关 
最 后 , 根据 定义 (57, 并 利用 寒 级 数 的 乘法 ($ 10.10,3 对 于 复数 项 级 
数 也 同样 有 效 ), 我 们 不 难 验证 


ez 一 ee C9) 
特殊 好 , 取 zi 为 实数 ,zs 为 证 噶 数 这 , 则 有 
ET pr. pd = er tcos yt isin y), 《107 


这 就 是 说 , 复 变 量 的 指数 函数 e 在 复 平 面 上 每 一 点 z=X 十 友 处 表 
示 一 ' 个 复数 , 它 的 模 是 e*, 辐 第 是 y. 


第 十 一 章 “” 富 皇 误 级 数 


我 位 在 茸 一 章 中 已 公 讨 从 过 一 般 孟 数 项 级 数 的 性 质 , 并 且 着 重地 讨 
论 了 敌 级 数 ,因为 它 是 经 常 遇见 的 , 同时 也 是 有 广泛 应 用 的 一 类 函数 项 
级 狼 , 在 可 章 中 我 们 要 讨论 函数 项 级 数 中 另 一 重要 类 型 ， 就 是 它 的 各 项 
都 是 三 角 衣 数 折 组 成 的 三 钊 级 数 ， 由 于 三 角 函 数 的 周期 性 , 这 样 的 级 数 
对 于 狠 究 具有 周期 性 的 物理 现象 自然 是 很 有 用 的 ， 本 章 只 初步 介绍 把 
已 给 函数 展开 为 这 样 的 级 数 的 方法 , 至 于 它 的 应 用 将 在 后 急 课 程 , 特 曾 
是 数理 方程 中 才能 见 到 . 


| $11.1t 三 角 级 数 三 鱼 浅 数 系 的 正 交 性 
所 谓 三 角 级 歼 典 的 是 形 如 


+ Bl Cosnr | bn sinnx) 1) 


Hn 


的 级 数 , 其 由 ,2,51… 都 是 常数 ,而 开头 27 十 1 项 的 和 
名 ++ 训 (a Cos Rr Tbs Sin Ex) 


鸣 做 ?级 三 角 多 项 式 ， 级 数 导 ) 是否 对 于 某 些 衬 的 数值 收 黎 . 又 如 果 收 
钙 , 它 的 和 是 怎样 的 函数 , 这 些 隔 题 当然 都 与 常数 &o,a,b,… 有 关 ， 今 假 
证 组 效 () 在 长 唐 为 2 的 闭 入 二 例 训 在 [一 六 让] 二 收 误 , 大 sinnr，、 
20527 哆 周期 性 (周期 为 2 ,后 宇 省 护林 于 任 柯 实数 收 敦 , 于 是 这 
级 数 的 和 表示 一 个 周期 为 2+ 河 宝 义 于 全 部 数 轴 上 的 函数 ， 央 此 ,我们 只 
要 讨论 这 级 数 在 区 局 [一 ff,z 二 的 性 态 , 其 他 部 分 由 于 遂 数 的 周期 性 也 
就 完全 确定 了 , 


(47 


{ 第 十 一 章 ] 窜 乌 襄 级 效 5 


下 面 几 个 关系 式 ( 设 新.2 是 正 整数 ) 是 很 容易 验证 的 ， 


T Ei 
J cosnrar 一 省 f sinnrar 一 必 , (2) 
-Tt 一 到 . 
1 f cos(m 一 1)x 二 COS( 秽 十 基 
f cosmr cosnzdr 二 fs 一 亲人 -Ar 
- -x : 
=0 (xm: 1), 
Er . 花 ) ( ， ) 
了 sinmrsinnradr = f Eos 虽 基 dr | 
“> (3 
0) (mm :7), 
区 T 
， 1 一 氏 ) 了 十 号 iD - 
f sinmxr cosnzdr 一 f Smsin mt UE dx 
-不 一 下 一 
一 人. 
1 了 1+eos2 
ar flteos2nr 1 
foos rex = / 5 ar = XA, 


(4) 


simmer 二 fleos 2 dr = x. 


关系 式 (3).(3? 考 习 了 在 三 角 函 数 系 

于 ， cosx, SiNnx, CoOS2%, Sin2x, *, COSMr, sinnr, 
之 中 任意 两 个 不 同 的 函数 的 捷 积 在 区 间 [ 一 交 ,#] 上 的 积分 为 零 ， 具 有 这 
样 丝 质 的 这 个 三 角 函 数 系 就 叫 在 该 区 间 上 是 正 交 的 ， 下 .一 节 就 利用 三 
角 消 数 系 的 正 交 性 来 导出 关于 系数 gr、 5x 的 公式 ， 


$1i.2 万 拉 -富里 豪 公 式 
设 三 儿 级 数 在 区 间 [ 一 ,x] 上 收 伊 于 机 (x)， 


fr) = 党 十 Da CD5 tt Be Bin LX), {1) 
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我 们 自然 要 问 系数 ao,a1,81,… 与 和 (x) 之 间 存 在 着 什么 关系 ? 换 句 话 
说 , 怎样 稻 用 (xr) 才能 把 zo,c,B1,… 洗 达 出 来 ?为 此 ,我 们 假定 级 数 (1) 
林 以 过 项 积分 [ 例 邵 当 级 数 一 致 收 敏 于 和 zz) 峙 ], 并 自 一 r 到 T 逐 项 积 
分 , 就 得 到 


fnar- | 一 人 Sr 十 . pa feosaadr bh, / fsintzar | 
根据 上 节 公 式 {2)， 可见 等 趟 边际 第 项 外 其 余 各 项 均 为 零 ,于 是 


f in = 名 -2x = da 让， 


加 求 得 -二 Jr 
次 求 4 用 coszx 科 (的 两 油 再 1 -到 这 大 积分 , 我 们 得 到 


f fiweos MraAr 一 全 | Cos nxdx tt 袜 | feos kr COSHrAr 


jo kx cos nzdz | 


根据 上 节 公 式 (2) 及 (3 可 见 等 式 石 边 除 = 各 的 一 项 外 其 余 各 项 均 为 零 ， 
于 是 应 用 上 节 公 式 ( 贡 得 到 


f neos nxdr = an f cos’ MY = Ann, 


-rt 


即 有 a = 1 f ft)eos mrdr {n= 1,2,3,.). 
同 理 . 用 sinnzx 乘 (1) 的 两 边 然后 逐 项 积分 , 得 到 


i 
+ ll ; 一 。， 
z 一 5 Arisin nrdr (和 一 123 


第 tT- 章 ! 请 里 扣 级 数 _ _ 
上 而 求 出 的 GowanbfY 205， 站 开 让 碟 叫做 万 拉 - 富 里 襄 
{Euler-Fourier) 公式， 注意 到 当 妈 由 时 ,x 的 表达 式 正好 给 出 go, 如 


此 归并 之 后 , 已 得 结果 可 以 写成 
an = flr)eos nrdx {R=0,1,2,..), 
间 (2) 
bn = 元 Cosm HE (n= 1,2,3,..). 


811.3 ”富里 襄 级 数 


在 前 节 中 我 们 由 三 和 级 数 出 发 : 假定 它 收 分 于 和 f(x), 并 且 可 以 逐 
项 积分 ， 则 它 的 系数 应 由 公式 (全 表达 出 来 ， 现 在 我 们 来 讨论 一 个 相反 
的 问题 ， 就 是 先 有 已 给 通 数 Fr)， 然 后 应 用 公式 (为 计 算 系数 Cr 必 n 
这 样 得 出 对 应 的 三 角 级 数 , 它 的 性 质 如 何 ” 这 是 需要 加 以 考虑 的 . 

现 设 flx) 在 区 间 [ 一 x,x] 上 是 可 积分 的 函数 , 于 是 公式 (2) 内 的 积分 
存在 , 它们 这 时 定 出 的 系数 cn. 2 叫做 表 数 六 rz) 的 富里 哀 系数 , 并 且 与 
之 相对 应 的 二 角 级 数 (1)U 做 函数 (xX) 的 富里 识 级 数 , 


我 们 面临 着 一 个 基本 问题 ， 函 数 .At) 在 怎样 的 条 件 下 才能 保证 它 
的 富里 哀 级 数 收 伍 ?” 如 果 收 敛 , 又 在 怎样 的 条 件 下 这 级 数 才 能 收 伍 于 和 
f(x)? 象 这 样 的 收敛 问题 侣 得 较 满 意 的 解决 , 就 要 深入 而 细致 的 分 析 ， 
因此 在 本 教材 中 不 预备 详细 讲 它 , 我们 在 下 面具 叙述 {不 证 ) 一 个 关于 收 
仑 问题 的 充分 条 件 , 一 般 说 来 在 实际 问题 上 这 也 够 用 了 ， 

收 笋 定理 一 一 犹 里 赫 莱 (Dirichlet) 的 充分 条 忻 ” 设 

LT 函数 了 (x) 在 区 间 [ 一 x,x] 上 连续 或 只 具有 有 限 个 第 一 类 问 断 点 
(一 点 c 为 通 数 f(x) 的 第 一 类 间断 点 ， 就 是 函数 在 该 点 的 左 极限 
ftc 一 人 和 和 有 极限 A(c 十 0) 存在 但 示 相 等 ,或 存在 且 相 等 但 不 等 于 


.人 和 
(CD, 

2 函数 /(z) 在 区 荡 ! “zjJ 上 只 具有 有 限 个 极 大 点 和 家 小 点 (就 
是 说 可 以 把 区 间 [ 一 x,x] 分 为 有 外 个 于 区 问 , 使 得 函数 在 每 个 于 区 间 上 
是 单调 的 ), 则 由 富 蛙 诬 系 数 


一 、 1 019. 
Ga = #/ feosmrdr {0,1,2,.), 


1 . (1) 
ba = /fsinmrdr (n= 1.2.3..) 
所 定 出 前 高 里 襄 级 数 
.名 + (rcosnr t+ bnsinnx) (2) 


在 区 间 [ 一 ,fj 上 收 敏 , 并且 它 的 和 
Ci) 当 z 为 AZz) 的 连续 点 时 , 等 于 .f(x); 


(ii) 当 z 为 A(z) 的 间断 点 时 , 等 于 全 + 外 二 2 一， 


{ 诈 】 当 x 为 区 疝 的 端点 时 , 就 是 当 x 二 一 入 或 二 = 站 时 ,和 萝 于 
站 一 Kx 十 从 十 F(X 一 总 
7 . 


首先 注意 到 这 个 定理 对 于 函数 要 求 很 宽 ， 只 要 它 在 区 间 {[ 一 r，z] 
上 至 多 只 有 具有 有 限 个 第 一 类 间断 点 并 且 不 作 无 限 次 振动 时 , 它 就 可 严 
开 为 收敛 的 富里 哀 级 数 ， 实 际 上 , 即使 有 无 限 次 振动 , 只 要 它 的 一 阶 导 
数 过 续 或 至 多 只 有 有 限 个 第 一 类 间 电 点 时 , 也 能 证 明 它 可 展开 为 收 伍 的 
富里 哀 级 数 ， 锻 此 ， 凡 可 展开 为 者 级 数 的 本 数 都 训 展 开 为 收 伍 的 窗 昌 
哀 级 数 了 . 其 次 注意 到 级 数 (2) 的 各 项 都 以 2x 为 周期 ， 若 在 区 说 
[一 rz，z] 上 这 个 级 数 收 敏 , 则 当 之 取 所 有 实数 时 它 也 收 敏 , 并 且 级 数 的 
和 以 2x 为 周期 重复 取 它 在 区 问 [-- x,z) 上 所 到 的 那些 值 。 因 此 函数 在 
区 闻 [一 x, 7)] 外 应 定义 为 以 27 为 周 期 的 函数 ， f(x 十 2nx) 二 Ff(I)，. 
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= 土 1. 土 2…. 把 xz) 看 作为 妃 此 延续 的 周期 函数 时 , 若 /( 一 x 十 0) 二 
(x 一 00) ,就 有 (XT 二 0) (一 上 ) 及 太一 x 十 们 :一 Xx 一 0D, 于 是 + 一 
及 X= 二 一 x 都 是 间断 点 (参看 图 11.1，11.3)， 我 们 还 注意 到 在 间断 点 
世 处 级 数 不 是 收 伍 于 jz) 而 是 收效 于 通 数 在 该 点 的 左 极限 和 右 和 极限 的 
算术 中 值 . 


例 展开 函数 
工 
f(x) = b 


， 为 富里 说 级 数 . 

解 ” 这 个 函数 满足 路 
伍 定 理 的 条 件 , 它 在 (一 Xz， 
XT) 内 为 连续 , 作为 延续 的 
局 期 函数 , 它 在 疯 点 为 不 连 
续 ( 图 11. 了 ,所 以 对 应 的 ”图 11.1 
富里 衣 级 数 在 区 间 ( 一 x， 加 内 收 伊 于 和 (zx), 而 在 端点 处 收 全 于 和 


Fxt+O+f(r 0 _ A+0_ _x 
2 


2 2° 
计算 富里 哀 系数 如 下 ， 


=/ = 到 /zu = 


FE 
1 1 
dn = /f(r)cosnradr = 1 f xcosnrar 
—K 一 x 
| 一 上 .Cosme 
天 让 32 x AN Te 


二 or (1 —cosnn) = 和 2 [1 (1)*], 


haz, G4, te, "为 雪 ， 而 &1 = 


一 一 -- 一 一 一 一 


ee 7 
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.3 i 
lL . _1ir, 
bn = +/ ft)sinnrar = 六] rsinmrdz 


_1 XCOSRAT Sinnr | _ cosnr _ (—1)” 
二 一 | 一 十 一 一 3 一 = ， 
A - He |x 天 


即 bi=1, b= 于， 
于 是 ,把 这 些 系数 的 值 代入 (2), 就 求 得 已 给 函数 F(z) 的 富里 哀 级 数 为 
站 一 一 三 + 二 (去 cos z+ 高 COS 3zr+ 京 COS 5z 二 …) 


+(sinz 一 去 sin 2z 十 于 sin3z 一 …} (— xXx x). 


8 11.4 悍 函 数 及 窜 函 数 的 密 里 襄 级 数 


在 第 一 章 中 已 经 提 到 过 候 函 数 和 奇 函数 的 概念 , 在 那里 我 们 定义 了 
车 太一 2) 二 及 x) 则 A(X) 为 偶 函 数 ; 若 FA( 一 x) = 一 fA(z) 则 lz) 为 奇 函 
数 ， 偶 函数 的 图 形 对 称 于 y 轴 而 奇 函 数 的 图 形 对 称 于 原点 ， 设 已 给 函 
数 为 个 函数 或 奇 务 数 ,在 求 它 的 富里 哀 系 数 时 , 应 用 下 面 的 定理 就 可 碱 
轻 我 们 的 计算 工作 ， 

定理 ， 当 偶 蓝 数 闵 *) 在 区 间 [-- x,z] 土 展开 为 富里 喜 级 数 时 , 它 的 
富里 安 系 数 (包括 &0) 为 


.ren br = OD: (1) 


而 当 亲本 数 (x) 在 该 区 间 上 展开 为 富 理 嘉 级 数 时 , 它 的 富里 均 系 数 { 包 
括 eoi 为 


dn =0, bn 一 rf)sin Hrdr. (2) 


这 个 定理 的 正确 性 在 几何 上 是 很 明显 的 . 我 们 现在 对 第 一 部 分 加 


[第 十 一 章 ? 高 胃 训 饭 数 [3 
以 证 明 , 至 于 第 二 部 分 可 以 同样 处 理 , 留 给 读者 自己 去 补充 . 
设 A(Y) 为 偶 曾 数 , 即 了 一 +) 二 A(x), 划 有 


n Li] 下 
ao 一 二 J Atz)cosmradz= f f(x)eos nzadr 十 十 f fs)eos RXdY. 


在 右边 的 第 一 全 积分 中 以 一 xz 代 工 ,并 记 住 cos nz 也 为 侦 函 数 , 然后 对 调 
积分 的 上 下 限 同 时 更 摘 它 的 符号 , 于 是 


a x 
En 一 过 f f(x)cosnx (~ dr) + 过 六 rer)eos MX 
二 f /tz)cos mradr tx ff)eos HKC 


一 x f flr)eos Hxdr. 


同 理 
bn= 译 了 f(x)sin RxrAY 
0 ™ | 

= 二] fx)sinnzdr+ 话 flix)sin er 

= 上 上 ffsin( -me(-dr)+ 二 f fz)sin acetx 

一 -中 f fisin Hrdr + 十 J f(sin RTA 二 个- 

例 1 展开 通 数 
一 人 (~-xrgr 人 sD, 
AD ={ {i 

为 富里 误 级 数 . 


解 首先， 这 个 芽 数 满足 收 敏 定理 的 条 和 任 并 且 在 区 间 [-- zx， 和 天] 外 
作为 延续 的 周期 函数 时 它 在 每 一 点 x 都 是 连续 的 {图 11.2)， 所 以 对 应 
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| 妆 11.2 


时 定 里 衣 级 数 到 处 收 伐 于 和 ix)， 扶 次 ,这 个 画 数 是 个 函数 , 所 以 按照 
公式 (1 有 bn 二 0 而 ao, erafi 一 1 2 :为 


一 fn 一 到 fzar 二 素 ， 


an= 二 Jeos MT 


四 


XSin nr COSmar 上 
0 


vont A 
XOOSFTET 好 J 


/ 
-HY 


7 (cos 7 一 兮 一 元 二 【上 一 7 一世， 


可 见 C2 0 Oe 为 零 , 而 Cl = i 一 一 二 ,5 一 -和 站 
于 是 已 给 遂 数 的 富里 哀 级 数 为 
f(r) = = 各- 旬 eosz+ 吉 cos 3x 十 击 cos 67 十 … | 【一 枣 委 工 裤 开 ) 


利用 这 个 展开 式 , 我们 另 于 求 出 几 个 竺 于 级 数 的 和 ， 有 工 ~ 0 时 ， 
/(0) = 0, 这 展开 式 给 出 关系 式 


村 =11 吉 

从 此 又 可 得 到 凌 地 儿 个 有 起 的 关系 式 设 

十 + 吉 
+ 京 + 


Ei 
oa =1+ 击 1 吉 1 _ 


束 + 训 二 


一 开 35 -十 … 


oe 四 了 并 短 53 
U2 2 下 业 6 a 
os 
.G6 51 十 二 Ei A 
由 此 ,有 i 即 0 94 
2 2 2 
又 有 = 机 十 oa = 全 + 下 = 再 ， 
还 有 ta = 2 j= 
3 4 6 17 
例 2. 展开 函数 


fr) = 一) 
为 富里 哀 级 数 . 
解 。 这 个 函数 满足 收敛 定 理 的 条 件 , 但 延续 的 周期 函数 在 区 间 的 端 
点 土 = 一 爷 及 之 = X 处 为 不 连续 ， 故 所 对 应 的 富里 哀 级 数 当 一 < 
x 之 z 时 收 敏 于 和 zzr)， 而 在 端点 时 收 敏 于 和 


天 一 和 十 的 十 一 个 一 下 十 允 
5 -a 1 


图 11.3 
(图 11.3)， 又 这 个 函数 是 奇 函 数 ,所 以 按照 公式 (2) a = 0 而 5 为 


2 E | 2 Eb 
bn = 1 Atz)sin FMC 一 元 fzsin nrdx 


一 | cos mr sinar | 2 


2 m-1 
元 nl NCOs Ar = 也 
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放 是 己 给 函数 的 富里 嘉 级 数 为 


x = 2(sin rz 一 款 sin2r+ 二 sin 3x ) (~AX<I<A). 


这 与 引 0.12 7 展开 函数 arc tgx 为 突 级 数 时 所 推 得 的 结果 相同 . 
511,5 函数 展开 为 正 纺 或 余弦 级 数 


设 函 数 A(z) 在 区 闻名 , z] 上 有 定义 并 能 猜 足 收 敏 定理 的 条 件 ， 现 在 
要 把 函数 f(x) 在 区 间 [0, zx] 上 展开 成 只 含 正 荡 项 或 只 含 余弦 项 的 富里 哀 
级 数 ， 

根据 前 节 的 讨论 , 若 在 区 间 [ 一 r, 0] 上 补充 函数 (zx) 的 定义 ,使 它 在 
整个 区 间 [ 一 x, x] 上 为 奇 函 数 ， 从 几何 上 来 说 , 就 是 阔 数 F(z) 在 [一 x, 0 归 
上 的 图 形 与 原来 沙 数 在 [0, +] 上 的 图 形 二 者 关于 原点 是 对 称 的 , 于 是 可 
应 用 前 节 定 理 中 的 公式 (2) 以 计算 富里 哀 系 数 , 从 而 /(z) 的 富里 哀 级 数 
是 正弦 级 数 . 

若 在 区 间 [ 一 x, 人 上 补充 函数 f(r) 的 定义 ,使 它 在 整个 区 间 
[一 x,，x] 上 为 偶 画 数 ， 从 几何 上 来 说 ,就 是 函数 (x) 在 [一 x, 0] 上 的 图 
形 与 原来 函数 在 [0，x] 上 的 图 形 二 者 关于 级 坐标 轴 是 对 称 的 ， 于 是 可 应 
用 章节 定理 中 的 公式 (TD) 以 计算 富里 哀 系 数 ， 从 而 (zx) 的 富里 哀 级 数 是 
余弦 级 数 , 

例 设 

Fx}=rxt+l (OSExEA), 
试 分 别 展开 为 正弦 级 数 和 余弦 级 数 ， 
解 先 求 正弦 级 数 ， 按 照 前 节 公式 (人 )，con 二 0 而 5 为 
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_27 . _2 ， 
bn 一 rf /rsin Hrdr 元 (x+l}sin nrar 


oa 


_2 [-E i os nr | 
下 


困 了 2 2 如 
二 _2_(1- 一 cos ; 
= 总 (1— A COS NA—COS RA). 
于 是 (图 11.4) 
‘x+1 = 也 |(r+2)sinz 一 各 Sin 27 
A 2 


: + 言 (r+2)sin3r 一 至 sm4z+…|] (Oz A). 


在 端点 + 二 0, x 一 Xx， 级 数 之 和 显然 为 替 ， 但 不 能 代表 原来 函数 /{x) ， 


的 值 
次 求 余 交 级 数 。 按照 前 节 公 式 (1)，Bo = 0 而 Qo ix 为 


i 
-2 一 二 | 下 = 
Go 一 rc+Ddz= 2| 2 +X| = xt2, 
2 FE 
t= zf (rteos nrdr 
= 之 | | 
. 0 


图 11.4 图 11.5 


一 -了 (cos nn — 1) 2 [(— 1)*—11. 
于 是 (图 11.5) 


十 1 一 刀 十 1 一 和 cosz 十 吉 cos3z 寸 cos57r 十 - ) (OrEA). 


§11.6 任意 区 向 上 的 富里 识 级 数 


直到 现在 为 止 , 我 们 的 讨论 都 限制 于 在 区 间 [ 一 x,x] 或 区 闻 [0, zr] 上 
满足 收 化 条 件 的 函数 (x). 如 果 所 给 函数 了 lr) 在 区 间 [ 一 1,1] 或 0, 站 上 
满足 收敛 条 件 , 那 末 函数 (zx) 所 对 应 的 富里 衣 级 数 或 正 藉 级 类 及 余弦 级 
数 的 形式 , 是 不 难 作 一 简单 变量 代 换 而 得 出 的 为 了 引用 方便 起 见 , 我 
们 把 这 些 结果 叙述 成 为 下 面 的 定理 ， 

定理 在 区 间 [ 一 /中 上 满足 收效 条 件 的 函数 Fr) 的 富里 嘉 级 数 的 
形式 为 中 


f(x) = 全 十 pal C2 cos 至 
其 中 系数 4n，P; 为 


Lb Sin ee } {1) 


9 二 
一 ¥ ff)eos 站 dr, Pn 一 1/ fsin ee dr; (2) 
宪 区 间 [0, 上 上 函数 Fz) 的 正统 级 数 的 形式 为 
ftx) = 吕 bnsin#p 后 , (3) 


其 中 系数 Bi 为 


(4) 


le 


-2 fy (x)sine 


名 在 等 式 (1),{3) 和 (5) 中 ,如 禄 为 画 数 的 第 一 类 间断 点 时 ,应 以 算术 中 什 
二 信介 入 兰 等 式 左边 的 f(z) 
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又 在 区 间 [0， 门 上 沙 数 f(x) 的 余弦 级 数 的 形式 为 


_ fo | HAN 
f(x) = 3 + 2 Cn COS 7 


其 中 系数 4 为 


,2 
给 I 


ce 


F(x)cos 站 L 


(5) 


(6) 


实际 上 , 作 变 量 代 搞 z = 下 ,于 是 区 间 一 x < [就 变换 成 一 xz 芯 


Zz 所 XK， 设 东 数 f(x) = /() 二 (2), 从 而 F(z) 是 定义 在 -XA8 所 


上 且 满 足 收 合 条 和 件 的 函数 ， 把 政 (z) 展 开 成 


F(z)= 人 二 也 (a COS HR2+ bn Sin Hz), 


其 中 


人 nm 一 x/ Pecos HECE， bn = 二 JPF(z)sin neds. 


在 以 上 的 式 子 中 令 z = -了 ,并 注意 到 严 (z) = f(x), 于 是 有 


F(x)= 银 + 吕 (a COS 站 + bn Sin 


1 


PAL 


FE 


而 且 
qn= 方 ff ix)eos a dr, bn = /fn)sin ee adr. 
定理 其 余部 分 优 此 可 证 , 不 再 装 述 . 
例 1. 展开 渗 数 
pA) 人 (一 2<z 和 0)， 


mm 


下 吉 <Y 所 及 《常数 下 二 人 


i 4 rat 一 岂 ae 姨 rapam 二 


Tt Pr eu 
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为 富里 训 级 数 ( 图 11. 全 ， 
解 ” 这 时 /i = 2， 由 (2) 得 


让 2 
1 fl 
Co 一 本 JJ :十 本 Ja 


1 nnr ， _[ ££ AX 
On 二 本 ‘ESin 2 ar =| ma 9 | 


i yl 
一 | CO0S HAY = nrll (—D*]. 
于 是 1 
Fr) 一 + 全 (sin 他 | sin 2 -- asin 2 + 
【一 2<Y<0 0<Y 2， 
例 2 展开 函数 
， cr 
f(x) -| 
一 1 (g<r<e 


Ea 
~ 2 人 全 蚂 位 时 
EE 员 
一 


(第 上 一 章 ] 官 里 京 级 数 . 69 
解 ” 这 时 /二 a， 和 由 (8) 得 
a. 


_21 2 1 1 
m= /lata f(D =]—1=0, 


» os Dcos 2 gy 
EE 
[计生 零 ]-[ 寺 加 从 遇 
= + 3 一 让 SI 3 
代入 (5), 我 们 有 
J -和 (于 -on 名 tos 加) 
(<z< 芝 ,了 <z<a) 


特别 是 ， et 全 1 的 展开 式 为 


1= 和 cos 王 os xz 3 < 二 cos zz 下 


第 十 二 章 ”多 元 函数 的 微分 法 
及 其 应 用 


凶 元 消 娄 微分 党 是 -一 无畏 宦 训 分 学 的 由 然 发 展 ， 一 元 汞 数 和 莹 分 学 
已 在 由, 二, 六 三 章 中 国术 过 了 , 现在 要 讲 多 元 函数 微分 学 ， 为 王 目 的， 
Rf 1 起 扳 坚 地 狼 壕 区 元 疝 落 的 定义 ,极限 ,连续 尾 ， 控 若 , 就 引入 全民 

站 及 全 省 分 是个 上 在 入 念 ， 让 此 堵 珊 上 理 讲 复合 沿 没 微分 法 , 暗 匡 数 微 
分 法 及 襄 阶 偏 量 ) 牙 不 上 上 他 和 数 的 应 用 方面 大 曲面 的 团 平 面 及 测 数 动 
极 得 等 问题 . 


§12.1 一 般 概 念 


市 知 现 在 为 止 .我 们 所 讨论 的 对 象 部 是 一 元 函数 y = (x), 就 是 说 
诊 笋 只 依赖 于 一 个 自 变量 +， 在 很 多 自然 现象 以 及 实际 问题 中 , 变 馆 > 
问 的 对 应 关系 不 是 依赖 于 一 个 自 变 量 而 是 依赖 于 几 个 自 变量 的 ， 例 如 
理想 气体 的 体积 5 与 温度 下 成 正比 , 而 与 压力 旋 成 反比 ,它们 之 间 的 关 
系 由 下 面 的 公式 给 纪 ， 

= 全 (RR 是 常数 ) 

又 如 三 角形 的 曾 积 依赖 于 三 角形 的 两 馆 bc 及 这 两 边 的 夹 角 和 4 

它们 之 间 的 关系 是 
红 一 广 pc sin A. 

在 这 一 章 里 ,我 们 一 般 以 讨论 两 个 自 变量 的 情形 为 主 , 因为 我 们 稍 

迟 就 可 看 到 , 函数 的 微分 法 从 一 个 自 变量 推广 到 两 个 自 变 量 , 在 原则 上 


要 出 现 一 些 新 的 东西 ,而 从 爽 个 自 变 量 推 广 到 三 个 自 变量 或 % 个 自 变 
《707 
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量 ， 就 无 原则 上 的 不 同 , 只 是 属 十 技术 性 的 推广 和 而已。. | | 

如 同 我 们 用 节 轴 上 的 点 来 麦 示 数 得 z 一 样 ,我 们 也 用 rzOzy 平 面 上 的 
点 了 (x ,四 来 表示 一 对 数值 zx: 扣 也 , 沿用 儿 何 尺 语 ， 我 们 说 如 维 窜 
闻 内 一 点 PCE,T2…,Tn), 识 是 家 注 一 组 加 个 区 全 Te 像 平 而 | 
受 空 间 内 一 样 , 设 己 (77a Ta 及 Qt 为 和 4 维 空间 中 二 点 ， 
规定 线段 PB@ 的 长 (或 点 了 P,@ 问 的 距 启 ; 

PP 人 = VO a a), 

比照 … 元 国 烤 ,二 元 男 数 的 定 六 可 所 说 戌 为 ， 当 变量 xy 和 代表 的 峭 
P(X,V) 在 平面 的 某 一 部 分 驶 上 玛 划 一 位 瘟 旦 , 亚 盘 zs 依照 其 一 法 则 诸 
一 个 或 多 个 确定 的 数值 与 之 对 应 , 则 达 叫 做 受 。 ” 揭 函 数 , 而 工 .z 叫 做 自 
变量 ， 变 量 = 是 变量 了 、 的 国 数 这 一 事实 站 这 已 作 过 一 AX ,或 条 
记 作 z 二 A(P). 

如 果 在 平面 上 某 一 点 PY, , 光 雪 六. 让 打 博 定 的 对 应 值 , 就 说 卫 
数 在 该 点 是 有 定义 的 ， 平 面 土 使 画 数 LX ,让 和 有 定 义 的 一 切 点 的 全 体 , 叫 
敌国 数 的 定 愉 域 .. 

例如 函数 z = 三 Itz 十 所 的 定妆 域 为 适 台 +z>0 的 点 , 即 在 直线 
十 #. 二 和 之 上 方 的 点 ， 所 以 这 泉 牧 的 定义 域 是 闪 个 平面 。 叉 例如 函数 
名 二 arc sintx? 十 y 的 定义 域 为 通 合 xr? 二 y? 专 1 的 点 ， 即 贺 膨 
xz 十 ga 二 工 上 及 其 内 部 的 点 . 

对 于 一 元 函数 , 我 们 总 假定 它 在 某 个 区 癌 (Ce, 站 上 有 定义 而 加 以 讨 
论 . 对 于 二 元 函数 , 我 们 也 作 类 似 的 限制 ,就 是 假定 它 在 平 而 的 某 一 区 
域 上 是 有 定义 的 。 所谓 区 域 < 平 天 的 ), 指 的 是 而 一 条 曲线 或 几 条 曲线 所 
围 成 的 平面 上 的 一 部 分 .例如 , 棋 陋 形 . 矩形 . 局 形 .第 一 象 描 . 两 山 围 成 
的 环形 等 等 , 都 是 区 域 ， 恕 困 区 域 延 仲 到 无 限 远 钼 , 就 称 这 区 域 是 无 界 
的 ， 和 否则 的 话 , 它 益 可 以 被 包围 在 一 个 以 原点 日 为 中 心 而 半径 适当 大 
的 圆 内 , 这 样 的 区 域 称 为 有 界 的 。 国 成 区 域 的 地 线 叫 做 该 区 域 的 边界 . 
连同 边界 在 内 的 区 域 叫做 说 区 域 , 不 包括 这 界 的 区 域 叫做 开 区 域 . 


Ti ee 


ri rp Fermi ee 


2 数学 分 析 { 污 } [第 二 篇] 
在 没有 必要 区 别 开 或 闭 的 场合 下 , 我 们 就 说 区 域 。 通 常用 字母 五 表示 一 
个 区 域 ， 在 上 面 所 举 的 例子 中 , 出 不 等 式 x 十 y >0 确 定 指 区 域 是 无 界 开 
区 域 , 而 由 不 等 式 r* 十 y"<1 确 定 的 区 域 是 有 界 
闭 区 域 ， 所 谓 一 点 的 邻 域 ， 是 指 以 该 点 为 中 心 
次 一 直 圆 形 开 区 域 ， 区 域 史 内 的 点 世 简称 内 点 ， 
它 与 忆 的 边界 上 的 点 的 区 别 是 :如 己 为 内 点 , 则 
必 存 在 尸 的 一 邻 域 完全 包含 在 万 内 (图 12.1), 如 
卫 为 边界 点 ， 则 不 论 忆 的 邻 域 怎样 小 , 必 同 时 含 
有 成 内 的 点 及 口外 的 点 , 组 12.1 

我 们 曾经 利用 平面 吉 角 坐标 系 囊 示 一 元 函数 y = f(x} 的 图 形 , 一 般 
说 来 , 它 是 平面 上 的 一 -条 曲线 ， 对 于 二 元 函数 z 一 f(x,y) ,我们 项 要 用 
空间 直角 坐标 系 来 妻 示 它 的 图 形 ， 为 此 , 设 函 数 在 YOy 举 标 面 上 某 一 区 
域 琅 内 有 定义 ,并 在 万 内 取 一 点 疡 (y,2), 由 函数 关系 z 二 xz, 妇 求 出 函 
数 对 应 的 数值 xz, 于 是 空间 的 点 叶 {zr,y,z) 与 石上 一 点 已 (y, 轨 对 应 。 当 
点 Px,y) 在 口内 变动 时 ,点 导 (x,y,z) 就 在 空间 变动 ,一般 说 来 , 它 的 轨 
让 是 一 曲面 。 因 此 , 二 元 函数 可 用 一 个 曲面 作为 它 的 几何 表示 , 这 就 使 
得 我 们 对 于 二 元 函数 育 可 能 从 几何 直观 更 明显 地 认识 它 的 分 析 性 盾 . 

例如 , 根据 空间 解析 几何 ,线性 函数 
=art+ébytitc 


表示 一 个 平面 ， 叉 如 函数 
了 = 十 Ya 一 3 一 扫 。{ 即 2? 十 32 十 g2 一 4 

表示 中 心 在 原点 半径 为 a 的 球面 、 它 的 定义 域 显然 是 贺 形 闭 区 域 

Dr 4, 在 中 内 一 点 ， 函 数 有 两 个 值 对 应 ， 一 取 禄 号 前 的 正 导 ， 

一 取 根 号 前 的 负 号 ， 因 此 ， 这 是 多 值 函 数 ， 取 正 号 的 单 值 支 表示 上 于 

球面 ， 取 负 身 的 单 值 支 表 示 下 半球 面 .以 后 我 们 对 于 二 充 画 数 

二 f(x, 胡 除 男 作 声明 外 , 总 假定 它 是 单 值 的 (如 上 例 的 多 值 函 数 ,我 


:第 十 二 章 ? 多 元 函数 的 微分 法 及 其 应用 这 
们 可 分 别 取 它 的 单 值 支 加 以 考虑 ). 


$12.2 二 元 序数 的 极限 及 连 续 性 


现在 来 诺 二 元 消 数 z = f(x, 四 的 极限 概念 , 就 是 当 吉 变量 x ze， 
y= go， 即 点 P(x， 9) P(xo, go)， 床 即 点 己 到 五 。 的 枉 离 

| p=V(x~ ro (yy) i+0 
时 , 函数 z = Ar, 切 的 极限 意义 ， 设 函数 z 二 f(x, 引 在 点 Potxo,y0) 的 
某 一 邬 域内 是 有 定义 的 (在 点 书画 数 可 以 没有 定义 , 因为 我 们 这 时 不 考 
虐 在 该 点 的 函数 值 ), P(z , 妇 是 邻 域 内 的 任意 一 点 , 如 果 当 点 已 以 任何 方 
式 无 限 接 昕 于 点 请 时 , 函数 的 对 应 值 f(x,y) 无 限 楼 近 王 一 个 定数 A， 
我 们 就 说 数 4 是 函数 /(x,y) 当 x 一 x0, 5 一 yo 或 0 一 0 时 的 极限 ， 上 面 的 极 
限定 义 , 也 可 精确 地 叙述 为 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 e， 都 存在 着 与 它 
对 应 的 正 数 8, 使 得 适合 不 等 式 0<yr 一 fo 十 (y 一 之 8 的 一 切 点 
P(x,y) 所 对 应 的 惠 数 值 /(x ,四 , 都 潢 足 不 等 式 

|Flx,0)— Al<e, 
这 里 妈 是 一 个 定数 , 则 4 就 叫做 函数 z = f(x ,#1 当 X 一 Xo,# 一 yo 或 
p=y(r—xo0 tly — yo) 一 0 


时 的 极限 ， 记 作 
FAT) 二 A 或 6 时， (x, =A. 


我 们 必须 注意 所 谓 极 了 腿 存 在 ， 是 指 Plr,#) 以 任何 方式 趋 近 于 
已 (rogoi， 面 耳 数 都 趋 近 于 4.。 因 此， 如 果 P(x,#) 取 某 一 特殊 方式 ， 
例如 兴 着 平行 隆 华 标 轴 的 一 条 直线 或 沿 着 某 一 条 昌 煞 而 趋 近 于 
疡 (zagm， 即 使 这 时 函数 趋 近 某 一 确定 值 , 但 我 们 不 能 断定 函数 的 极限 
奔 在 ， 现 用 下 面 的 例子 来 说明 这 种 情形 . 

考察 沙 数 


归 党 分析 ( 续 ) [第 二 算 ] 


{x,y 不 同时 为 堆 )， 
tr 二 y= 二 人 0. 


旺 然 , 当 点 已 (7 , 幼 请 工 轴 赵 近 计 点 (9 从 时 
lim f(x,0 = 


* 当 六 P(X ;2) 沿 yy 辅 趋 近 于 点 40, 们 时 
i lim A(0, #) 三 站 


虽然 上 面 两 个 特殊 方式 的 极限 存在 并 且 相 等 , 但 极限 lim7(z ,是 
Ei 


2 
f(x 9) = | TY 
2 0 


不 存在 的 ， 因为 如 时 当 点 (x, 四座 着 直线 y = 地 而 赵 近 于 点 (0 站 时 


. XYy 
, 吾 ， T+ 

它 是 随 着 家 线 的 斜率 的 不 同 曾 改变 其 数值 的 . 
极限 存在 时 ,有 下 面 简 单 的 几何 意义 ， 因 为 当 点 P(x, 四 在 轩 内 时 
( 回 必 除外), 0<(r 一 zx0) ?十 (yy 一 go) ?之 82 就 有 不 等 式 |7(x,y) 一 A|<s, 


印 


= lim = Tr 4 


A—e<ir <Ate, 
所 以 极限 的 几何 意 头 龙 ， 在 该 贺 形 区 域 上 的 一 部 分 曲面 z = (x, 四 少 
落 在 两 个 平行 平面 z 二 A 一 < 及 z= 有 Ate 之 间 . 

明白 了 极限 的 概念 , 就 不 难 讨 论 阔 数 的 连续 姓 的 问题 。， 设 孙 数 z 二 
f(x,) 在 区 域 吕 内 有 定义 ,并 设 Polxo,g0) 是 品 的 一 个 内 点 , 考虑 完全 含 
证 如 内 的 户 的 一 个 邻 域 内 的 各 点 了 P(x, 办 外 ,我 们 给 出 函数 在 点 马 为 连 
续 的 定义 恕 下: | 
如 果 当 z 一 Yez 一 加 时 函数 的 极限 存在 ， 即 jimA(z,2) 一 人 4 并且 


到 一 站 


中 如果 吓 是 局 的 边界 点 ， 我 们 只 省 壤 它 的 邻 域 与 咯 的 公共 郑 分 ， 上 的 备 点 了 P(x 这 . 
坚 节 贸 界 点 的 锋 丈 规定 , 一般 忆 讨论 六 的 内 下 为 淮 ， . 
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极限 值 4 就 是 函数 在 点 P(Xo,vo) 的 函数 值 : 

lim f(x,8) = fxo yo), 

起 


我 们 就 说 西数 f(x,y) 在 点 P; 是 连续 的 ， 

粗略 地 说 , 函数 在 点 轧 连 续 , 就 是 函数 在 该 点 的 函数 值 与 在 其 邻近 
的 各 点 请 的 沙 数 人 之 间 相差 很 小 ， 也 就 是 当 忆 与 Ps 的 距 商 趋 于 零 时 ， 
差 值 所 一 f(xe,g0) 亦 趋 于 零 . 

如 果 函 数 在 区 域 D 内 各 点 都 连续 , 就 叫 函 数 在 DD 内 连续 ， 连 续 函 
数 的 图 形 是 一 个 无 孔 阶 . 无 裂 锋 而 编 密 的 曲 面 . 例如 连续 函数 


z= V1—r—y 
的 图 形 是 上 半球 面 . 
函数 的 不 连续 点 就 叫 间断 点 。 上 面 已 经 讨论 过 的 函 教 
.人 2 (zy 不 同时 为 堆 )， 
-| 
0 (r=y=0 


在 点 (0, 入 的 极限 不 存在 , 所 以 该 点 是 函数 的 一 个 间断 点 , 二 元 函数 的 疗 
断 点 可 以 形成 一 条 曲线 , 例如 男 教 


总 二 sin ra iT 
在 图 周 x 十 y? 二 1 上 没有 定义 , 所 以 圆周 上 各 点 都 是 间断 点 . 
在 $ 3. 3 中 所 于 述 的 关于 在 闭 区 间 上 一 元 连续 函数 的 最 大 值 与 最 小 
值 定理 以 及 介 值 定理 , 多 元 函数 也 有 类 位 的 性 质 : 
,1 在 有 鼻 闭 区 域 D 上 的 多 元 连续 辣 数 ， 在 该 区 域 上 至 少 取得 它 的 
时 大 慎 和 景 小 值 各 一 次 。 这 就 是 说 ,在 六 上 至 少 有 一 点 瑟 及 一 点 瑟 , 使 


| 得 fF(Pi) 为 最 大 值 而 了 也 2) 为 最 小 值 : 


AP)<HP)}<f(P)，( 点 P 在 D 上 )， 
2” 在 有 界 闭 区 域 上 的 多 元 连续 函数 如 果 取得 两 个 不 同 的 重 数值 ， 
则 它 在 该 区 域 上 取得 介 于 这 两 个 值 之 章 的 任何 值 至 少 一 次 .特殊 地 ， 
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恕 泉 疡 是 在 函数 的 最 小 值 玉 和 最 大 值 闻 之 间 的 一 个 数 ， 则 在 上 上 至 少 有 
一 点 旬 , 使 得 f(@) = 此. 

在 3 2,5 及 $ 2.6 中 讲 过 的 关于 无 穷 小 的 定理 及 由 其 导出 的 极限 运 
算法 则 对 于 多 元 函数 仍然 适用 ， 根 据 报 腿 运算 法 则 ， 我 们 同样 可 以 证 
有 明 关 于 多 元 连续 函数 四 则 运算 的 定理 | 

3” 连 续 函 数 的 和 , 差 . 积 均 为 连续 函数 ， 在 分 母 不 为 零 处 , 连续 函数 

再 者 , 关于 多 元 复合 明 数 的 连续 性 的 定理 也 可 陈述 为 

4 连续 函数 的 复合 函数 是 连续 函数 ， 

读者 不 妨 取 一 次 复合 的 情形 按照 83.5 方 法 加 以 证 明 ， 例 如, z = 
六 0 是 v0 的 连续 函数 而 中 间 变 国 w= g(x,g) .2 二 (zr,y)、 
避 二 wlX,2) 是 自 变 量 x,y 的 连续 函数 , 则 复合 函数 z = fg,p,w) = 
(x, Vy 是 I、5 的 连续 琶 数 . 

跟 一 元 的 初等 炒 数 一 样 , 多 元 初等 函数 也 是 可 由 一 个 分 析 式 子 所 表 
示 的 钞 数 , 而 这 个 分 析 式 子 是 自 变 量 ( 如 Xx、y 等 ) 及 常数 利用 基本 初等 函 
数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 以 及 有 限 次 的 函数 复合 步骤 而 形成 的 ， 

根据 上 面 两 个 定理 (定理 了.4), 我 们 有 

5 ”一切 和 多 元 初等 画 数 在 其 定 光 区 域内 各 点 处 都 是 连续 的 ， 

虫 于 多 苑 初等 汪 数 的 连续 性 , 它 在 一 点 Po 的 级 限 什 ,只 要 这 点 PP 
在 此 函数 的 定义 区 域内 , 则 极限 值 就 是 函数 在 该 点 的 函数 值 ， 

i AP) = AP). 


812.3 偏 导 数 


我 们 现在 要 开始 讲 多 元 函数 的 微分 法 。 回 忆 到 一 元 函数 的 导数 是 
函数 的 增 量 与 自 变量 的 增 量 的 比 的 极限 , 我 们 不 难 建立 偏 导数 的 概念 . 
设 话 数 z = f(x, 办) 在 某 一 区 域 马 内 有 定义 ,并 设 Pi(xro go 是 也 的 一 个 
内 点 ， 考 处 忆 的 某 一 邻 城内 纵 标 为 yo 的 一 切 点 P(r,yo) = P(xot Ax， 
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zyo) ,就 是 限制 点 忆 只 在 xOy 平 而 的 直线 y 二 如 的 一段 上 变动 ， 如 条 这 时 
一 元 函数 f(x ,yo 在 点 x = Ye 有 导数 , 就 是 说 ， 存在 极 申 

(ro AX, ¥ ) 一 fxo, yo) 
lim 区 Nr (1) 


点 宇 一 站 
则 这 极限 什 叫 做 函数 z 二 f(x ,办 在 点 (Xo0,26)} 对 工 的 篇 导数 。 通常 采用 
记号 


ls ie 


SF Or 


来 表示 这 个 偏 导数 ， 例 如 , 极限 (1) 可 以 表 为 


， (ze 十 AL 一 Frog) 
fr{xo,y0) = lim A 2 (分 
类 似 地 , 茵 数 在 点 (xo,99) 对 于 y 的 偏 导数 就 定 久 为 下 列 极限 
二 (xovot A /roy) 
万 (Yo 加) lim Ay . (3) 


如 果 我 们 引用 变化 率 的 概念 , 由 (2)、{(9) 所 定义 的 偏 导数 可 以 说 成 是 
函数 洪 着 两 个 特殊 方向 , 即 一 平行 于 工 轴 另 一 平行 于 y 轴 的 菌 数 的 变化 
率 ， 

设 函 数 在 区 域 口内 每 一 点 (x,y) 都 有 偏 导 数 声 (x ,9g), (x,y)， 则 这 
两 个 偏 导数 在 DD 内 一 般 也 是 二 元 函数 , 它们 叫做 f(x,y) 的 偏 导 务 数 , 通 
常 简称 为 偏 导 数 , 并 记 作 


侨 侨 外 六 或 下 下 所 za 人 


至 于 实际 求人 Ax,y) 的 偏 导 数 , 并 不 需要 新 的 方法 , 因为 这 里 只 有 一 


个 变量 在 变动 着 , 另 一 个 变量 是 固定 闭 的 , 所 以 仍旧 是 一 元 函数 微分 法 . 


的 问题 ， 求 就 时 把 y 叔 看 作 党 数 而 对 求 导数 ， 求 六 时 把 x 叔 看 作 


常数 而 对 3 求 导数 .多 于 两 个 自 变 量 的 情形 与 此 类 似 ， 
例 1， 求 z 二 x 十 3xy++y 定点 (1, 2 的 偏 导数 . 
解 把 y 看 作 常 数 , 得 
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2 _ . 

把 x 和 达 作 常 笋 ,得 
5 ， 
Dy x 二 2y. 


形 将 (1, 四 代入 上 面 结 乐 中 , 就 得 在 点 (1, 2) 的 偏 导数 


中 | =2-1+3:2=8, 
沁 


3 og 
| 3.T 十 2 一 人 了. 
站 一 人 


例 2. 求 吉 一 了 2Sin2o 的 仿 芝 数 . 


解 经 = 2xsin2y, 学 = 2 CoS 2y. 


例 8. 求 y 二 VX? 二 yi <” 的 编导 数 . 
解 ” 把 y 和 之 看 作 常数 ,得 


OF _ 工 半 


Or rty a 


类 位 则 ， 


Or 了 


oy 7 


一 元 函数 zz = /f(x,y) 在 点 (xo， 


QF _ 


Og 2 


加 ) 的 篇 健 数 有 下 述 简 单 的 几何 意义 ， 
设 有 (zc 天 (Yogo 门 为 曲 面 2 二 
xz,3) 上 的 一 点 ,过 形 作 平面 y = 
to, 截 此 划 面 于 一 曲线 , 其 方程 为 z = 


f(x), 则 导数 -站 -f(xogo) | 即 


偏 导 数 产 (zxogoy 是 这 曲线 在 点 上 村 的 切 
线 型 7 对症 辕 的 图 率 ( 即 切线 于 7 与 


工 币 所 成 闫 第 的 正切 ?。 同 样 , 偏 导 数 户 (Cro,yol 是 出 面 波 平面 [二 xo 所 截 
成 的 曲线 在 点 形 的 切线 昌 T 对 y 轴 的 斜 宁 ( 见 图 12. 号 ， 

最 后 . 可 以 注意 一 个 事实 我 们 知道 如 果 一 雹 是 数 在 基点 有 导数 ， 
刚 它 在 该 点 必然 连续 ， 对 十 多 元 函数 来 说 , 即使 各 仿 导 数 存在 也 不 能 保 
证 国 数 这 线 ， 例 如 , 曙 监 

不同 叶 为 由， 
0 (x =#=0) 

企 点 让 ,站 村 及 村 上 的 偏 屋 数 均 为 替 , 但 我 们 在 前 革 已 经 开 到 这 孙 数 
在 点 (0. 人 0 并 不 连续 ， 从 此 也 可 看 出 ， 把 y 看 作 常 数 , /x, 办 是 x 的 连 线 
函数 ; 把 看 作 常 歼 ， 它 又 是 的 选 续 画 数 ， 但 作为 一元 好 数 , 它 在 点 
(0, 外 并 不 连续 . 


$12.4 全 增 量 及 全 微分 


设 霄 监 忆 = FE 在 一 点 已 tr 四 的 某 一 名 战 内 有 定义 , 并 设 
PlrtAr,v+ an) 
为 这 邻 域 凡 任意 一 点 ,出 在 这 冰点 的 国 数 倩 之 次 
Az= Af(r DN= /r+tAr YH A — /A(r,y) (1) 
叫做 函 粮 在 点 局 对 谱 后 自 变 记 的 增 量 和 x、 Aj 的 全 增 量 ， 
姐 果 假定 国 数 在 点 己 连 续 , 显然 , 当 亚 到 六 前 列 离 
ov(Ar) tA: 0 
时 , 全 赠 最 Asz 一 0. 一 般 说 来 ,全 增 莉 Az 是 Ax, Ay 的 很 揽 杂 的 耳 数 . 
因此 , 与 -一元 函数 的 情形 一 祥 , 我 们 希望 用 自 变 贡 的 增 量 Ax, yy 的 线性 
卉 数 来 近似 地 代 蔡 函数 的 增 量 A z， 就 是 希望 从 、z 中 分 出 线 往 部 分 ， 
使 得 其 余部 分 是 比 o 较 高 阶 的 一 个 无 穷 小 , 即 


Az= A-Ari+B:Ayto'o, (2) 
其 中 4A, 8 是 不 依赖 于 Ax,、 Ay， 而 w 是 依 驴 于 AX,BA5y 约 ， 且 当 p= 必 
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和 于， 必 一 个， 
我 们 首先 证 明 ， 如 果 (2) 式 成 立 ， 则 范 数 z 二 二 f(xX ,四 在 扣 :的 


偏 导数 名、 名 必 存 在 , 并且 4 = 颖 、 B= 吾 . 


因为 (2) 式 对 于 任 章 Az ,点 3 都 庶 成 立 , 当 4&z = 0 时 也 应 成 立 , 这 时 
2 二 | 太 x1, 所 以 {2) 式 成 为 
FTF ATD— Ar) = A Az+w lAxl. 
两 边 备 除 以 Xz, 再 令 妨 xX 一 0 而 取 极 限 , 并 注意 ww 一 10, 我们 就 证 得 
Jam At 2 一 ACE a 


因而 偏 导数 .92 存在 ， 且 等 于 4 同样 可 证 BB = EE 
由 此 可 见 , 如 果 ( 分 式 成 立 , 其 线性 部 分 必然 是 唯一 的 形式 


于 是 , 我 们 给 对 这 个 式 子 (3) 以 下 面 的 
定义 设 画 数 z = f(x， 小 在 点 P(x,) 具 有 篇 导数 3 oz 和 全 如果 


AZ、AyY 的 线性 式 子 [3) 与 式 子 (T) 的 As 之 姜 当 p = V CT 一 
0 时 是 一 个 比 p 较 高 阶 的 无 穷 小 ， 则 这 个 线性 式 子 叫做 函数 f(x,y) 在 
点 五 的 全 微分 , 记 作 d (或 4 放 ): 
ds = Ar tay. (4) 

当 函 数 z = f(x,) 在 点 P(x,y) 处 的 全 微分 存在 时 , 称 这 函数 在 点 
P(x,y) 处 可 微分 ， 如 果子 数 在 一 个 区 域 吕 上 各 点 处 均 可 微分 , 则 称 这 范 
数 在 DD 上 可 微分 . 

对 于 一 元 函数 , 我 们 知道 画 数 的 导数 存在 , 它 的 微分 即 存在 .但 对 于 
多 元 函数 , 情形 就 不 同 了 , 显然 偏 导数 的 存在 是 全 微分 存在 的 必要 条 件 ， 
但 并 不 是 充分 条 件 ， 例 如 , 函数 
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Ea (x,# 不 同时 为 零 )， 
rn -| 十 


0 (x=y= 人 0) 
在 点 (0, 0) 条 偏 导数 .六 0, 0) = 0, 5(0, 9 = 0， 所 以 (3) 式 之 值 为 符 ， 因 
此 A z 与 (3) 式 之 差 就 是 A = 的 本 身 : : 


Az= (MAX,AN)— fA(0,0) = 


如 果 考 谍 点 王 沿 着 直线 zy 二 趋 于 (0 由, 则 
应 这 TA 太 X' 息 1 


AD ”TAA 
它 不 能 随 p -0 而 趟 于 0， 刀 函数 在 虚 (0, 0) 是 不 可 微分 的 . 
但 是 ,如 果 更 假定 候 导 数 连 续 ( 这 也 是 通常 的 情形 ), 便 可 保证 全 微 
分 的 存在 , 即 我 们 可 以 证 明 下 面 的 


定理 假定 西数 z = 7(z ,的 偏 导数 2、 经 在 点 P(x,y) 连 续 , 则 


函数 在 该 点 具有 全 微分 , 也 就 是 函数 在 该 点 是 可 微分 的 . 

证 “因为 我 们 眼 于 讨论 在 某 一 区 域内 有 定义 的 函数 . 现在 既然 假定 
偏 导数 在 点 (zx, 连续 , 就 含有 偏 导数 在 该 点 的 某 一 令 域 内 必然 存在 的 
意思 (以 后 几 是 说 到 偏 导 数 在 其 一 点 连续 均 应 如 此 理解 ), 设 点 (zx 十 AX， 
yy 十 Ay) 为 这 分 域内 任意 一 点 , 并 考虑 函数 的 全 增 量 

Az= f(x+ArgytA)— Ar) 

{x+ ArytAn— /ry tt Av tr,y t+ Ay) 
—fF(r,0)]. 
在 第 一 方 括号 内 的 差 , 由 于 y+Ay 不 变 ， 因 而 可以 看 作 芭 政变 为 
工 十 AX 时 一 元 函数 (x,y 十 入 引 的 增 量 ， 于 是 ,应 用 拉 格 彰 自 中 值 定理 
(5.1), 得 
Flr+ ar ytAnD— Fr yt a= fArith Ar vt arar 
人 0 过 而 二). 
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文 依 假 设 , 所 (7, 引 ) 在 点 (7x, 四 连续 , 故 上 式 可 以 写 为 

FrtAr ytay)— fr yt A = f(r Ar+t+er- Ar, (5) 

其 中 si 为 Ar.Az 的 函数 , 当 Az 一 0、Az 一 0 时 ,ci 一 0 
间 理 可 证 第 二 方 括号 内 的 差 是 
fr A Ar) = fv) yt es BY, (6) 

其 中 es 为 Ag 的 函数 , 当 A y=0 时 , ez 一 0. 

合并 (5)、(6), 可 见 在 偏 导数 连续 的 假定 下 增 量 & z 可 以 表 成 
AZ= f(r DNATAr VAYHE Ar+esr Ay, (7) 
令 . 


上 式 可 写 汶 
Az= 狗 Art+ 儿 Aytwp (p =Ar) +(AYY). (7) 
易于 看 出 的 绝对 值 . 
| 可 = er er | <lel+lea 


是 随 Ax 一 0, 和 7 一 站 即 随 o 0 而 趋 近 于 零 的 . 
这 就 证 明了 


dz 至 Arz+ 又 Ad 


oy 
的 确 是 函数 在 点 P(x,y) 的 全 微分 , . 
我 们 把 自 谈 量 x 的 微分 认为 就 是 函数 z 二 x 的 微分 , 网 根据 {4) 式 


dr = da= 各 4Az+ 吾 Az=1， Ax+0:Ay= Ax: 


同样 
dy = Ay. 
是 ,函数 < 忌 二 f(x ,四 的 全 微分 可 以 写 为 习 懂 上 采用 的 形式 


dz 
az = 三 南安 + 经 《93) 
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上 式 右 边 的 第 一 项 是 销 数 对 的 偏 导 数 与 自 变量 工 的 微分 的 乘积 ， 
第 二 项 是 对 y 的 偏 导数 与 自 变 量 y 的 微分 的 乘积 , 我 们 分 别 叫 它们 基本 
数 在 点 (z, 切 对 xz 及 对 3 的 偏 微分 , 于 是 , 全 微分 dz 就 是 这 两 个 偏 微分 之 
和 | : 
一 元 函数 在 一 点 的 微分 是 函数 所 表示 的 曲线 在 该 点 的 贸 线 的 纵 标 
的 对 应 增 呈 (对 应 于 自 变 量 的 增 量 和 x)， 类 似 地 ， 可 以 说 明 二 元 函数 
= f(z, 办 在 一 点 的 全 微分 是 函数 所 表示 的 曲面 在 该 点 的 所 谓 切 平面 
的 立 标的 对 应 增 且 (对 应 于 自 变量 的 增 量 Ax、Ay)， 为 此 , 考虑 通过 曲 
面 z = 产 Y, 约 上 的 一 点 好 4rogosq 的 平面 方程 
号 一 0 一 Frlro,yo) {xr — Xo) + f(ro, we) Cy — pio). (9) 
显然 , 这 平面 是 由 两 条 切线 (参看 图 12. 2 及 图 12. 3) 
一 Yo, 


MT 
™ 和 Zr = Fr(To yo (rT ~— To) 


Vz— zo = folro, yo (y — 0) 

所 定 出 的 ， 我 们 暂 叫 它 为 曲面 在 点 M(xote,z) 的 急 平面 . (在 812.8 
将 看 到 那里 所 定 文 的 切 平 面 就 是 这 
个 平面 ) .用 Ax、Ay 分 别 表示 
kK—Xo, yg—yo, 即 Ax =i—ro, 
Ay 二 y 一 yo 可 见方 程 人 W 的 右边 是 泡 
数 在 点 (xo,g0) 的 全 微分 dz, 而 方程 


的 左边 是 对 应 于 自 变量 的 增 量 

Az .Ag 的 切 平面 的 立 标 的 增 量 . 2 
这 就 说 明了 全 微分 的 几何 意义 是 切 

平面 的 立 标的 对 应 增 量 . 在 图 12. 3 Res ss st ay) 
上 线段 KN 表示 dz。 当 |Ax|.1A sgl 图 12.3 


很 小 , 用 全 微分 d 近 似 地 代替 函数 的 增 量 Az( 在 图 12. 3 中 线段 EM' 表 
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示 Az), 在 几何 上 说 来 就 是 用 切 平 面 上 在 两 点 (3o 十 和 YX ,go 十 站 四 )、 (xo, 
yo 的 立 标 之 差 KN 代 赫 曲 面 上 在 这 两 点 的 立 标 之 差 KM". 

由 于 多 元 哨 数 的 全 微分 具有 与 一 元 函数 的 微分 相 类 伺 的 特性 , 不 难 
知道 它 在 近似 计算 以 及 误差 估计 上 也 应 起 着 同样 作用 ， 在 这 方面 我 们 
不 再 讨论 , 只 举 二 例 于 下 , 

例 1， 求 V2.03)7 寺 (1.973 的 近似 值 ， 

解 村 计算 的 值 可 以 看 作 函 数 z = f(r,y) = Yr? 十 让 主 x 二 2.02. 
二 1.97 处 的 值 . 显然 , f(2,2) = 2, 若 可 取 Y 二 2, 24 二 .AX = .02 
Ay 二 一 0.03. 先 算出 A z 的 近似 值 4z: 

dz = 厂 (2.2) AT+AIN 2 AY 


22 .22 
~ 3+ yt 003) 
C4 
9 二 —0.00333. 

机 而 下 计算 的 值 ， 近似 等 于 2 十 [一 0.003331 = 1.99667. 

例 2， 设 以 秒 摆 测 重力 加 速度 g 时 其 结果 如下， 摆 长 1 = 100 土 
0.1 厘米 ,周期 工 = 2 土 0.004 秘 , 问 i 与 全 不 准确 而 引起 的 g 的 误差 
为 何 ? 


or) 


故 


lels4o 史 上 区 1+| 壬 | em 
ax (时 + 全 0 -004) = 0.5z* 厘 米 / 逢 yz 
即 因此 所 引起 的 g 的 误差 为 0.5x? 厘米 /种 2。 


$12.5 方向 导数 


我 们 说 过 偏 导数 癸 、 闵 是 画 数 /(z,) 沿 蔷 平 行 于 坐标 轴 的 两 个 特殊 
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方向 的 变化 率 ， 郑 末 沿 着 其 他 方向 函数 的 变化 率 如 何 ? 这 就 是 我 们 现在 要 考 惠 的 问 
题 . 

设 画 孝 z 二 f(r,y) 在 点 P(x, 四 的 某 一 邻 域内 是 有 定义 的 , 自己 引 有 
向 家 线 PH 与 x 轴 的 正 向 成 人 第 &, 并 设 Ptr 十 AX,# 十 二 四 为 PH 上 的 忆 的 
一 个 邻近 点 (图 12). 试 考 虑 函数 的 增 量 /rt+Axy+Aw) 一 f(x, 与 
PP’ 两 点 间 的 距离 p=vAxrzs+Aa 所 的 比值 , 当 户 沿 着 家 线 PY 而 趋 近 
于 户 时 , 如 轩 这 个 比 的 极限 存在 , 就 是 这 极限 态 是 
函数 在 点 己 沿 着 方向 & 的 方向 导数 , 记 作 


六 =lim f{x+ hr, 2 人 


1) 


J 如 时 务 数 /Cr， 四 在 点 P(x 2 是 可 微 
分 的 , 则 在 该 碟 八 没 任 一 方向 a 的 方向 导数 均 存 
在 , 其 值 为 

人 


= cos a+Msin 立 . {2) . 
证 报 所 汪 是 可 所 和 的 人 定 ,本 名 和 增生 可 以 家 这 为 
frit Aryt a — ry) = 如 Az+ 如 ay+ Op 


Ey 
(w=0, 当 p 一 0 时 ). 


图 12.4 


两 边 各 除 以 p, 得 
fr A AD- rN & Ar | af Ay | 
p Br pe 6 
of of 


去 二 和 084 十 部 simne 十 中 
当 p 王 0 时 , 因 折 一 0, 帮 证 得 方向 导数 存在 且 其 值 沪 
六 一 Sfcosa + 型 sina 


例 设 由 原点 到 点 ( 工 , 几 的 矢 径 r 二 yxy 与 x 轴 的 正 启 成 角 8, 则 


名 = 二 cos 8 名 一 革 =sin a. 
于 是 , 晤 数 > 沿 方向 4# 的 方向 导数 是 
dr 


记 一 costcosa 十 sinBsine = cos(P— 2). 


特别 地 , 当 5 = 8 时 , 可见 沿 着 矢 稻 本 身 方向 的 方向 导数 为 1: 而 当 a = 8 二 于 
时 ,可见 沿 着 与 矢 径 委 直方 向 的 方向 导数 为 零 


信 得 注 意 的 是 在 公式 (3) 中 当 @ =0 玉 三方 3 时 相应 的 方 疝 导 教 为 


这 就 是 说 , 在 点 P(x .的 编导 数 -2 是 丽 数 在 沪 点 洛 着 与 基 轴 正 向 平行 的 方向 导数 ， 


而 95 是 函数 在 该 点 滑 状 与 六 轴 正身 平行 的 序 向 导数 ， 可 见 偏 导 数 是 方向 导数 的 特 
冻 信 用 
对 于 三 元 谓 烤 三 了 (XY, 之 ] 来 说 , 它 在 空间 内 一 点 Pix,y,2) 沿 着 方向 #( 设 方 
向 二 的 方向 第 为 @.B, 癌 的 方向 导数 ， 同 拌 可 以 定义 为 
部 . (十 态 二 ,六 十 太 训 十 入 8] 一 站 ,2) 
人 = lim A EN 2 A) x,y - (3) 
其 中 p = yA]?T(Ag)iFiA a Ar =pcona, My =oc08B,Az= pcosy. 


同样 ;也 可 证 明 如 业 钧 数 在 所 考 虚 的 点 是 可 微分 的 , 则 该 浮 数 在 4 方 向 的 方向 导 
数 为 


锋 = = cos a+ cos B+ cos F. (4) 


3 12.6 复合 函数 的 微分 法 


设 通 数 z 二 fl 四 通过 中 间 变 是 wr 二 p(x 及 2 二 J(x, 引 成 为 


x、y 的 复合 函数 ， 我 们 的 问题 是 已 知 缀 .名 、 圣 、- 凌 及 器 、 介 来 


Oz 2 

林 妖 dr oy 
定理 ” 设 函 数 & = p(x ,2 二 (7,) 在 点 (Xx, 拉 有 连续 篇 导数 ,机 
数 z= 开 &, 可 在 对 应 点 (4, 苏 有 连续 偏 导 数 , 刚 复 合 函 数 z = ef ,2)， 
上 (XY, 如 在 点 (zx, 四 有 对 x 及 y 的 连续 篇 导数 并 且 它 们 是 由 下 列 公 式 给 
出 ， | 


dz _ de du + 1 


Ox dx or Tao Ax ’ (1 
四- 上 
Wd to Oy (2 


证 给 以 增 量 Ax, 保 持 y 不 变 , 设 通 数 z= 二 pz, 幼 及 2 一 
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gtx, 扩 的 对 应 增 量 为 A 及 AAV.， 又 由 于 t 的 增 鞭 A ut 及 5 的 增 量 Aw， 
函数 z 二 A{ tw, 奶 取 得 的 对 应 增 量 设 为 A4z, 根据 假定 , 函数 z = /Ww, 匀 
在 点 (tt, 四 是 可 微分 的 ， 于 是 [ 困 2.4 公 式 (7)]、 


Az=-PE A + Avte A utter AUD, 

这 里 , 当 Aw 一 0,Av 一 0 时, 1 一 0, 82 一 两边 各 踪 以 AZ 
AZzZ __ dz A ,0 AV eo AM,., 和 二 
一 AZ 


Axw ,ou Av 


因 太 xX 一 0 时 , A a 一 0, 2 0 并 且 A Br A 


Or ， 
> 所 以 上 式 


右边 的 极限 为 
Os Ou | Oz id 
Ou Or Ww 
从 而 左 过 的 级 限 存在 并 有 等 式 人 1)， 


同 理 , 可 证 公式 (2). 

从 (D、(3 式 的 右边 , 按 连 续 函 数 的 和 、 积 的 连续 性 , 知道 -2 名 是 
连续 的 . 

用 相仿 的 推理 , 不 难得 出 中 间 变 量 或 自 变 量 多 于 两 个 或 少 于 两 个 的 
情形 ， 例 如 , 只 有 一 个 中 酒 变量 的 情形 ， 

号 二 RE 的 而 在 基色 ,2 
则 复合 函数 z 一 f[g{x,y),*,#| 对 自 变量 x 及 y 的 偏 导 数 是 
D2_60 0 0 3- of ou oF 


Br axa x’ Wy du NW: (3) 
二 意 两 区 右边 的 对 及 号 六 部 是 把 fw x,y) 中 的 志 看 作 不 变 的 而 分 别 对 
xz 及 对 yg 的 偏 导数 ， 


更 特殊 地 , 在 只 有 一 个 自 蛮 重 的 情形 下 ， 有 所 谓 全 导数 的 概念 及 其 
名 如果 在 Ax 变 化 过 程 中 取得 基 些 值 时 , A ww = 妈 # 二 0, 可 规定 6, 一 ez 一 0 使 但 这 个 
等 式 仍 然 成 立 { 参 看 § 4.7)， 


也 
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并 数学 分 析 ( 针 [第 = 笠 ] 


求法 的 公式 . 全 如， 
之 三 下 包 包 了 ,中间 变 儿 w= g(t ,v= ww 二 wi); 


则 复合 函数 z = 并 o( 及 ,由 有 ,四 (用 ] 只 是 一 个 自 变 量 守 的 函数 ， 由 于 ! 
的 变化 引起 g(2)、#( 内 、 人 0 内 的 变化 ， 因而 函数 对 t 的 全 部 变化 率 -级 证 


做 全 导数 , 且 
ff 


dt ou dt ud dy dt 
作为 公式 (4 的 特殊 情形 , 设 
Zz 二 A(W,v,t), 中 间 变 攻 w 二 p(w =: (让)， 
则 复合 函数 z = f[ep 人 ,gif), 和 的 全 导数 是 
dz Bf du ol dt ,Of 
dt Bu a dv0 dt 


of 
式 中 学 是 在 f(z, 人 ) 小 把 tt. ov 看 作 常数 对 4 的 全 导数 ， 所 以 上 


数 的 全 部 变化 率 , 而 -2 是 函 教 的 部 分 变化 率 . 


例 世 求 z= esintz 十 切 的 偏 导数 . 
解 令 w=xy, VV 二 十 y,， 则 zz 二 e*sinv, 于 是 


Oz _ 8 Ou 0% Ho 
BX Bw rt Be. Br = e'siny-yt ecosvl 


= evly sinfy 十 的 十 cosfY t+;: 


如 一 经 有 + we K+e costu1 


= ersin(x+y) +costr + y)]. 


(4) 


(85) 


-是 函 


例 2 ， 疼 数 z = FY sj) 通过 站 = ceos =7s 7 可 以 在 作 关 .8 


的 复合 函数 ， 当 了 (xr,y) 有 连续 篇 导数 时 , 证 明 


( 敌 ) + 部)=( 况 )+ 声 ( 禾 ) 
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有 az 
解 or a or Br dt dy sing, 
1az 1rasg ox 和 %|= -六 ,02 
ro 直人 Ho ars ayost. 


两 式 平 方 后 相册 , 出 得 要 证 的 关系 式 ， 
例 3，、 设 = = tt 十 Sin1， 其 中 二 8 和 ,v= cost. 求全 导数 -4 


解 dz _ dz du ,| Oz do O08 一 E 


dt Ou i dr ad ta *e wsintt+cost 
=coste'— e'sint+cost = e'(cost— sint}+cost. 
读者 可 以 用 wv 的 等 式 代入 之 中 再 对 上 求 导 以 验算 上 面 所 得 的 结果 . 
全 微分 形式 不 变性 ”把 公式 (1), (2) 两 边 各 乘 以 dr ,dy 并 边 边 相 加 ， 


得 


= 2 Ou 
dt = Dr Br ty hy) 


十 32( 名 dx 十 dy ) 一 2 dr do. 
因此 ， 无 论 把 函数 z 看 作 自 变量 x、y 的 晴 数 或 看 作 沾 首 变 量 wv 的 函 
数 ， 它 的 全 微分 形式 是 一 样 的 ， 这 叫做 多 元 函数 的 全 微分 形式 不 记性 . 
例 4 利用 全 微分 形式 不 变性 解 上 面 的 例题 1. 
解 (dz = dle’siny) = e'sin vdu t+ ecos vdy, 


其 中 


A = A(TY) = yAdr + xdy, 


代入 后 并 归并 含 民 及 民 的 项 
dz = {ésinv"yt ecos :drtilesiny r+e’cos ody, 
基 


3 dr + 经 如 = ew [ysin(r +y)+costr t+y)]adr 
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一 
十 esin(z 十 好 十 cos( +y)]ay. 


比较 丙 边 的 恬 、 中 的 系数 ,我 们 同时 得 到 两 个 信 导 数 .3 、2e 它们 
与 例 1 的 结果 一 样 . 


§ 12.7 隐 范 数 及 其 微分 法 


过 去 所 讨论 的 一 元 函数 或 多 元 函数 都 是 用 自 变 量 的 解析 式 子 明 显 
地 宕 达 出 来 的 , 因而 它们 叫做 旺 函 数 。 更 明确 些 , 一 元 显 函 数 是 通过 方 
程 y = f(x) 建 立 变 量 x.y 之 问 的 关系 的 ， 二 元 显 函 数 是 通过 方程 z = 
F(XY,#) 建 立 变量 x、y.z 之 间 的 关系 的 ， 但 是 , 变量 之 间 的 关系 也 可 以 由 
方程 x,y) = 0 来 定 出 yy 为 + 的 函数 ,也 可 以 由 方程 F(x,y,z) = 0 来 
定 出 z 为 .gy 的 函数 ， 由 这 样 的 方程 所 定 出 的 函数 , 因为 不 是 由 显 式 给 
出 的 ,我们 韦 做 隐 函 数 . 

现在 先 就 含 两 个 变量 的 方程 站 (x ,y) = 0 提出 有 关 问 题 加 以 说 明 , 然 
后 下 把 所 得 结果 推 及 到 多 于 两 个 变量 的 方程 上 去 ， 

一 般 说 来 , 所 给 方程 

F(xy) =0 (1) 
确实 定 出 5 为 + 的 函数 .例如 方程 
Ty+r—y—3=0 


定 出 一 个 函数 
_ 3—x? 
. ”六 一 了 
又 机 图 方 和 1 
定 出 一 个 双 值 函数 


# = + 也 a —1?. 


以 上 是 能 解 出 y 的 情形 , 这 时 就 可 按照 显 函 数 来 研究 它们 的 连续 性 .可 
微 性 等 等 ， 因 而 并 不 存在 新 的 问题 ， 但 有 时 y 不 能 由 方程 1) 解 出 ， 如 
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方程 
了 一 2 十 2 一作 
就 是 不 能 用 初等 函数 把 y 表 为 显 式 的 一 个 例子 ， 在 这 种 情况 下 , 必然 发 
生 这 样 的 问题 ， 方 程 (1) 是 否 仍 然 定 出 y 为 x 的 函数 ? 即 是 否 存在 着 函 
数 y 一 A(x), 使 得 在 用 f(x) 拓 兰 yy 后 方程 (让 ) 恒 等 于 泽 ， 
F[x, F(x)]=0. 
再 者 ,假使 存在 这 样 的 函 孝 所 z), 它 是 否 单 值 的 连续 的 并 且 是 否 共 有 连 
续 导 数 ? 关于 这 一 系列 的 问题 , 下 面 定 理 给 出 满意 的 答案 . 
隐隐 数 的 在 在 定理 ” 设 函 数 下 (x,y) 在 点 P(xo,y0) 的 某 一 邻 域内 连 
续 且 有 连续 偏 导数 (x,y)、 F(x,), 井 设 
F{xoyo) —0, F(xo,g) +0, 
则 存在 芍 一 个 崔 一 的 函数 y = (x), 它 在 点 x = ro 的 某 一 邻 域内 是 单 什 
的 连续 的 , 恒 能 满足 方程 (1))，. 
Flx,fF(x)]=0, (1") 
并 且 当 xr ==xo 时 它 等 于 yo， 同 时 在 这 邻 域内 它 有 连续 导数 y' = 
F(x). 
这 个 定理 我 们 不 证 ， 下 面 我 们 根据 这 定理 并 应 用 前 节 复 合 浅 数 的 
微分 法 来 导出 隐 函 数 的 微分 法 ， 
设 已 给 方程 (Xx,y) 一 0 定 出 函数 y = f(z), 于 是 
. i F(X,#)=0 其 中 y= fxr), | 
由 此 , 函数 F(x,y) 对 工 的 导数 亦 应 为 罕 , 按 全 导数 的 求法 [参阅 前 节 公 式 - 
(5)] 得 


oF or dy yo - 
. oar WW dr ' . 
因 假 定 请 (x ,加 二 0， 所 以 方程 下 (x,y) = 和 所 确定 的 隐 范 数 的 导数 可 以 
: dy Fx) . 
dr 一 9 xz (2 


< 
Le 
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了 之 
例 1， (x)= 下 + 入 -1=0, 求 .到 


解 求 出 成 = 经, 形 = 如 


dx Fa CC 
挟 然 导数 表达 式 中 含有 2 但 这 并 不 臣 碍 它 的 应 用 。 例如 , 求 该 畏 贺 
二 0 在 一 点 (x0,yo) 的 切线 方程 ,我 们 立刻 可 以 写 出 为 
pb? | | 


” 2 
扫 当 了 二 0 时 dy _F_ Ex 


例 2. F(z, =ry—2*+2* = 0, 求生 


解 因 有 严 .=Y# 一 姑 In2 到 = x 十 2 In2, 


a dy __Fr_ yy-2"In2 
dx Ey TT 十 2sin 2° 
对 于 方程 . ， 
F(x,y,2) =0 (3) 


能 定 出 函数 z = f(x, 办) 的 情形 , 我 们 有 类 羽 于 上 面 所 陈述 的 隐 函 数 的 存 
在 定理. 除 对 于 函数 站 (x ,y,z) 及 其 偏 导数 有 连续 性 的 假定 外 , 特别 值得 
注意 的 是 在 所 考虑 的 点 P(xo,y9,z9) 处 ， 偏 导数 (xo,y0,z0) 不 能 为 办. 
同样 , 我们 也 易于 导 册 在 这 情形 下 的 隐 函 数 的 微分 法 则 部下 ， 因 为 
F(x,y,2)=0, 其 中 z= /A(x,8), 

白 以 它 对 x 及 对 yg 的 偏 导数 均 应 为 零 ， 于 是 , 应 用 前 节 复 合 隙 数 的 微分 
法 [参看 前 节 公 式 (3)], 得 | 

人 1 人 =0 本 + 各 各 =0 
因 稻 定 到 大 0 故 要 求 的 偏 导数 可 以 表 为 


J! 第 十 = 韶 多 元 函 效 的 微分 法 用 其 k 用 9 


至 于 售 # 个 变 重 的 方程 严 (zaya 由 二 了 能 定 出 其 中 一 个 变量 为 
其 余 (7 一 七 个 变量 的 隐 范 数 所 应 满足 的 条 和 件 以 及 该 隐 国 数 的 偏 导 数 的 
求法 公式 , 不 难 仿照 类 推 , 我 们 不 再 详 述 . 


2 E4 2 
例 3. F(x ,yz)= 池 十 世 十 之 -1 一 小 


4 12 6 
， "rT "_o :2 
这 里 f= 7 -本 6 Fs 3 
所 以 当 z 夺 浊 时 
， DBz 区 OZ 区 


Br dz BW 2z 
例 4， 如 果 根 据 隐 前 数 存在 定理 , 方程 F(x,y,z) 二 0 能 定 出 任 一 变 
县 为 其 他 二 变量 的 函数 , 求证 
a dy HN 


一 一 】 


oy dz ar 


根据 公式 求 出 


Mr 下 


Wy RE 
相 乘 , 即 得 要 证 的 关系 式 ， 


$12.8 空间 曲线 的 切线 及 法 平面 


设 空间 曲线 的 参数 方程 为 
r=9(D), y= 6(D), z= w(t), 全 
这 里 我 们 假定 函数 pg (让 (wt 可 微分 . 
考虑 曲线 上 对 应 于 +t 二 而 的 一 点 MM{xo,g10,20) 及 对 应 于 t= 
如 十 8 与 可 邻近 的 一 点 及 和 xo 十 AY, 十 gy,20+ Az). 根据 解析 所 
何 , 曲线 的 割 线 MM 的 方程 是 


天 一 Za Vy. 总 一 2 
Ar Ay 起 儿 


当 MM' 沿 曲线 趋 近 于 计时, 割 线 MM 的 极限 位 置 对 人 下风 做 曲线 在 
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点 本 的 切线 。 因 此 , 用 Ai 遍 除 割 线 方程 的 分 母 并 令 A1=0 而 取 极 限 , 即 
得 曲线 在 点 虹 的 切线 方程 下， 


衬 一 Ye 了 一 加 ”了 一 2 (2) 
POU) Uo) = wo) (2 
或 简写 为 | | 
一 Yo yi _ ZR hy 
. 和 Wo Zo “ (2 
如 四 二 遍 乘 上 式 的 分 母 , 则 方程 又 可 写 为 
wo HH 本 一 局 0 mr 
dr dy de | (2") 


由 此 可 见 , 函数 (DD 在 点 杉 的 微分 公 、dy. dz 是 切线 的 方向 数 , 从 而 
切线 的 方向 余 强 为 


dx 一 dy 
oe aiTarta SA array ra 
一 2 四 
YT art a ta (3) 


通过 点 而 与 切线 符 直 的 平面 叫做 曲线 在 该 点 的 法 平面 根据 解 

新 几何 ， 立即 得 出 它 的 方程 
Xolx —xo) Tyoly 一 yo) + Zo(z— 2Z0) = (4) 

例 求 曲 线 + 二 4 #4,Zz 二 丰 在 点 (1, 1 的 切线 及 法 平面 
程 . 

解 ”因为 f= 1 y= 21, z+ = 3413, 点 (1， 1， DD) 所 对 应 的 参数 t= 1， 
所 以 ， xe= 1, = 2 Zo 二 3. 
王 是 ,得 切线 方程 


dh A 一 1 
1 2 3 


用 法 平面 方程 
全 当 烦 要 慨 定 p" (a), (ow 《inp) 不 能 同时 为 曙 . 如 个 别 的 为 ,更 按 解 折 几 何 上 
1 的 规定 率 理解 
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(x—1)+2(y—1}+3(s—1) ==0， 即 x 二 2y 二 3z = 二 6. 


§ 地 .9， 曲 面 的 切 平面 及 法 线 


0 1 

F(X,y,2) = (1) 

然后 把 由 显 式 给 出 的 曲面 方程 z = J 作为 千丈 模 形 而 导 相应 的 
结果 . 

设 于 (xzo3o,zo) 为 曲面 FF(x ,5,z) 二 0 上 的 一 点 ,并 设 函 数 FR(r,y， 
Zz) 的 偏 导 数 Fz Fi 在 该 点 连续 且 不 同时 为 零 ， 在 曲面 上 , 通过 点 寻 
任意 引 一 条 曲线 , 假定 这 曲线 的 参数 方程 是 

T= pH), y= HN, z= w(t), {2) 


并 且 曲 线 在 点 吝 ( 点 于 对 应 于 1 二 加) 有 切线 ,按照 前 节 公 式 (2 这 切线 
方程 是 


Ti yyo _ 2 2 ( 
并 0 So Er 


我 们 现在 要 证 明 , 在 曲面 上 通过 点 HM 的 任何 曲线 的 切线 都 在 同一 平 
西 上 .事实 上 , 因为 曲线 (2) 完 全 在 曲面 {1) 卡 , 所 以 有 恒等式 
Flyg(2), gt), wt)]j=0, 
叉 根 据 假设 F(x ,y,z) 可 微分 ,并且 p、 攻 .名 也 可 微分 ,可见 这 恒等式 左边 


, 的 复合 函数 在 t= 时 有 全 导数 人 于 是 
. 人 | .= =0, 
亦 即 | 参阅 412. 6 公式 (四 ] 

Frodo, Ro) rot F(xo yo ao yt Pro vo zo 2 =0. : (4 
上 式 表 示 舌 量 入 = {Fs x0, yo, 20), Fol To, yo,20), F(Xo,Yo,20) ) 与 曲线 (2) 
的 场 线 的 方向 矢量 S = {zro,yo,zoj 垂直 .因为 曲线 (2) 是 曲面 上 通过 
点 村 的 任意 一 条 曲线 , 所 以 , 在 曲面 上 通过 点 于 的 一 读 曲线 的 切线 都 


6 数学 分 析 ( 猴 [第 二 短 ] 

在 局 一 平面 上 5 轩 与 同一 矢量 垂直 ), 这 平面 叫做 曲面 在 点 好 的 切 平面 ， 

这 切 平 面 通过 点 M (xzro, 加 ,zo), 呈 以 矢量 和 N = {Fa xo, yro, 20), Fvl ro, go, 

Z0) ,T02020) ] 为 它 的 法 线 矢量 ,所 以 它 的 方程 是 | 
Fr(xo, yo, Zo — Xo) + Fy(xo, de, So) (1 — Jo) 

+ Fa(xo, yo, zo) (2 — 0) = 0, (5) 
因此 ,如 果 晴 数 下 (x,y,z) 在 点 于 (xo,y0,80) 具 有 连续 的 偏 导数 , 则 曲面 
(也 在 该 点 有 切 平面 , 并 且 它 的 方程 是 方程 (5). 

通过 点 粹 而 垂直 于 切 平面 (5) 的 直线 岂 笋 出 面 在 该 点 的 法 线 ， 由 解 
析 几 和 何 , 立即 得 出 它 的 方程 


| 诗 一 了 站 


， 一 一 vio 一 -i (6) 
Fr{ To, yo, 0) Fl roa, so, 320) Fi ro, to, 20) ” 
现在 来 考虑 曲面 方程 | 


之 三 f(x, W). ‘7) 
令 
FF, 2) = FT)—z, HR F=f, F=f, Fi= 1. 
于 是 ， 当 函数 f(z,9) 的 偏 导 数 所 记 在 点 忆 (xo,go) 连续 , 则 曲面 (7) 在 
点 型 (rogo,zoj 的 切 平 面 方程 是 


Z— So = fr (Xoo) (x —xo+ {xo,s0) (gy — yo), {8) 
而 法 线 方程 是 
一 寺 Vi To 
(ro 1 Arxzog 一 1 (9) 


如 果 用 c.8.7 表 示 法 线 的 方向 角 , 则 方向 余弦 为 
一 二 大 _ ”一 
co 0 ATA 


] 
cosy TT (10) 


这 里 我 们 假定 法 线 方向 是 向 上 的 , 使 得 它 与 z 办 所 成 的 角度 7 是 一 个 锐 
角 . . 1 : 
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例 1。 求 球面 7? 十 y* 十 2z* 一 14 在 点 (1,2,3) 的 切 平面 及 法 线 方程 . 
解 Fx, 2) = r+y+z:—14. 
Fx, 2) = 2r, RE = 2y, Fx,y,2) = 22. 
Fr (1,2,3) = 2, Fy(1,2,9) 一 生 ， Fl,2,3) 一半. 
所 以 在 点 局 ,2,3) 处 此 球面 的 切 平面 方程 为 
.2x1 +4y—2)+6(z—3) =0 


或 Xt 十 2y 十 32z 二 14. 
” “针线 方程 为 
Xl _y-2_%—3 
2 4 6 
或 天 1 2 _ 43 3 
例 2. 求 z = 二 7 十 一 1 在 点 (2,1, 共 的 切 平 面 及 法 线 方 程 ， 
解 FXH) = xy 1, 


F(x) =2r, folr,y) = 2y. 
Ft2D=4 (1) =2. 
所 以 切 平 面 方程 为 
4(x -D+2y D(z—4d) =0 
或 4r 十 27 一 二 三 0. 
法 线 方程 为 


$12.10 高 阶 偏 导 数 


设 拥 数 z = Az 幼 在 区 域 必 内 具有 偏 导数 . 


各 = 产 (z ,人 )， 名 = fr D. 


”他 为 简便 起 见 ,我 们 省 去 字母 上 的 一 六 . 


QB 数学 分 析 ( 坊 ) :第 二 第 ] 

显然 在 石 内 f(x,z),fu(x,9) 一 般 均 是 工 ,y 的 函数 ， 这 两 个 函数 的 
偏 导 数 如 果 也 存在 , 就 叫 它 们 是 函数 z = f(x,y) 的 二 阶 偏 寻 数 ， 和 依 对 变 
量 求 时 的 次 序 不 同 而 有 下 列 四 个 二 阶 偏 导 数 ， 


9 (92\ Oz ayaz\V_ az 
a 福 )= BT Hrslt), (多)= Gro = fry(x,). 


az Fg pe 
Ox 缀 )= 训 ja = fxrlx, y), dy 祷 )= 访 = = fyytx, 2 
例如 ， 画 数 放 = 二 +3y? 一 3xy: 一 xy 十 1 0 

GE = 3 -3 名 =27'y-9zy 一 zx; 


而 四 个 二 阶 偏 导数 是 


”辣子 多 
9 = rw, 9 = 27— 18xy, 
Ox 的 - 


2 2 
及 = 6x 世 一 902 一 1， 高 各 = 6z2zy 一 gg 一 1 


az?z 本 
2 = 赤 亲 - 这 事 并 不 偶然 ， 因为 在 普 沉 情 
形 下 有 下 面 的 . 


定理 ， 如 果 沙 救 z 二 /二 , 纪 的 两 个 二 了 酚 候 导 2 2 
则 在 该 区 域内 这 两 个 二 阶 偏 丑 数 必 相等 . 换 骨 话说 , 篇 导数 在 这 种 条件 下 与 求 导 的 ， 
次 序 无 关 ， 


证 设 点 (xzogo) 为 五 的 尾 一 内 点 ,我们 只 须 证 明 产 :fxzotro) 一 到 就 行 - 
了 . 考察 式 子 
A= f(rot Bx,vot By — Frot AX, vo) 
. — frat Ay) Fro, to). {1) 


首先 ， 将 有 4 式 写 成 
= DA(xot Bx, wt Ay)— F(x Ar, yo)] 
—[Lftrs bot aN — fxre, yo 
我 们 引进 一 个 辅 胁 函 数 看 作 的 函数 》 
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Pr) = Fx, bt A) — Axo, to), (2) 
则 如 的 第 一 方 括 疡 内 的 式 子 等 于 glro 十 +) 而 第 二 方 括 弛 内 的 式 了 于 等 于 pLxo), 于 
是 式 子 4 可 以 表 为 
A= ylrot AX)— plro). 
应 用 拉 格 朗 日 中 慎 定 理 ($ 5.1) ,得 到 
A= pixot Bx)— pix =p (rt OArAr (<A<l). (3) 
式 ( 分 的 两 近 各 对 站 微分 | 
P(x) = fl gt AD)— fx, yo). 
在 上 式 右 边 的 差 中 把 x 看 作 椒 变 的 , 再 应 用 拉 糙 朗 日 中 值 定理 , 可 见 旷 (tf) 又 可 表 为 
px) = folx pt Av Ay < 你 <]1)， (4) 


-以 fo+ 6Ax 代 竺 上 式 中 的 x ,由 [33 就 可 看 出 - 


rr 


A= fay(TotOAr, mt ANArAy (0<B<1 0<8<1). (5) 
另 一 方面 ， 将 4 式 写 成 i | 
A=[F(rot Axvot A Frotnt Bl 
—[f(xot Bx,g0) — F(xo, v0) ]. 
同 理 , 可 得 . : ， . 
A= furlxotth ax, 而 十 页 站 的 站 了 站 站 (ODL, 0<H<1), (名 
因为 这 两 个 4 的 表达 式 (3 和 ( 身 应 相等 , 故 有 
f(t OA Voto My) = fislrott Ar, t+ AY). 
再 求 此 等 式 两 边 当 Ax 一 0, A wy 一 0 时 的 极限 , 根据 二 脐 偏 导数 连续 的 假设, 立即 得 到 
Fry Kodo) = fr( Xo, yo). 
这 就 证 明了 定理 
仿照 以 上 所 说 , 可 定义 出 关 元 尊 数 的 二 阶 仿 导数 及 高 阶 偏 导 数 ， 并 
可 证 明 高 阶 偏 导数 如 在 考虑 的 点 处 连续 , 则 在 此 点 偏 导数 的 值 与 求 导 次 
序 无 关 . ; ， 
例如 函数 xz = A(X,y,z) 对 x、y、z 的 六 个 三 阶 偏 导数 
Ou Da Ou Pu .Ow Ou 
xpByaz ' Worde’ War' Hazy’' Mm’' War 
如 果 均 在 考虑 的 点 处 连续 , 则 它们 均 相等 ， 因 此 , 我 们 只 要 和 由 任意 次 序 


下 
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求 出 其 中 之 一 就 行 了 ， 


例 1。 证 明 函 数 x 二 上， 其 中 r = V25 十 好 十 如， 满足 方程 
8 人 人 0 人， 人 
dr 二 的 0 
解 ou _ lor_ lxr__ x 
or 7 Br r* 7 rr 
Ow 1 3r ,07 1 3x 
0 ya rt ar rp? 
由 于 函数 对 于 自 变量 的 对 称 性 , 所 以 
2 了 2 
Se 三 二 3 +, SY 一 二 + 汉 
相 加 , 得 
全 了 衬 +y I 2 


这 个 方程 叫做 拉 普 拉 斯 方程 ， 它 是 数学 物理 中 个 极其 重要 的 方程 . 


例 2. 设 菠 数 z = xp(x 二 让 十 yy(xr 十 y), 其 中 8 有 二 和 阶 连续 导 
数 . 证 明 这 函数 满足 关系 式 
Oz _2 0 


dM a Wi 0 
四 Dig Oz da Oz 
解 由 9,.% 有 二 阶 连 续 导 数 , 推 知 忆 7、 i -号 均 连 续 ， 
故 Dz _ dz | 
Dr ayar 


对 工 微分 ， 得 经 = g+rp'+ yg” 
对 y 微 分 ,得 宏 = xg' 十 4 十 3 


O02 _ az 
相 减 | a PO—$. 
信 此 ,再 对 XY 微分 
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Oz Oz _ , 
HM 
Hz Hz ，，， 


相 减 , 即 得 到 要 证 的 关系 式 . 
§12.11 二 元 沙 数 的 素 勒 公式 


一 元 消 数 的 泰勒 中 值 定理 可 推广 到 多 元 多数 的 情形 ， 下 面 要 证 明 关于 二 元 汕 数 
展开 成 余 项 为 拉 格 朗 日 形式 的 泰勒 公式 . 

设 阔 数 z = f(z, 太 在 点 (To,y0) 的 某 一 邻 域 内 连续 且 有 直到 (x 十 起 阶 的 连续 仿 
导数 ,并 设 (x = zo 十 hy = go 人 为 此 邻 域 内 任意 一 点 ,我 们 的 问题 是 ， 要 把 隙 数 
值 记 xo 十 有 go 十 间 近 似 地 表 为 入 二 x 一 放 及 二 y 一 yo 的 x 次 多 项 式 而 由 此 所 产生 
的 误差 当 = YE 十 态 司 0 时 是 一 全 比 p 高 于 了 阶 的 无 穷 小 ， 这 个 问题 的 解决 有 问 于 
一 元 函数 的 麦克 劳 林 公式 及 多 元 复合 函数 的 向 分 法 ， 为 此 , 考虑 一 个 变量 + 的 函数 

DD = frot ht gotht) (~1gte1). 0) 
这 除数 的 麦克 萌 林 展开 式 仿 5.3 公式 {站 ] 为 


BD) = BO + DAD E+ 2 (On 


二 十 … 十 


"(0) 
21 


BD HCO). tl 


CT (0< 8< 1 


在 上 式 中 , 令 # = 1 ,得 
1} 二 而 (全 十 盆 上 (0 十 PD” a 十 -十 四 0 + Dt 0) 


#! (nt+1)! 
‘00<1). (2) 
显然 由 (1) = 一 FTot Rio A 人 0) 三 Fxo,tio). 


根据 函数 ( 六 的 定义 (1) 及 复合 画 数 徽 分 法 , 我们 连 次 求 出 0D(DD 的 各 阶 导数 然 
所 用 1 二 人 0 代入 ;得 


D0 = fsCzog0) + klzog) = (J +E fl) 


部 
四 “从 = Fro 00) + 2 hkl ro go) + Awt xo, Yo) 
a 0O Vy 
= (这 + 4 襄 | fxo, yo), 
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Om0) = (hb 昌 -+k 放 】 Fre)， 


其 中 简写 记号 (及 交 十 大 训 了 FUzro 加 表示 按照 牛顿 一 项 式 定理 把 它 展 开 成 为 aa -1 
项 之 和 ,而 含有 Ph" 一 项 的 系数 为 


O° f(x,y) 
CC Adrioy”™— 由 


最 后 ,用 t 一 日 代入 加 +), 并 用 简写 记号 ,得 
Dt 8)= (+ £2) flrt Bh, jo Bk), 
把 上 面 算出 的 结果 代入 (中 , 我 售 就 证 得 二 元 函数 的 泰勒 公式 ， 


flrot hyoth) = frpe) + (hh) Fro) 


+ 击 (wm 这 + 不 电 A ) reg) + 


+ 小 Tt 天 go) 十 丽 ，， | (3 
其 中 , | 
和 1 Fp Pntl 
Rn — Ta (2 是 TE) Flxot hrt WM) (0<8<l) {4) 
叫做 拉 格 朗 晶 形式 的 余 项 . 


用 (3) 式 右边 呈 及 的 如 次 多 项 式 作 为 A(To 十 有 .go 十 全 的 近似 值 , 由 此 所 产生 的 
误差 是 不 难 估计 的 。 由 于 各 x 十 1 阶 导 数 的 连续 性 的 外 定 , 在 点 (zs 加 ) 的 邻 域内 函数 
flY, 人 于 是 ， 祭 项 的 绝对 值 


| 如 | 过 一 于 mt 二 mre" "1(|cos al + lsin a **: 
< p 个 ， (p =v). 


这 也 就 表明 了 了 , 当 p 一 0 时 这 误差 是 一 个 比 p 高 于 短 阶 的 无 穷 小 . 
特殊 地 , 当 ## 三 0 时, 公式 (名 成 为 


人 os gl 上 sin a| 二 z 十 V1 二 X7 ="p(x) 用 一 般 方法 芒 于 求 出 画 数 w(r} 在 闭 区 间 
了 1 过 工 过 1 上 的 最 大 和 值 等 于 ”5. 
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Flxat hyot Ri) = Fxo yo t+ hfrtrot Bh, sot RH) : 
+hkArot Bh yt (0<0<), “(5) 


它 叫 散 二 元 阔 数 的 位 格 朗 日 中 值 定 还 ， 由 此 不 难 推 得 ;如果 侦 导 教 疡 (z, 扫 、 
及 (Cr, 胃 在 某 一 区 壤 内 均 性 等于零, 则 函数 /(z, 妇 在 该 区 域内 为 一 常数 ， 
及 当 = 1 时 , 公式 (四 成 为 
Fxot ht i = Fro yo) tT hfrt To, tro) + Kfv( xo, to) 
+ 直 {htfzc(xot Bh.yet BM) +2hhfs (zo Bh,yot Oh) 


十 后 所 sz Oh yt RK)} (0<0<, (6) 
在 下 节 就 可 看 到 这 公式 在 讨论 函数 的 极 值 问 题 上 的 应 用 . 


.人 $12.12 多 元 函数 的 极 值 


我 们 以 前 普 经 应 用 导数 来 求 一 元 画 数 的 极 大 , 极 小 , 现在 要 讲 如 伺 
利用 微分 法 来 寻求 多 元 函数 的 极 大 , 极 小 .下 面 只 讨论 二 元 函数 的 情 
形 , as 元 函数 可 以 类 推 ， | 

定义 ” 设 函 数 z = Fr, 切 在 点 (togo) 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 对 在 该 
邻 域 肉 蜡 于 (xo,8) 的 点 (x ,8); 如 果 均 适合 不 等 式 f(x ,<< iro,g6), 则 
称 函 数 在 点 (zw yo) 有 概 大 秆 f(ro, gj; 如 果 均 适合 不 等 式 Ar, 从 > 
了 (zo,go), 则 称 靖 数 在 点 (ze,go) 有 概 小 值 ALzogoj. 极 大 值 极 小 值 统 称 
为 极 值 ， 使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 . 
1 z=3r? 二 482 在 点 (0 内 有 极 小 值 , 因 在 点 (0. 押 的 周围 函 
数值 均 为 正 而 在 点 (0, 中 通 数 值 为 0. 从 图 形 上 说 来 这 此 显然 的 事实 ,办 
为 点 (0,0,0) 是 椭圆 抛物 面 的 顶点 . 

例 2。z 一 一 Vz?+y? 在 点 (0, 0) 处 有 极 大 值 . 这 是 (在 zOy 平 面 
下 方 的 ) 锥 面 的 顶点 . 四 

例 3. 函数 z = xy 在 点 (0, 0) 处 不 是 极 大 也 不 是 极 小 , 因为 函数 在 
点 (0, 0) 为 0, 而 在 点 (0, 0) 的 充分 小 邻 域 内 总 有 函数 值 为 正 的 点 , 也 总 有 

函数 什 为 负 的 点 ， 原 点 (0,0,0) 是 双 曲 抛物 面 的 顶点 ,在 该 点 附近 曲 先 
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是 马鞍 形状 四 

一 般 地 , 我 们 要 利用 偏 导数 来 解决 二 元 杖 数 的 极 值 问题 , 下 面 两 个 
定理 便 是 关于 这 问题 的 理论 基础 . 

定理 〈 必 要 条 件 ) 设 可 微分 前 函数 = = /(x,y) 在 点 (xo,yo) 有 极 
值 , 则 在 该 点 的 仿 导 数 必 然 为 截 

frlxo go) 一 D， 态 (rogo) = 0. 

证 因 证 法 根 同 , 我 们 不 乱 只 就 函数 有 极 大 值 的 情形 加 以 证 明 . 设 

z 三 je 引 在 点 (zeyo) 有 极 大 值 、 人 该 极 大 值 的 定义 ,在 点 (ze 的 革 一 
邻 域内 异 于 (xo,g0) 的 点 (x, 办 均 适 合 不 等 式 
fr WD < fxoge). 
特殊 地 , 在 该 邻 域内 到 3 = 而 + 二 zo 的 点 ,这些 点 当然 也 应 适合 不 等 式 
F(x, 0) cr vo). 

于 是 , 如果 把 f(x,wm) 看 作 x 的 一 元 函数 , 则 按 一 元 栈 数 的 情形 ， 

/x,yo) 在 + 二 xo 应 取得 极 大 值 ,因而 它 的 导数 必然 是 


二/(rw0)], = 


wn 


. 贰 万 (ro2o) 二 0. 
优 此 可 证 . (xn, go) 一 小 
定理 证 毕 ， 


从 几何 上 说 来 , 这 时 曲面 = = f(z,y) 在 点 (x0,y6,2z0) 的 切 平 面 
ZS—B0= fr(Xo yo FT ~— Xo (ro0,y0) (y — yo) 
成 为 平行 于 *Oy 坐标 面 的 平面 z = zo， 仿 腿 一 元 少数 ， 能 使 f(r,y) 
=0f(r,y) = 0 闻 财 成 立 的 点 (z0,y0) 我 们 称 它 为 函数 f(x,y) 的 驻 点 ， 
害 更 的 意义 就 是 孙 数 的 极 值 点 必然 是 驻 点 ， 但 是 驻 点 不 一 一 定 是 极 值 点 ， 
例如 双 巾 抛物 面 = = xy( 见 例 3) 在 原点 的 切 平 面 为 2 二 0 ;点 (0, 由 是 这 
函数 的 驻 点 ， 但 范 孝 在 点 (0 ,中 并 无 极 值 ， 
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定理 【充分 条 件 ) ” 设 函 数 > 二 /zx, 妇 在 点 (ro3o 的 某 邻 域内 连续 且 有 一 阶 
及 二 畴 连续 篇 导数 , 又 产 (zogo) = 站 (to 二 0D. 这 和 导 ， 如 果 : 
[fee{ ro oP — frrt ro wo) fvt xo, tr) < 站 i) 
则 函数 z = A(X,8) 在 点 (xo,21w 处 有 根 大 情 误 粮 小 值 , 村 四 fw{ro,y0) 荆 jfw(ro, vo} 
小 于 臣 大 于 等 而 定 ; 如 果 


Ly xo, yo — fez roo) fol ro, 0) 之 和 , (2 
则 函数 z = (Xx,) 在 点 (xo,yo} 处 无 极 信 ;如果 
Liirvt xo, vo) Po frrl ro ve) fry xo, yo) 一 0, ‘3 


则 函数 z = 雇 z, 加 在 点 (xo,yw) 处 可 能 有 极 信 , 也 可 能 没有 极 值 . 
证 ” 依 二 元 函数 的 泰勒 公式 , 若 {.xo 十 及 ,go 十 人 为 上 述 分 域 中 的 任意 一 点 , 由 [前 
节 公 式 (6)] | 
Flrot ht A Frogo) 一 户 (rogo) 是 To golk 


十 让 rsx 十 Oh, yo 二 BF) 十 2Ffryl To Bh, got BOR) hE 


+ flo Bh, zn 二 Bk) 天 3 (Oa). 


因为 fx(Xo50) (Xo,80) 均 为 零 , 而 fez, 扩 )、 Jess), f(z ,加 在 点 (Yo,40) 均 
连续 , 所 以 上 式 可 写成 


fxot hot 有 一 flxowth) = 让 人 (tm 后) 居 


tf ro vo) 了 十 Frul Yoyo) 2} + {ei ht Eahkt esky}, 
其 中 1 
E152 63 道具 一 由 天 一 人 时 也 赵 于 地- 
因此 ， 当 疡 ,不 的 绝对 信 足 够 小 时 { 产 = 天 三 1 时 不 在 我 们 考虑 之 列 )， 则 差 稍 
xo ,ww 十 间 一 (To, 如 ) 的 符号 就 可 不 计 上 式 在 边 的 第 二 括号 ( 即 略 志高 阶 无 窍 
小 } 而 只 理 决 于 第 一 插 导 内 的 式 子 
P= frrlro yo ht 2Fro( xo to) hE+ fort xo, yo i 
的 符号 为 简便 起 见 , 用 4、 五.C 顺 次 表示 Az, 妇 在 (zeg} 处 的 三 个 二 价 偏 导数 的 
值 , 即 令 
有 = foalre ny, B= ful To, Ha), C= Fr Lo,J), (4) 
蓟 式 子 卫 可 以 写 为 : 
P= ARTIBRE CCE. 
注意 到 条 伟人 就 是 8: 一 AC<0, 因 而 在 (了 D 碟 立 时 , 有 4. 人均 不 鹏 为 零 ， 
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并 且 丸 与 C 同 号 , 从 而 更 可 把 式 子 尸 写 为 
已 = 二 [4R+ BC4C 一 B9]= E(Bh+CD? 
+h*tAC— BY)]. (9) 
不 论 h.t 取 什么 数值 (但 不 同时 为 零 ) 方 括 导 内 总 是 正 数 ,因而 式 子 户 与 4 或 


局 号 ， 于 是 , 当 六 .站 的 绝对 值 是 够 小 蛙 , 差 秆 /To 十 及 tw 十 间 一 了 (zo,y0) 与 4 或 必 同 
号 ,这 就 证 得 ; 


闪 >00 或 已 > 站 时 , f(x 十 及 go 十 旨 >A(xo,y9) 而 函数 在 点 (ze 处 月 极 小 什 
fTogo); 有 < 或 < 时 ,f(T6 十 有 jo 二 和 << /To,#10), 面 国 数 在 点 (zugoj 处 有 极 
大 值 站 6,29). 


. 当 { 允 成 立时 即 当 B? 一 AC >0 时 ,如 果 A, 人 中 区 少 有 一 个 不 为 本 (具体 地 , 例如 
和 4 二 站, 由 ( 引 不 难看 出 式 子 P 随 有 .的 变动 有 时 为 正 有 暑 汶 负 ， 如 末 及 .局 均 为 污 ， 
则 式 子 了 = 2BRE 显 然 随 .的 变动 而 有 时 为 正 有 了 时 为 负 , 就 是 说 ,{ 分 成立 时 , 函数 
Z 二 了 (XY,#) 在 点 (Yo,yo) 处 无 极 慎 ， 

当 (3) 成 立时 , -借助 于 例 于 ， 在 (0, 中 处 函数 z= zy?、z 二 (I?+y)?、 
二 一 性 ?十 33 的 情况 , 便 可 说 明 函 数 有 时 无 概 值 .有 时 有 极 小 值 .有 时 有 极 大 值 , 
这 种 不 能 决定 的 情形 , 需 用 高 于 二 阶 的 泰勒 公式 才能 判定 . 


综 上 结果 ,我们 把 具有 二 阶 连续 偏 导 数 的 函数 z = f(x,y) 的 极 慎 求 
法 儿 述 于 下 ， 


(i) 解 方程 组 
ft) =0, A(x,y) =0, 
求 得 一 切实 数 解 , 即 求 得 一 切 驻 点 . 
(ii) 对 于 每 一 瑟 点 (ro 求 出 二 阶 偏 导数 的 值 4. 吾 .CE 网 式 (本 ] 
(ii) 定 出 B? 一 AC 的 符号 , 当 
刀 >0 时 ， 得 极 小 值 f(z0,y0)， 
所 4<0 时 ， 得 极 大 值 f(x0,y0); 
B 一 AC >0 时 , 无 极 值 ， 
B? 一 AC = 0 时 ,不 能 决定 ， 


B*— 4C<0 而 | 
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例 4 求 图 数 坟 = 258 一 372 一 282 十 二 0 的 极 值 ， 
解 方程 组 


= -0 刀 -) dy 二 
2 =0, By == 0, 


得 x =0,y 王 0. 在 点 (0 0) 求 得 


=— ae = 人 2 
凡 一 一 一 下， B= 2, CC wy 4. 
因 B’—AC=4-24= —20<0, 
而 A 二 一 6<0, 


故 在 点 40， 中 这 函数 有 极 大 值 ， 并 求 得 极 大 值 为 10.. 


例 5， 确定 阔 数 x,y) = 二 一 Jy 十 37? 十 3y? 一 9x 的 极 值 点 . 


解 方 程 组 
frtr,y) 一 372 十 Br m9 = 0, 
hr = —3y :+6y = 0, 
求 得 驻 点 日, 力 ,(1, 2 一 3 从 ,( 一 3,. 双 ， 
又 求 出 二 阶 导数 ， 

A fis—6r+6, B-fa—0, CC= 和 = 一 6 十 6. 
在 点 (1, 0, 瑟 2 一 4C = 一 12.6<0,4 >0, 故 有 极 小 值 ; 
在 点 (1, ,87 一 AC = 一 12' (一 6) >0, 故 无 极 值 ; 

在 点 (一 3, 候 ,8 一 AC 二 一 (一 1] 多.6>0 故 无 极 秆 ; 


在 点 (一 3,2),B: 一 AC= 一 (一 12):{ 一 6) <0,4<0, 故 有 极 大 值 . 
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象 一 元 函 教 时 一 样 , 可 以 利用 函数 的 极 值 来 求 函 数 的 最 大 值 和 最 
小 值 ， 设 画 数 /(x,y) 在 闭 区域 D 上 连续 . 按 §12. 2 性 质 1'，/(x,z) 在 
上 必定 能 取得 它 的 最 大 值 及 最 小 值 . 一 般 地 说 ; 函数 /(x,y) 的 最大 值 . 
及 最 小 值 的 求法 如 下 ; 特 f(%, 四 在 口内 的 所 有 极 值 及 f(x, 四 在 DD 的 
边界 上 的 最 大 值 及 最 小 值 相互 比较 , 然后 取 这 些 值 中 最 大 的 及 最 小 的 ， 
此 二 者 就 是 所 需要 的 、 但 这 种 做 法 , 由 于 要 计算 f(x,g) 在 吃 的 边界 上 
的 最 大 值 及 最 小 值 , 又 由 于 确定 也 内 的 极 值 要 计算 二 阶 偏 导数 ,所 
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以 有 时 相当 复杂 , 在 通常 过 到 的 实际 问题 中 , 根据 问题 的 性 质 , 知道 函 
数 .Ar ,2 在 区 域 妨 内 一 定 能 取得 最 大 值 ( 或 最小 值 ), 又 如 果 函 数 在 万 内 
具有 一 个 驻 点 , 那么 这 了 驻 点 处 的 函数 值 就 是 f(x,y) 在 DD 上 的 最 大 秆 (或 
最 小 值 ;， 因 而 就 不 青 与 边界 上 的 最 大 值 及 最 小 值 比较 , 也 不 再 进 -- 步 
判定 它 是 极 天 还 是 极 小 , 就 能 肯定 这 个 唯一 的 驻 点 处 的 函数 值 为 匡 数 在 
了 上 的 最 大 值 ( 或 最 小 值 }.， 
。 例 6， 求 函数 f(r,y) =Y4 二 7 一 y7 在 国 域 z2 二 y2<1 上 的 最 大 
值 . 


解 显然, 函数 在 圆周 了 ?十 = 1 上 的 值 到 处 是 V3， 为 求 驻 点 ， 


of 一 时 _n. 
a VI 
of _ —y -0 
By VAT 
解 之 ,得 + 二 0,，y = 0。 这 是 函数 在 圆 内 的 唯一 驻 点 , 对 应 的 函数 值 是 
f(0, 们 二 2{>v 全 ,从 而 函数 在 点 (0, 0) 处 取得 最 大 值 2. 
例 7. 求 内 接 于 半径 为 2 的 球 且 有 最 大 体积 的 长 方 体 . 
解 ” 设 这 球 的 方程 为 +? 十 y? 十 z? = l2, 叉 这 长 方 体 的 一 个 顶点 的 坐 
标 为 (x,9,z),(x >0,y >0,z > 四 ， 那 么 这 长 方 体 的 体积 为 
P= 8rys =—B8ryv a ry (0<rity< a.r>0. sy>0). 
根据 几何 意义 , 这 体积 只 在 扇形 内 部 DD，x? 十 y< ox >0,y >0 取 得 最 


。 大 值 。 于 是 在 万 内 求 驻 点 如 下 ， 


aV = 23_ a 3 Bx 
Hr Be 
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i ye x yr )=0, 


一 2 ({&2 一 和 2 一 2 一 3 一 
从 而 (注意 到 x、y 无 一 能 取 堆 值 ) 
2 和 2 十 区 2 一 CC 


芯 ? 十 232 一 a 


解 之 ,得 += zy 一 -三 ， 对 应 的 z 二 2 这 是 在 五 内 的 唯一 的 驻 
点 , 故 这 时 最大， 加 此 , 内 接 正 方 体 有 最 大 的 体积 . 


$12.13 条 件 极 值 一 拉 格 朗 日 乘 数 法 则 


上 一 节 所 讨论 的 多 元 函数 的 极 值 问题 , 对 于 阔 数 的 自 恋 量 ,除了 跟 
制 在 函数 的 定义 域内 以 外 , 就 别 无 其 它 附加 条 件 , 所 以 可 称 为 无 条 件 极 
值 . 得 在 实际 问题 中 , 时 常会 遇 到 另 一 种 情形 的 极 值 问题 , 即 对 函数 的 
自 变量 还 有 附加 条 御 ， 才 如 求 表面 积 为 既而 体积 为 最 大 的 长 方 体 ， 设 
长 方 体 的 三 棱 的 长 为 <,y,.z, 则 体积 VY 二 xyz, 又 因 假定 表面 积 为 2 所 
以 自 变 重 T、y.z 还 必须 满足 条 忻 2xy 十 2yz 十 227 = we, 这 就 是 对 自 变 
量 的 附加 条 件 ， 象 这 样 对 自 变量 有 峙 加 条 件 的 极 值 问题 称 为 条 件 极 值 . 

为 了 简便 起 见 , 我 们 先 来 讨论 下 列 情形 : 


求 函数 z = A(x,#) 在 适合 附加 条 性 p(x,y) = 0 下 的 极 值 . 这 里 ,我 
们 假定 在 所 考虑 的 区 域内 , 画 数 x,#),、 p(X, 四) 均 具有 连 继 偏 导 教 , 且 
zlY,9)、Py(X,9) 不 同时 汶 零 ， 为 确定 起 见 , 现在 设 pylx,y) 二 0, 那么 可 . 
以 将 9 看 作 由 方程 ptx,z) 三 0 确定 的 + 的 炒 数 ， 令 这 还 数 为 y 二 
$x)， 于 是 所 要 解 天 的 问题 就 成 为 求 z = f[x; (x 的 无 附加 条 件 的 
概 值 问题 了 ， 因 而 在 极 值 点 处 ， 有 
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dz : 


. dx = 
现在 
= fr, + pla, 0) gr 2 ， 
而 
QF pz 和 
Ar PulT,Y) 
所 以 


dz _ 一 2 
=) 


因此 , 极 值 点 的 坐标 必 适 合 
| frtX DD)— fry) -2 一 4， 
或 ， ferry) py(zy) fx DprAT) = 0 
将 此 方程 左边 改写 成 行列 式 , 得 到 
六 (的 prlr,y) 
Fxg) polt,y) 
又 因 极 值 点 (Y ,四 必须 适合 方程 
g(x,y) = 0; | (2) 
将 方程 (]) 与 (2) 联 立 解 出 r、y, 即 得 可 能 的 极 值 点 . 
但 另 一 方面 ， 假 定 4 为 任意 常数 ， 我 们 可 以 看 到 ， 求 二 元 函数 
有 和 的 三 天 加) 十 Mg 人 , 幼 在 没有 附加 条 件 情 形 下 的 极 值 时 , 它 的 必要 
条 件 为 


= 0: (1) 


Frlx,o) f(r) +Apr(x ,8) = 0, 
Folx, DEAT) + Aps(r ,8) = 
将 上 两 式 消去 心 结果 与 条 件 (1) 相 同 。 因此 得 到 下 列 站 
拉 格 妆 日 乘 数 法 则 ”欲求 数 z = f(x,y) 在 府 加 条 件 p(x,y)=0 
下 的 可 能 极 值 点 , 可 用 一 常数 1 刁 p(x,y) 击 与 /A(x,y) 相 加 ,得 函 数 
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| Flr oy) = Ar +APr,v), 
然后 写 出 F(z， 幼 无 附加 条 件 轩 具有 极 尽 的 必要 条 人 忻 . 
[二 , 玖 三 矿 (z 的 二 hpztz 拉 一 已 
Fx) = h(x) + Apy(r 0) = 0. 


lll ， 


(3) 


这 两 个 方程 (3) 与 方程 (2) 联 立 解 出 7、y 及 4， 而 其 中 x、y 就 是 可 能 为 极 什 


-点 的 坐标 . 


至于 如 何 确定 所 求 得 的 点 是 否 为 极 值 点 在 实际 问题 中 往往 由 问题 
.本 身 的 和 性质 就 能 肯定 . 例如 , 已 知 某 一 问题 多 有 极 大 或 极 小 (最 大 或 最 


小 } 耐 或 出 只 有 一 个 可 能 的 极 值 点 , 则 这 一 点 就 是 要 找 的 极 值 点 (最 大 什 


- 点 或 最 小 值 点 ), 无 需 乎 再 加 检定 . 


一 般 地 , 拉 格 朗 日 乘 数 法 则 可 叙述 如 下 ; 欲求 二 元 函数 


XTX2, 计 在 8 个 ( 掀 达 和 附加 条 忻 
PAT Ta Ta) = 0 Polxi, ka, rn) = 0O, 


P(X1,T2," Tn) 二 0 


下 的 可 能 极 值 点 ， 可 以 用 常数 1, A、 An 顾 次 乘 太 Pls Pa 


铺 果 加 起 来 , 得 阔 数 
Flryra,", Xn) 一 闻 十 Ai 信 1 十 凡人 2 十 -十 用 可 及 
然后 写 出 户 (Tf2,…,Xn) 无 附加 条 件 时 县 有 极 值 的 必要 条 性 


/i ar ， Om . dp2 。 OPm _ 
Br 各 1 Ar， Far 十 4 azl 一 小、 


2 


和 


这 丸 个 方程 (5) 与 入 个 方程 (名 联 立 解 出 wx 十 加 个 未 知 数 x1、 za 


A …、 Am 而 其 中 zi zx …、xr 就 是 可 能 为 极 值 点 的 坐标 . 
侧 1， 求 表面 积 为 ws 而 体积 最 天 的 长 方 体 . 


{4) 


四 Pm 把 


(5) 


“nn 撤 
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蟹 ” 设 长 方 体 三 堵 的 长 为 x、y,z, 则 体积 A 人 x,y,z) = 7T72y 奉 加 条 
件 为 P{T,2;z] = 2847 十 28z 十 227r 一 如 一 0 令 函 数 FF 二 ryz 十 A(2xy 十 
292 十 2zx 一 4) 的 一 阶 偏 导数 为 零 ,得 
yz +2Alyiz) = 0, 
rz+2A(X+2) = 0,. 
YY 十 2 人 十 拉 一 由 
因 z.y、z 均 须 为 正 数 , 帮 相 除 得 
攻 加 Xa YY_ Xty 
vy 二 
由 此 得 出 正 数 xz, y. z 均 相 等 , 再 由 附加 条 人 性 它们 的 数 全 为 


X=y=z= 着 ， 
于 是 ， 最 大 体积 为 正方 体 . 团 为 问题 本 身 存在 着 最 大 值 , 所 以 求 出 的 这 
一 个 可 能 的 极 值 点 就 是 问题 的 答案 . 
例 2.。 求 由 原点 到 曲面 (7 一 加 ?一 z? = 1 的 最 短 距离 . 
解 ” 由 原点 到 曲面 上 的 点 (x,y,z) 的 距离 4d 的 平方 为 
d= x+y go 
令 图 数 下 (x ,y,z) 二 :十 ?十 gz? 十 A(x 一 上 ?一 z?2 一 1] 的 各 个 篇 学 
数 为 零 : 一 27 十 2A{rI 一 y) = 0 Fy=2y—2Ar — y=0, Fm22— 
24z =0. 


把 这 三 方程 与 方程 . 
* (xy): 2 —l1=0 
联 立 , 解 出 4.x、y, z. 
由 形 =0 得 zs(4 一 1) =0, 但 验 知 = ] 为 不 合理 (因为 上 面 四 个 广 
程 不 能 相 容 ), 故 必 过 =0. 在 z 一 0 时 , 求 得 一 于 y = 一 二 或 x = 


-可 去 了 是 训 ( 二 -去 吕 下 点 (去 坦 时 给 遇 是 
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- 重 积 分 的 概念 是 定 积分 (对 重 积分 而 说 就 是 单 积分 ) 概 念 的 直接 推 
广 ， 本章 的 重点 是 重 积分 的 计算 法 ,根据 大 纲 对 本 章 的 要 求 ,我 们 只 从 
几何 观点 加 以 推导 ， 在 最 后 两 节 讲 述 重 积分 在 几何 上 的 应 用 一 一 曲面 
的 面积 , 及 在 静 力 学 上 的 应 用 -一 质量 重心. 转动 惯量 等. 


$13.1 体积 问题 二 重 积分 
我 们 知道 , 定 积 分 


f pen ar 


是 和 的 极限 , 被 积 函 数 是 确定 于 工 轴 的 一 个 积分 区 间 [x,b] 上 的 . 在 本 
章 中 要 把 这 个 积分 概念 推广 到 下 列 情形 ， 被 积 函 数 是 二 元 函数 而 积分 
区 域 是 平面 上 的 某 一 区 域 刀 或 被 积 画 (ef lz)) 
数 是 三 元 函数 而 积分 区 域 是 空间 的 某 
一 区 域 吕 对 于 平面 区 域 DD, 除 特别 
声明 外 , 我 们 假定 它 是 有 界 闭 区 域 , 并 
且 假 定 它 是 可 求 面 积 的 (例如 可 利用 
定 积分 表达 出 来 的 ). 
现在 我 们 来 考 患 曲 顶 柱 体 的 体积 
问题 ， 设 z 二 f(x,y) 在 区 域 D 上 为 正 
的 连续 函数 , 其 图 形 为 曲面 S (图 
13.1)， 所 考 家 的 柱 体 以 曲面 SS 为 项 ， 
以 为 底 , 侧面 是 一 柱 面 ， 这 柱 加 的 准 线 就 是 区 境 吕 的 边界 1 曲线 C 而 二 
{113) 


IT 
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线 平行 于 之 轴 ， 于 是 , 所 要 解决 的 问题 是 ， 如 何 定义 这 个 曲 项 柱 体 的 体 
积 ?” 如何 计算 这 个 体积 ? 为 此 , 我 们 用 有 限 条 曲线 把 姜 分 割 为 任意 形状 
的 个 小 区 域 ， 

BO A a 


分 别 以 这 些小 区 域 的 边界 曲线 为 淮 线 人 母线 平行 于 之 轴 的 柱 面 , 这 些 柱 
面 就 把 原来 的 则 项 柱 体 分 为 # 个 小 曲 顶 柱 体 ， 这 里 我 们 一 方面 用 A os 
记 这 些小 区 域 , 男 一 方面 也 用 A oi 记 它 们 的 面积 在 每 一 个 小 区 域 上 任 
取 一 点 
Pru,y). Pra ya), , Pn(Tn,yn). 
.用 高 为 有 xi) 而 廉 为 A oi 的 平 顶 柱 体 的 体积 /xi,y1) :A oy 来 近似 地 表 
达 第 ; 个 小 曲 项 柱 体 的 体积 , 由 于 个 小 曲 预 柱 体 体 积 的 总 和 就 是 所 论 
曲 顶 柱 体 的 体积 , 于 是 个 平 顶 柱 体 的 体积 的 和 


froy) A 


就 算 作 是 所 要 求 的 曲 顶 柱 体 体积 的 一 个 近似 值 ， 当 妨 无 限 增 大 , 而 ms 个 
小 区 域 Ao 中 最 大 的 直径 的 近 于 零 时 (用 记号 | al-0 来 表示 ), 这 个 
和 的 极限 值 


= lim f(y) Mo 0 
Bao) 
我 们 很 自然 地 取 之 作为 曲 顶 柱 体 的 体积 . 这 样 , 就 解决 了 我 们 所 提出 的 
问题 , 不 过 在 实际 计算 上 还 有 待 于 进一步 导出 有 将 的 方法 . 
同上 推理 , 邵 果 函 数 A(x,yg) 不 是 曲 顶 柱 体 的 顶 在 点 (x ,y) 的 立 标 , 而 
是 一 块 薄片 在 点 (* ,四 的 密度 gy 二 (x,y), 则 和 的 极限 值 


M= lim Pf(ry) ae, (2) 
(ha )” 


D 一 个 了 区 域 (平面 或 空间 ) 的 直径 是 指 区 域 上 任意 两 点 的 距离 的 最 大 者 . 设 ,adi， 
分 划 是 起 加 ,二 … 让 0s 的 直径 ,4 是 其 中 最 大 的 ， 我 们 用 记号 14 ofl 0 来 表示 
2.>0, 这 就 表示 各 区 坊 愉 各 方面 天 纵 小 的 意思 
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”就 是 薄片 的 质量 . 


“现在 抽 去 函数 Fz, 妇 所 表示 的 几何 或 物理 意义 , 假定 它 在 闭 区 域 D 
上 连续 并 且 可 取 负 值 ， 同 上 , 把 区 域 DD 分 成 x 个 小 区 域 ,并 在 每 个 小 区 
域 Aot 上 任 取 一 点 (zyi)， 当 % 无 限 增 大 ,而 所 有 小 区 域 A oi 中 ,最 大 
的 直径 无 限 缩 小 时 , 如 果 (1) 的 右边 的 极限 存在 , 且 极限 值 与 区 域 刀 分 成 
小 区 域 A or 的 分 法 和 点 (zi,y:) 的 取 法 都 无 关 ， 则 此 极限 值 叫做 函数 
f(z, 四 在 D. 上 的 二 重 积 分 , 并 记 为 | 
Nn ba; fr) A Go:. (3) 


让 总 ol 0 
记号 do 叫做 面积 元 素 . . 
因为 极限 (3) 的 存在 与 小 区 域 A 6: 的 形状 是 无 关 的 , 我 们 可 以 取 两 边 
分 别 平行 于 堂 标 轴 的 矩形 作为 这 种 小 区 域 ， 矩形 Ac 的 两 边 的 长 度 各 记 
作 Ax 及 Ay， 这 时 可 以 写成 


Ao=ArAy, dco= drdy, 
并 且 Janac= Jreeanarar 
也 Er 


记 导 dxdy 叫 做 在 查 角 坐 标 系 中 的 面积 元 察 . 
也 以 上 定义 , 可 见地 顶 柱 体 的 体积 是 曲 项 的 立 标 在 上 的 二 重 积分 


v=// fiznao. . CY 
Dn . 
薄片 的 质量 是 它 的 密度 在 DD 上 的 二 重 积分 
M= ff f(x,y) deo: : (5) 


因为 我 们 总 可 把 被 积 函 数 /(x,y) 解 释 为 曲 顶 柱 体 的 顶 在 点 (+,2) 的 
立 标 , 诗 兴 二 重 积 分 的 几何 意义 就 是 柱 体 的 体积 如果/(x,w) 是 灸 
的 , 柱 体 就 在 rOV 平 面 下 方 , 二 重 积分 的 绝对 值 仍旧 等 于 柱 体 的 体积 ， 
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但 是 二 重 积 分 的 值 是 负 的 如果 f(x,) 在 品 的 车 二 部 分 区 域 上 是 正 的 ， 
而 在 其 余 的 部 分 区 域 上 是 负 的 , 我 们 可 以 把 +Oy 平 面 上 方 的 柱 体 体积 取 
成 正 ，zDY 平 面 下 方 的 柱 体 体积 取 成 负 , 那 未 , f(x,y) 在 DD 上 的 二 重 积 
分 就 等 于 这 些 部 分 区 域 上 的 柱 体 体积 的 代数 和 

最 后 , 我们 叙述 二 重 积分 的 存在 定理 如 下 , 它 类 似 于 第 八 章 中 一 元 
洋 数 的 定 积分 的 存在 定理 ,在 这 里 我 们 也 不 加 证 明 ， 

存在 定理 ”如 果 函 数 f(x,y) 在 斌 区 域 D 上 连续 , 则 上 述 的 和 (3) 的 
极限 必 存 在 ， 也 就 是 , 函数 在 人 上 的 二 重 积分 必 存 在 。 简 单 说 来 , 就 是 ， 
连续 沙 数 在 有 异 平 面 区 域 上 是 订 积 的 ， 


$ 13.2 二 重 积 分 的 简单 性 质 ” 中 和 值 定理 . 


以 前 我 们 直接 利用 定 积分 作为 和 的 极限 ,证 明了 定 积分 的 一 些 性 
质 。 现 在 , 同样 可 以 证 明 二 重 积分 的 一 些 性 质 ， 我 们 假定 函数 都 是 连续 
的 , 记 以 它们 的 二 重 积分 都 是 存在 的 。 

1 常数 因子 可 以 由 积分 号 下 提出 来 ， 


fCzxy) ao=k/ x.y) do (上 :为 常数 ). 
2” 画 数 的 代数 和 的 积分 等 于 名画 数 的 积分 的 代数 和 : 


Nfsntorn)ao= ff fernaot ff plr,w)ao. 


3 如 果 闭 区 域 思 由 有 限 条 曲线 分 为 有 限 个 部 分 区 域 ; 则 在 加 上 的 积 
分 等 于 在 各 部 分 区 域 上 的 积分 的 和 ， 例 如 也 分 为 两 个 区 域 让 与 Ds, 则 


ff rwao ff rinaot ff fts)ao. 


这 个 性 质 表示 二 重 积分 对 于 区 域 具 有 可 加 性 . 
4 如 果 在 D 上 , f(x,8) 二 1, 0 为 也 的 囊 积 , 则 
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6= Hr do= ff mw 


它 的 几何 意义 是 很 明显 的 , 因为 高 为 的 平 顶 柱 体 的 体积 在 数值 上 


“就 等 于 柱 性 的 底 的 面积 . 


5° 车 在 D 上 ,f(x,y) <g(x,y); 则 有 不 等 式 
ff Foz naos ff or ds. 
bp 
特殊 地 ,由 于 一 i/(z,2)|< f(x,9) <|f(x,y)b 又 有 不 等 式 
| f fx,y) ao | < ff| f(x,9) 1 do. 
D D 


， 6" 设计 \ 坑 是 /XY, 让 站 DD 上 的 最 大 值 各 最 小 值 12.2,1”), Ga 是 五 的 
面积 , 则 有 对 于 二 重 积分 估 值 的 不 等 式 


mo ff fxn des Mo. 
a 
事实 上 , 因为 商 所 ff(Y, 拉 所 及, 所 以 由 5 我 们 有 


mda flr, doax fuas, 


再 应 用 1, 即 得 所 要 证 明 的 不 等 式 
7” 二 重 积分 的 中 值 定理。 设 丁 数 /(x,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 , 是 四 
的 面积 , 则 在 D 上 至 少 在 在 一 点 {4,7) 使 得 下 式 成 立 , 


ff fx) do=7(é,n) a. 
- D 
证 把 6° 中 不 等 式 各 徐 以 5, 我 们 有 
me off frado<M. 


这 就 是 说 , 确定 的 数值 二 /[ /(x,y) do 是 介 于 函数 Flz,z) 的 最 大 值 W 
卫 
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和 最 小 值 斩 之 间 ， 根 据 二 元 连续 函数 的 介 值 定型 ($12.2,2”), 在 DP 上 必 有 
一 点 (&, 四 使 得 函数 在 该 点 的 值 与 这 个 确定 的 数值 相等 , 即 应 有 
off faa/én). 
两 边 各 乘 以 c, 就 得 所 需要 证 明 的 公式 
§ 13.3 ”二 重 积分 计算 法 
在 本 章 第 一- 节 中 我 们 说 明 过 二 重 积分 
ff fir, ardy 
EH 


冲 可 解释 为 曲 顶 柱 体 的 体积 , 更 在 就 根据 这 个 观点 来 导出 二 重 积分 的 计 、 
算法 则 . 法 则 的 关键 在 于 把 二 二 重 积分 化 为 二 砍 单 积 分 来 计算 , 分 为 两 种 
情形 陈述 如 下 : 

{1i) 是 形 区 域 ” 设 十 数 (x .在 矩形 区 城 到 : ah cey<d 
上 连续 , 则 7(z,2) 在 尺 上 的 二 重 积分 可 以 表达 为 二 次 积 


fr na far fra (1) 


公式 (1) 右 边 的 意义 是 ， 先 把 F(z,y) 中 的 工 淖 作 常数 ，y 看 作 变 教 ， 
在 z 的 变化 区 闻 [c,d] 上 对 y 积分 ,这 样 积分 的 结果 显然 是 < 的 函数 , 然 
后 将 这 范 数 在 工 的 变化 区 闻 [e， 站 上 对 :积分 . 

同样 ,也 有 


ff renaray= fay f(r ar. (2} 


它 的 意义 与 上 类似 , 所 不 同 的 是 等 式 右 边 的 二 次 积分 是 先 对 x 而 后 对 y 
进行 积分 的 . 
ii) 任 豪 骂 域 设 函 数 A(z,z) 宇 区 域 DD 上 连续 ， 万 是 由 两 条 直线 


[第 十 三 章 ] 重 积分 119 
工 二 &， 工 二 少 及 两 条 有 曲线 

y=p(r), y= per), [px p(x), Agr 

”所 围 成 < 图 13.2), 则 了 (x ,2) 在 六 上 的 二 重 积分 可 以 表达 为 二 次 积分 


PHTY 


ft, ardy= fa fr; pdy. {3) 一 


PT) 
这 是 先 把 看 作 常 数 对 y 积分 , 因 工 取 定 时 对 应 的 9 从 Pi(z) 变 化 到 
a(x), 故 这 时 积分 区 间 为 p(X】<y 所 qs(x)， 然 后 把 所 得 结果 在 x 的 最 
大 变化 范围 即 区 间 5<z 芝 5 上 对 了 求 出 积分 . 
同样 , 若 刀 由 两 条 直线 y = c，z = 4d 及 两 条 曲线 
= rp), [HN Epp), csysa] 
所 围 成 (图 13.3), 则 | 


3 ay 


J few aray= fav Me (4) 


e PY 


公式 (4 右边 的 意义 与 上 类 似 、 


” 图 13.3 图 18.3 


在 加 .2 中 , 我 们 讲 过 用 定 积分 计算 立体 体积 的 方法 , 只 是 需要 知道 该 
立体 的 平行 截面 的 面积 .现在 ,我 们 应 用 这 个 方法 来 导出 公式 (3).(4). 
用 间 样 方法 也 可 以 导出 2 公式 (1).(2), 但 显然 矩形 区 域 是 任意 区 域 的 一 个 
” 特殊 情形 , 故 不 一 一 歼 述 . 
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: ”在 | 蕊 .4 中 ,以 平面 = 
=f(w 让 x 人 ' 截 村 ， 所 得 截面 面积 A4 
(x) 是 向 申明 影 部 分 的 昌 边 
蜀 形 的 面积 。 因 此, 它 可 月 
定 积 分 表达 为 


PE") 


4(X 一 了 Fry) dy. 


于 
z ， ”有 充 然 知道 柱 体 的 平行 截面 面 
图 134 积 , 则 它 的 体积 是 
bp 让 一 儿 叶 和 
v= fA ar= {| f frayl|ar. 
和 pi - 


将 x' 改 写 为 ,并 注意 到 这 体积 在 数值 上 等 于 羡 数 (x,) 在 区 域 D 上 
的 二 重 积分 , 便 得 


1rreopa 人 [了 fz) dy |az, 
D a PLT) 


这 就 是 公式 (3). 
同 理 , 在 图 13.5 中 , 以 平面 
=y 截 柱 体 ,所 得 截面 面积 


4{3z 是 图 中 中 影 部 分 的 昌 边 梯 
形 的 面积 , 它 可 表达 为 
Pat} 
Aly)= f fr) dr. 
#1 
于 是 . 图 13.5 
中 4 pzly") 
v= /aw yav=/| 了 Hz 的 如 | 加 
妆 CA | 


特 y' 改 写 为 y, 并 利用 二 重 积分 的 几何 意义 , 见得 


第 t= 音 积 分 和 冯 


dat 


ff rireo=f| 了 A(x) dr | 


c 页) 
这 就 是 公式 (4)， 

我 们 已 经 从 几何 方面 说 明了 公式 (3 和 ( 引 的 正确 性 ， 还 需 注 意 ， 
公式 (3). (小 中 区 域 吃 显然 应 该 满足 一 个 
条 人 忻 , 即 平行 于 x 轴 或 y 轴 的 直线 与 九 的 
边界 曲线 相交 不 多 于 两 点 ， 若 也 不 清 足 这 
个 条 件 时 {如 图 13. 丰 ,我 们 可 以 把 号 分 成 
若干 部 分 , 使 每 个 区 域 都 适合 这 个 条 件 , 于 
是 根据 $13.2 性 质 3, 先 分 别 在 各 区 域 上 求 
积分 , 然后 把 结果 加 起 来 就 行 了 . 

比较 公式 (1), (2), 得 ,图 13.6 


far f rz f ay f fer)ar, 《5) 


这 就 是 说 , 积分 限 为 常数 的 二 元 连续 函数 的 二 次 积分 与 积分 的 先后 次 序 
无 关 . 

比较 公式 (3), ( 们 ， 如 果 区 域 马 同时 为 不 等 式 mi(z) < yz(7)， 
AaXA 有 ET pay), 习气 2 反 妇 所 确定 , 就 得 到 


上 PT ) | 


fax { flrway= fay f{ fx ar. (9) 


Putzx) c LR 
le di mk 
2 


本 
- 二 


设 区 域 刀 为 如 图 13.7 所 示 的 等 星 直 种 三 角 
” 形 , 不 难看 出 公式 (6) 成 为 


far fer way= fay f(r ar. (7) 
宫 三 三 和 


一 这 个 二 次 积分 变换 公式 叫做 狱 里 甘 莱 公式 ， 
图 137 ， 特殊 地 ,如果 (x,#) 只 依 藉 于 y, 则 (7) . 
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fa frwa- fea. 
例 i1i。 计算 二 重 积分 


-ee 


从 几何 上 来 说 , 此 二 重 积分 即 以 矩形 忆 为 床 , 顶 面 为 平面 


1 XY 
2 1 4 3 
的 四 有 棱柱 体 5 图 13.8) 的 体积 ， 


. Ed 


图 13.9 


““ 例 2， 求 精 辕 抛 物 面 =] 一 荆 ; 一 苏 与 zOy 平 而 所 国 成 的 体积 、 


- 解 ” 此 抛物 面 与 Oy 平面 的 交 线 为 酉 加 (图 13.9) 


Ee 


设 此 椭 图 在 第 一 象 恨 的 部 分 与 + 轴 及 yw 轴 所 围 成 的 区 域 为 DD, 则 由 
对 称 性 知 所 求 体积 为 
QByDITET 


B/E 


= 部 p27 语 w= feos'oul 


8ap .13 Ax_ 
3 2:42 2 


例 3， 计算 二 重 积分 


1=// To, 
pp 


如 为 直线 y 一 x 与 抛物 线 y 二 x? 所 包围 的 区 域 . 


maf 


Ab, 


$13,4 利用 极 坐 标 计算 二 重 积分 


现在 要 用 极 坐 标 ( 思 ,全 来 处 理 积分 区 域 九 .假定 道 过 原点 的 半 直 
线 与 已 的 界线 查 变 不 多 于 两 点 , 我 们 用 两 组 曲线 >= 常 数 及 8= 常 数 把 
区 域 喉 分 成 ”个 小 区 域 ， 换 句 话说， 就 是 用 一 组 同心 贺 肥 一 组 通过 原 
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点 的 半 直 线 把 品 分 成 坟 个 小 曲 边 矩形 gj( 图 13.10)， 小 区 域 的 面积 是 


A gi= 方 ( ri 二 Ari)?. A 0 二 riA 0:=(7i+ 入 )A fi, 


’ ;十 (入 十 和 7) 
如 果 用 。 r= 一 和 全 人 


表示 相 邻 丙 圆 弧 的 半径 的 平均 值 , 则 
Aor= rAd ra 0. 

设 被 积 苞 数 六 ,切换 成 极 坐 标 fx 一 

7C0s 由 Y 一 和 S 了 站 后 写 为 fr,y)= 
f(r eos 0,7 sin9) 二 记 (r, 站 ,并 设 它 在 

”A 5 内 取 贺 周 > 一 学 上 的 任意 一 点 前 函 
时 区 00， 于 是 , 根据 二 重 积分 的 定义 , 我 们 有 

Horeaa= dim EF(rO) Ao 


Dp ‘sal 


图 13.1n 


H 


= lim PFO riA ra 0.= ff Flr,0)rdrag, 


UA" 站 
其 中 大 = 十 a9 训 做 在 极 坐 标 下 的 面积 元 率 ， 
重 另 一 方面 ,不 论 由 任何 方法 把 五 分 割 成 小 块 以 取 极 限 , 二 重 积分 
十 趟 变 的 , 故 有 


ff fxn daray= ff Fr,0) ao. 
DD | 
于 是 ,我 们 得 到 | 
ix arav= ff Fr,0)r dr dag 
pp Er 
= ff ftrcos0,r sinO)r dr dl, (1) 
五 


这 就 是 直 前 坐标 的 二 重 积分 变换 到 极 坐 标的 二 重 积分 的 公式 、 在 做 变 


{第 十 二 这 J 重 积分 125 
换 时 ,只 要 把 被 积 范 数 中 的 、y 各 换 成 ycosByrsn 录 并 把 直角 坐标 
的 面积 元 素 d= 必 xy 换 成 极 坐 标的 面积 元 索 7 dy 48. 


剩 下 的 问题 是 怎样 去 计算 二 重 积分 | F(r,b)r dr d9， 实 际 上 这 
ri 


问题 并 无 多 大 困难 , 只 要 把 FF(r,9)+ 看 作 被 积 酉 数 ,应 用 前 节 讲 过 的 化 
二 重 积分 为 二 次 积分 的 法 则 , 把 >. 8 代替 工 .y 的 地 位 , 就 不 难得 出 科 用 
极 坐 标的 二 重 积 分 计算 公式 .这 时 值得 注意 的 是 根 据 积 分 区 城 已 来 定 
两 个 单 积 分 的 上 下 限 的 方法 , 现在 分 两 种 情形 说 明 如 下 ， 

(i) 极点 口 不 在 区 域 DD 的 内 部 (图 13.11a). 


图 13.11a | 图 13.11b . 

没 区 域 人 的 边界 上 有 两 点 旭 及 B, 它 们 的 报 骨 分 别 为 g 及 5. 点 A 
及 B 拒 记 的 边界 分 成 4EB 及 AFB 两 部 分 ，AEB 的 方程 为 7 二 rs( 扩 
(ee 私有 和 有， AFB 的 方程 为 r 一 (a 90 有， 显 热 71(0 所 12( 国 ， 
求 二 次 积分 时 , 先 在 [a,8] 上 固定 #8， 对 应 这 60, 区 域 五 上 的 点 的 极 径 从 
xz 全 蛮 到 zz( 全 (图 13.11a 中 从 点 五 到 点 二 )， 这 就 是 说 , 先 把 8 看 作 常 
， 数 , 则 > 的 变化 范围 为 [分 ,zz( 人 及]， 又 2 可 固定 为 je,8] 上 的 任意 值 , 因 
此 8 的 变化 范围 是 [a, 人 站 .这样 我 们 清楚 地 泵 出 ,在 这 种 情形 下 , 计算 公 
式 是 


ray 


ff Fr,0) ydrag= ji f Flr,0)rar. 人 


D 证 rtay 
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( 主 ) 极 点 口 在 区 域 吕 的 内 部 (图 13.11b)。 设 区 域 D 的 边界 曲线 的 
方程 为 
r=r{0) (0< 82x). 
在 从 ,2x] 上 在意 固定 8, 区 域 刀 上 的 点 的 极 径 便 从 0 变 到 *( 人 六， 天 
此 计算 公式 为 
3 如 TI) 


ff Fr,0) rara0= f do { Flr,0) rar. (3) 


注意 ， 当 户 (+, 间 =1 时 , 极 坐 标 二 重 积分 在 数值 上 等 于 区 域 也 的 面 
积 g, 于 是 公式 (人世 给 出 


o=/f rarao= f a0 f rar=d ftra(0) ri(0)]a. 
中 衬 rila) 


特别 地 , 当 y.( 旨 二 0, ra( 提 二 +( 办 对， 
得 


Ba 
o= fr*(0)a, 


这 就 是 在 $ 9.1 中 所 求 得 的 公式 . 
例 1。 求 球面 
T+ +2 = 
与 圆柱 面 Xt 二 y= 2 
所 包 国 的 体积 { 指 含 在 柱 体内 的 部 分 ， 
图 13.12?，. 
解 ” 由 对 称 性 


V =4ffv da xy drdy, 
I 


图 13.13 
司 为 半圆 y= 二 Y2ar 一 x? 及 xz 轴 所 转 成 的 区 域 ,但 用 极 举 标 时 , 由 图 


13.13 显 见 半 圆 方程 可 写 为 /一 2a cos 0(0< 0<3 卫 ), 于 是 
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V=4 /fae / VAa— 7 rdr= 学 a Ja- sin*8) 2 

-学生 )=e(z 一 人 

例 2， 将 连续 陋 数 Jr, 幼 在 二 贺 

Y2 十 gzg2 一 1 和 Y: 十 4 一 4 之 间 环 形 区 域 已 
上 之 二 重 积分 化 为 二 次 积分 . 

如 果 用 直角 坐标 , 须 将 五 分 为 四 个 部 

分 区 域 如 图 13.14 所 示 , 在 DD 上 的 积分 是 
在 这 党 部 分 区 域 二 的 积分 之 各， 


J fearay = ja f(x, dy 
一 #4- 工 


1-TF 


+ fa dt a 人 fz dy 


+ja Fr, Way. 


驴 一 元: 


但 用 极 坐 标 时 
ff fer) ddy= f dg f pereos 0,r sind)r dar, 
a [9 1 


显然 运算 较 便 ， 故 计 算 二 重 积分 时 , 如 能 采用 适当 的 坐标 , 可 以 事 半 功 
售 . 


§13.5 三 重 积分 及 其 计算 法 


”” 定 积分 及 二 重 积 分 作为 和 的 极限 的 概念 , 可 以 很 自然 地 推广 到 三 重 
积分 . 
设 @ 为 空间 中 由 一 个 或 有 限 个 曲面 所 包围 成 的 有 界 闭 区 域 ， 它 是 
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可 求 体积 的 (例如 可 利用 二 重 积分 表达 出 它 的 体积 ), 并 设 关 zz 为 加 
上 的 连续 函数 ， 用 有 限 个 曲面 将 妃 分 割 为 任意 形状 的 史 个 小 区 域 : 

By A ta A 
这 里 ,我 们 一 方面 用 A v 记 这 些小 区 域 , 男 一 方面 也 甩 Aw; 记 它们 的 体 
积 . 在 每 一 个 A wi 中 和 任 取 一 点 (x6y,2, 作息 积 /(ri,yi,z20)- 友 wis 并 作 
和 

Eflriy,ad) A y;, 


当 n 一 co, 且 所 有 A vi 中 最 大 的 直径 趋 近 于 零 时 ( 记 作 |4 古 一 0), 若 上 述 
和 的 极限 存在 ， 即 其 极限 值 与 区 域 避 分 成 小 区 域 A4v: 的 分 法 和 点 
(xzagoza 的 歌 法 都 无 关 , 则 称 此 极限 值 为 活 数 Fr,y,z) 在 只 上 的 三 重 
积分 , 记 为 


fh fT,Y, 2) dy = lim Efiyi,a) A vs {1) 
名 EE ms 
其 中 do 叫做 体积 元 素 - 
如 果 / (x,9,z) 是 物体 上 点 (x,y,z) 处 的 密度 k=(x,g,z), 则 和 
总 f(xiyi,zi) Av 显 然 是 物体 的 质量 的 近似 值 ， 而 和 的 极限 (]) 就 是 
该 物体 的 质量 ， 所 以 质量 


M= {ff f(x ,9,2) dv. (2) 


用 平行 于 坐标 面 的 平面 来 分 区 域 吕 ,就 得 到 小 区 域 Ab 为 长 方 体 . 
Az 的 三 边 的 长 朗 记 作 AY.、 Ay. As 这 时 可 以 写成 


Av=ArTAyAZ2, dv=drdydsz, 
并 且 


fh fz,2) do= ff fx ya) drdyda, 43) 
nD Ee 
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沁 叶 dxdyaz 吕 做 在 直角 化 标 系 中 的 体积 元 素 . 

三 重 积分 的 存在 定理 和 二 重 积 分 的 完全 相似 , 且 在 讲 单 积分 及 二 
重 积 分 时 所 用 的 术语 都 可 以 用 到 三 重 积分 上 来 ， 叉 在 $13.2 中 所 述 前 
所 个 性 质 也 为 三 重 积分 所 具有 , 今 不 重 述 . 三 重 积 分 的 计算 也 可 用 
三 次 积分 来 做 . 这 里 , 我 们 只 限于 叙述 所 
用 的 法 则 . 

假设 平行 于 = 转 的 任何 直线 与 区 域 Q 
萝 边 界 曲 商 人 的 变 点 不 多 于 两 个 ， 把 起 面 
与 投影 到 x Oy 平 画 上 , 得 一 平面 区 域 DD 
《图 13.15)， 以 马 的 边界 为 准 线 作 母 线 平 
行 于 # 轴 的 柱 面 ， 曲面 5 与 此 柱 面 的 交 线 
把 .S 分 为 两 部 分 , 其 方程 各 为 

SI: Ra] 
Sa: ZSga(x,y), 

其 中 z(tr ,9) 与 zz(x, 如 都 是 D 上 的 连续 函数 , 并且 z(x,y) 二 za{,y)， 
过 区 域 五 内 任何 点 ( 工 , 妇 作 平行 于 轴 的 直线 通过 曲面 S : 穿 入 口内 , 然 
后 通过 曲面 S，* 穿 出 只 外 ， 穿 入 点 与 罕 出 点 的 立 标 分 别 是 zf(z,g 与 
Bal) 

假定 函数 f(x,y,z) 在 如上 连续 ,我 们 要 先 在 z 轴 方 向 上 取 它 的 积 
分 ， 暂 把 r+、y 看 作 固 定 , 作 隙 数 f(r,y,z) 在 人 区间 [z1,zs] 上 的 积分 , 其 结 
果 显 然 是 +、y 的 芽 数 , 记 为 


HI 


FL, = 了 AX,2) dz, (4) 


EA 


然后 再 计算 PLX, 在 D 上 的 二 重 积分 


HI) 


Jrtzwao= ff| 了 fxsy,2) de |do. (5) 
p 门 FHI) 
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把 这 二 重 积 分 化 为 二 次 积分 , 于 是 得 到 三 重 积分 的 计算 公式 


ya or) 


NH fir wa = far fa f lx,y,2) dz, {6) 


SUT) 
其 中 积分 限 y(X), yotz) 与 a 、 上 的 确定 方法 和 § 13.3 中 的 一 样 ， 士 式 厂 
边 称 为 函数 作 x,y,z) 和 在 区 域名 上 的 三 次 积分 . 

如 果 平 行 于 工 轴 或 了 轴 的 任何 直线 与 区 域 马 的 过 界 曲面 号 前 交点 
不 多 于 两 个 ,也 可 利用 把 曲面 S 投 影 到 yOz 平面 或 Oz 平面 , 按 其 他 的 
顺序 将 三 重 积分 化 为 三 次 积分 ， 叉 若 平行 于 坐标 轴 的 直线 与 曲面 $ 的 
交点 多 于 两 个 时 ,也 可 以 和 二 重 积 分 一 样 , 把 必 分 割 成 若干 部 分 ,使 旭 上 
的 三 重 积分 化 为 各 部 分 区 域 上 的 积分 的 和 ， 


特殊 地 , (XY,y,z) 二 1 在 人 上 的 三 重 积分 ,在 数值 上 等 于 区 域 吕 的 体 
积 


V = 的 体积 = f/f 1.do 


加 


所 以 空间 区 域 的 体积 也 可 用 一 个 三 重 积分 
来 表示 . 
例 计算 三 重 积分 


过 一 ff xardvaz, 
总 


| 号 为 三 坐标 面 及 平面 十 28 十 z=] 所 包 
图 13.16 围 的 区 域 (< 图 13.16). 


解 4B 的 方程 为 x 十 2y =1， 


?LE .1 1—I—?2y 
了 一 1fam f zae= rar f 了 dz 
站 
tf 一 4 这 


= fzar 1 -x- -2Dw = fe- 2zs + 入 = 吉 ， 
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§ 13.6 ” 柱 面 坐标 和 球面 华 标 


我 们 已 经 看 到 有 时 采用 极 坐 标 来 计算 二 重 积 分 较为 简便 , 对 于 三 重 
积分 有 时 我 们 也 要 应 用 柱 面 誉 标 或 球面 坐标 来 简化 计算 的 工作 ， 下 面 
就 分 别 对 这 丙种 坐标 加 以 讨论 ， 

1， 柱 面 坐 标 设 MM{r,y,z) 为 空间 
中 一 点 , 并 设 点 谣 在 zOy 平 面 上 的 投影 忆 
的 极 坐 标 为 (7, 间 , 则 这 样 三 个 数组 ,0,z 
就 叫做 点 好 的 柱 面 坐标 (图 13.17)， 换 言 
之 , 坐标 > 是 点 好 与 z 轴 的 距离 , 9 是 通过 
之 轴 及 点 训 的 半 平 面 与 Oz 平面 所 成 的 
角 , z 正 是 点 相 的 直角 举 标 中 的 立 标 、 因 
此 , 在 空间 中 > .9、z 的 变化 范围 应 为 

0 ro, 
0 a2n, 
Az 二 ooo, 
三 组 坐标 面 各 为 ，+ 二 常数 , 即 以 z 轴 为 轴 的 加 柱 看 [; 
9 二 常数 , 即 过 zz 轴 的 半 平 面 ; 
-Zz 二 常数 , 即 与 7Oy 平 面 平行 的 平面 , 
容易 看 出 空间 一 点 村 的 直角 坐标 与 柱 面 坐标 的 关系 为 


二 二 Cos 由 


zy 一 7 sing, (1) 
亡 一 已。 


现在 要 把 在 区 域 吕 上 的 连续 函数 (x,y,z} 的 三 重 积分 


I= /f(x,y,2) dy 
Er 


”化 为 柱 面 坐 标的 三 重 积分 ， 为 此 , 用 三 组 坐标 面 > 三 常数，0 = 常数 ， 
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有 = 常数 把 只 分 成 若干 个 小 区 域 . 
A Vi， 这 些小 区 域 都 是 柱 体 ， 今 考 
庶 由 7、9. 有 z 各 服 得 微小 增 量 dy， 
49. dz 所 成 的 柱 体 MN 的 体积 {图 
13.18)， 这 个 体积 等 于 高 与 底面 积 
的 乘积 ， 但 高 为 di .底面 积 在 不 计 
高 防 无 穷 小 时 为 y dy a8 (就 是 极 
坐标 下 的 面积 元 素 ), 故 得 柱 面 举 标 
下 的 体积 元 素 d= dr dd8 dz. 
疾 13.18 因 之 , 再 注意 到 关系 式 (1), 就 有 


I= /ff fxr)av= {ff Flr,0,2)? dr Ab dg, (2) 


其 中 六 (7,8,z) 二 fir cos ,7 sin 98,z)， 要 计算 此 柱 面 众 标的 三 重 积 分 ， 
可 根据 计算 直角 坐标 三 重 积分 时 所 用 的 原理 , 把 它 化 为 对 y ,对 9 及 对 之 
的 三 次 积分 . 

车 积分 区 域 如 是 个 柱 体 ra，0<z 志 所 则 


r= f ae fao frets,0.2) rdr. 
[9 ta Li 
特别 地 , 当 玉 (x,8,z) = 二 1 时 , 得 到 这 个 柱 体 的 体积 
下 = faz fao frar= fasf d= hh nea, 
C ov 1 L1 自 


这 是 我 们 所 熟知 的 结果 . 
例 1。 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 


7= /ff z drdydz, 
马 


其 中 区 域 吕 为 半球 体 ， x? 十 y? 二 871，z 0 


[第 十 三 章 ] 重 次 分 133 
解 ” 变 换 为 柱 面 坐 标 , 则 积分 区 域 为 不 等 式 
O02r, Hatsl, gz<l 
所 确定 。 于 是 
| I YI 一 全 


I= 1 ff idbdae fa fzdz f rar 
hy 0 0 
-ax {12 z 好 = 二 本 
0 


2. 球面 坐标 设 和 M(x,y,z) 
为 空间 中 一 点 , 则 其 球面 坐标 为 这 
样 三 个 数组 r, 68, 2 所 确定 , 其 中 坐 
瓜 + 为 原点 与 点 好 的 距离 , 8 是 通 
过 之 轴 及 点 种 的 半 平 面 与 TOz 平 
面 所 成 的 角 , pg 是 有 向 线段 OM 与 
z 轴 的 正 向 所 夹 的 角 ( 图 13.19). 
因此 ,在 空间 中 x ,Bp 的 变化 范围 
应 为 


wh 

= 
和 

| 


一 
4 


0 ro, 六 13.19 
0 入 日 委 278， 
< pA, 
三 组 堂 标 面 各 为 : 二 常数， 即 以 原点 为 心 的 球面 ; 
和 9 二 常数 , 即 过 有 z 轴 的 半 和 平面; 
9 二 常数 , 即 以 原点 为 顶点 ，z 轴 为 轴 的 圆锥 面 . 
今 从 点 好 作 YO8 平 面 的 竹 线 得 答 足 己 , 再 从 已 作 x 轴 的 垂 线 得 交点 由， 
则 OA=x，AP=y，PM =z， 由 直角 三 角形 OPM 知 
OP=rsing, z=r cosg, 
因 之 , 空间 一 点 前 的 直角 坐标 与 球面 坐标 之 间 的 关系 为 
r= OPeos =+ singcose, 
y= OP sin = + sti'g sin #, (3) 
Z=rc0s yp. 
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为 了 把 直角 坐标 的 三 重 积分 化 为 
球面 坐标 的 三 重 积分 ,用 三 组 坐标 面 
Yy 三 常数 ，8 = 常数 ，9 王 常数 把 积分 
区 域名 分 成 若干 个 小 区 域 Aw;, 考虑 由 
7. 避 Pp 各 取得 微小 增 量 er. 4d6. dp 
所 成 的 六 面体 对 NN 的 体积 (图 13.20). 
不 计 高 阶 无 穷 小 , 可 把 这 个 六 面体 看 
昨 长 方 体 , 其 经 线 方 向 的 长 为 rdz, 纬 
线 方向 的 宽 为 7 sin gq 机, 关 径 方 向 
的 高 为 dz, 故 得 球面 坐标 下 的 体积 元 
烷 dy= 二 7? siny dr d0 dp， 因 之 , 于 注意 到 关系 式 (3), 就 有 


Hi fx adr dy ds= f/f Flr0,g) rsing dr db dp, (4) 


其 中 Fir p= 二 f(r sing cos0,r sinp sind,r cos p), 
要 计算 此 球面 坐标 的 三 重 积分 , 可 把 它 化 为 对 7+ 、 对 9 及 对 Fp 的 三 次 
积分 , 
车 积分 区 域名 的 边界 曲面 是 一 个 包围 原点 在 内 的 闭 有 曲面 , 其 球面 坐 
标 方程 为 二 x(8,8), 则 
9 2X TIO.P] ， 
1= jio fa0 f Fl(r,0,9)r’ sing dr. 
当 积 分 区 域 如 为 球面 7 = 二 a 所 围 成 时 , 则 - 
T= fap fa { Flr,0,9)r’ sing dr， 
0 看 [i 
特别 地 ， 当天 (7,29) 王 1 时, 即 得 球 的 体积 


3 卫 是 府 
号 
T = fsing dp fa fr 困 一 2.2x ,全 一生 ran 
Ll 0 
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这 是 我 们 所 熟知 的 结果 . 
例 2， 求 半径 为 4 的 球面 与 半 项 角 
为 a 的 内 接 骏 面 所 包围 的 体积 . 

设 球面 通过 诛 点 恕 , 球 心 在 z 轴 上 , 允 
内 接 锥 面 的 顶点 在 原点 口 , 其 轴 与 z 轴 重 
合 , 则 球面 方程 为 7 二 2& cos 9p, 锥 面 方程 
.为 pg 二 (图 13.21?。、 因为 要 求 体积 的 区 域 
是 不 等 式 
自 委 了 委 2 cos pp, OESHs2r, OSpio 


所 确定 的 , 各 有 . 图 13.21 


2 在 2 好 它们 中 _ a 5 
Y= fao fap 了 rzsin p dr=2r fsing dp 了 rar. 
o 0 0 


Db 0 


20c05P 


Ba 


但 rdr = 3 COs’ ps» 
0 
3 下 3 
故 7= 字 322 /cos sing dp 一 人 (1~—cos’a). 


§13.7 曲面 的 面积 


我 们 曾经 用 定 积 分 解决 了 平面 图 形 的 面积 的 定义 及 计算 问题 , 现 
在 蔓 利 用 二 重 积分 来 解决 曲面 的 面积 的 定 
六 及 计算 问题 . 

设 曲 面 的 方程 为 

z=f(x,0), 1) 

仿 为 曲面 的 一 部 分 , 忆 为 S 在 xOy 平 而 上 
的 投影 区 域 , 证 数 f(x,y) 在 D 上 具有 过 续 
启 导 数 庆 (Xx, 四 和 (7, 刘 ， 我 们 要 确定 全 


ET 
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网 面积 A4.， 先 把 局 分 为 个 小 区 域 玉 oj 人 i 二 1,…,1), 并 以 每 一 个 和 oi 的 
边界 为 准 线 作 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ， 这 些 柱 面 把 曲面 S 分 成 许多 小 
片 AGr。 其 次 ,在 Ac 上 任意 取 一 点 (z08 则 曲面 在 点 (xi,yi,2) 的 切 
平面 被 对 应 的 柱 面 所 截 , 堆 得 的 小 片 设 为 4&4,。 我 们 也 用 上 4, 表示 这 
小片 的 面积 显然 , A .4; 与 井 面 上 的 对 应 小 片 A gi: 在 TOy 平 面 上 的 捞 影 
“是 一 样 的 , 就 是 说 是 A si, 于 是 有 
Ao=AA:cos YD, 
其 中 Yi 是 曲 辐 在 点 (x;,gi,2) 的 法 钱 与 z 轴 所 成 的 锐角 ， 根 据 $ 12.9 
1 
VITA T(r) 
故 AA:=y1+f2tz, bE yo) A oe, 


COSY: = 


作出 这 些 面 积 的 和 如 4 本 ,， 当 关 无 限 增 大 ,每 一 个 A ot 的 直径 趋 于 专 
时 , 这 个 和 的 极限 就 定义 为 曲面 S 的 面积 4, 即 


A= lim SAA = f/f Vit A Rdo, 
Fl 


n=wm Xul 


ta oro 


或 可 写 为 


中 设 两 平面 7, ro 的 来 角 为 8[ 取 锐角 }, 上 的 区 域 S 在 加 上 的 投影 区 趟 为 Su 并 用 同 
一 记 导 SS5o 表 示 相 应 区 域 的 面积 , 则 可 证 
So= SS "cosgd, | 
事实 上 , 设 x zo 的 交 线 为 1 ,加 果 仿 正好 是 这 样 的 佐 形 , 它 的 一 边 平行 于 7 ,其 长 为 &: 一 边 
翟 直 于 7 ,其 长 为 5, 敢 末 因 为 平行 于 | 的 一 边 在 Nw 上 的 投影 的 长 度 不 变 , 仍 热 为 a; 而 下 
直 于 i 的 一 边 在 xo 上 的 投影 的 长 度 改 变 成 5 cos 5, 所 以 有 
So= 2b eos 8=S cost : 

在 一 般 情 形 下 ， 把 x 上 的 区 域 5 分 为 个 恕 上 大 所 说 的 短 形 人 5x( 不 计 不 规则 的 部分) 它们 在 

Xo 上 的 投影 为 Sz, 可 知 


总 Si= 3 Cos 8. 
令 乒 一 ca 击 取 极 限 , 即 根 Ss= 5 cos f, 
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= 5 as 
4= 了 YI+( 有 +(3 dxdy (2) 
这 就 结 红 曲 面 的 面积 的 计算 公式 . 
恕 果 引 进 记 号 
_ 5 
由 一 Br 4 dy” 
公式 {2) 又 可 简写 为 
A= ff Vit Tdrdy. (2) 
占 
积分 号 下 的 被 积 表 达 式 叫做 曲面 积 元 雪 , 记 作 
dd 一 1 十 节 3 十 gq dory. (3) 
由 进 得 到 | 
domw—=cosradd 或 drdy=ecos Yr od, 【人 


这 里 Y 是 曲面 在 点 (x,y,z) 处 的 法 线 与 z 轴 所 成 的 锐角 , do 二 dray 是 
曲面 积 元 素 44 在 +Oy 平 面 上 的 投影 , 就 是 在 7Oy 平 面 上 的 面积 元 素 ， 

设 曲 面 的 方程 为 x 一 gly,z) 或 yiz,T), 可 分 别 把 曲面 投影 到 
zyOz 平 面 上 (投影 区 城 记 作 厂 oz) 或 zsOr 平 面 上 ( 授 影 区 域 记 作 忆 sx), 我 
们 同样 得 到 类 似 于 (2) 的 计算 曲面 积 的 公式 ， 


A= 1 V1+( 笑 ) +( 只 ) avaz (4) 
或 4= 凡 V+( 营 名 ) + 型 ) dadr. (5) 


鲍 求 半径 为 & 的 球 的 天 面积 , 


解 取 上 半球 面 的 方程 为 z= 一 Ye 一 + 一 y* ， 区 域 中 为 圆 ?十 
yA 由 球面 的 方程 求 得 


至 = 5 
-ET -yy % Ey 


!38 数学 分 析 : 狐 ) [第 二 篇 ] 


和 六 六 二 


了 三 -一 3 
习 公 式 [分 ， 球 的 上 半 部 表面 积 是 


i | 
A | Er dy 


注意 被 积 函 数 在 总 的 圆周 上 不 连续 , 因 之 , 到 Di:x? 十 所 (4 之 站) 
局 替 已 为 积分 区 域 后 令 6> 4， 为 计算 方便 起 见 , 将 直角 坐标 变换 为 极 坐 
窗 , 于 是 


ff EE a 2 


忌 
=2XA0 | 二 


当 # 王 a 时 , 它 的 极限 是 2xa7， a 这 极限 值 的 一 们 ， 即 
2 所 二 4xa*， 这 是 我 们 所 熟知 的 结 
§ 13.8 重 积分 在 静 力 学 中 的 应 用 


利用 一 重 积 分 可 以 解决 平面 薄片 的 质 晤 ,重心 .转动 惯量 等 问题 ， 
利用 三 重 积分 可 以 解决 对 于 空间 物体 的 同样 问题 ， 我 们 在 下 面 着 重 讲 
平面 薄片 的 情形 , 因为 空间 物体 的 情形 完全 与 之 类 似 , 故 只 给 出 相应 的 
计算 公式 

1 质量 前 面 已 经 提 到 , 平面 薄片 的 质量 是 


M= ff u(x,w) do, (1) 
其 中 (x,) 是 薄片 D 在 点 (x,y) 的 密度 ， 空 间 物 体 的 质量 是 


M= f/f n(x,y,2) do,- (2) 
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其 中 (lx,y,z) 是 物体 避 在 点 (xX,y,2) 的 密度 . 

2 重心 我们 把 平面 蔬 片 分 成 z 个 直径 很 小 的 小 片 ; 在 每 一 个 小 
片 A 下 上任 取 一 点 (2539 昌 如 果 把 小 片 A 球 的 近似 质量 


Hr, Yi) Ag: 


看 作 是 质点 (Xi,y} 所 具有 的 质量 , 则 整个 薄片 就 看 作 由 % 个 质点 组 成 的 
质点 系 . 但 是 , 根据 静 力 学 , 这 质点 系 的 重心 坐标 是 


THT A VX) 点 Cr 


的 9 下 、 
HX) A rny) A os 


令 j 一 5 而 |& di->0, 我 们 得 到 所 论 平面 薄片 的 重心 坐标 zz 为 
f 了 REG yrdo 

_n 

J fra 


这 里 #4 是 密度 取 数 (x,s). 或 者 应 用 公式 (1), 得 
F=f redo, y= 条 ff yuao. (3) 


在 特殊 情况 下 , 如 果 平 面 薄 片 是 均匀 的 , 就 是 说 , 密度 4 是 一 个 常数 ， 
则 及 =jS, S 是 平面 薄片 的 面积 , 而 公式 (3) 简 化 为 


z= /fzdo, y= /fyao. (4) 
a 到 
仿照 上 面 的 讨论 , 同样 可 得 空间 物体 重心 的 举 标 ; 
I = 三 帮 znav, 5= 三 用 Bt 5= 坟 所 zndv, (% 
筷 自 加 


这 里 二 p(x,y,z) 是 物体 如 的 密度 函数 ,而 村 是 物体 的 质量 (公式 (2)). 
特殊 地 , 如 果 物 体 是 均匀 的 {py 二 常数 ), 则 公式 (9) 可 以 简化 为 


rt 
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sp ra v= ve, z= za (6) 


这 里 了 是 物体 马 的 体积 . 
3 ”转动 惯量 仿照 上 面 所 讲 的 把 平面 薄片 近似 地 看 作 个 质点 组 
成 的 质点 系 . 这 个 质点 系 对 于 上 轴 的 转动 惯量 是 


By?) A oi; 
对 于 y 轴 的 转动 惯量 是 
rer) haa 


对 于 原点 口 的 转动 惯量 是 


{rt (rn) A os. 


取 极限 , 就 分 别 得 到 薄片 对 于 x 轴 的 转动 惯量 1, 对 于 zy 轴 的 转动 寞 量 
五, 对 于 原点 口 的 转动 惯量 /6 的 计算 公式 ， 


[= /fy* ry) de, (7) 
五 = ff rn) ao, (8) 
五 = f(x:+y’) -pry) do. z (9) 


显然 有 lo=J+,. 


”类 做 地, 我 们 也 可 以 得 到 空间 物体 对 于 xOy 平 面 的 转动 惯量 Ls, 对 
于 工 轴 的 转动 惯量 产 和 对 于 原点 0O 的 转动 惯量 的 计算 公式 ， 


着 = f/f zu(z ,2) 4, (0) 


r= {ff (y+ a pr,y,2) dv, 【11) 
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B= f/f (r+ yt a (ry,2) do. (12) 


物体 对 于 yOz、zOx 平 面 的 转动 惯量 有 类 似 于 (10) 的 公式 ， 对 于 
轴 , z 轴 的 转动 惯量 有 类 似 于 (13) 的 公式 , 读 | 
者 不 难 把 它们 直接 写 出 来 . 

例 1。 求 位 于 两 贺 r+=2sin8 和 + 二 4 
sin8 之 间 的 均匀 薄片 的 重心 (图 13.23)， 

解 ”因为 区 域 刀 对称 于 y 轴 , 故 重心 
C{E, 了 ) 必 位 于 yy 轴 上 ; 于 是 =0. 

此 由 公式 

5 = 二 ff vao 

求 第 二 个 坐标 ， 由 于 区 域 思 位 于 半 稳 为 1 图 13.23 


与 半径 为 2 的 两 图 之 间 , 所 以 它 的 面积 等 
于 这 两 圆 的 面积 之 差 ， Sn, 如 应 用 极 学 标 计 掉 积 分 


ff yao= ff ?sine drd9= fin oa 了 "ar=] fain'0d9 =77. 
下 五 _ 


28Ing 


因此 


所 求 重 心 是 C(0, 地}. 


例 2. 求 均 每 半球 体 旧 :T? 十 六 十 2? 所 如 ,之 之 0 的 重心 . 
解 ” 今 式 (6) 中 头 两 个 积分 为 零 , 因为 半球 体 忆 对 于 yOz,zOr 平 面 
是 对 称 的 . 为 了 计算 第 三 个 积分 , 我 们 引用 柱 面 坐 标 
r=rcos0, y=rsind, 了 一 3， 


并 注意 不 等 式 ?十 十 z? 和 所 成 为 1? 十 2? 所 a 则 
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Nar fa feae f° f r= -3x /032d 


由 
加 Cz2z2 Zilea 1  ， 
=zx| 2 4 | = 4 4 ， 
因 半 妹 的 体积 了 一 -和 mas 故 子 一 3 而 重心 为 (0.0,32 


例 3， 求 密度 为 1 前 均匀 球体 如 :x 十 六 十 Zz* 所 1 对 坐标 轴 的 转动 
惯量 ， 
解 根据 公式 {11) 


m= ff +zd)dv, b= Nf (artrd a 
5= f/f (ry dv. 
. Er 


由 于 对 称 性 , 闫 三 瑟 关 (= 已 , 相 加 就 得 到 
37= {ff 2(x*+ yt a’) dv. 
Lr 
引用 球面 坐标 , 可 见 [ $13.6 公式 (4)] 
=) rrsino ar ad6 dp 


区 丈 1 
2 2 ] _ Bx 
= Jj ao | sing dp fr’ dr = 2x2 = 
3 / / / 3 5 15 
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以 前 讲 过 的 定 积分 是 以 数 轴 上 .一 线 外 为 积分 区 间 , 重 积分 是 以 平面 
区 域 吕 或 空间 区 域 旭 为 积分 区 域 ， 现 在 要 引入 曲线 积分 及 曲面 积分 的 
概念 , 它们 分 别 是 以 曲线 (平面 的 或 空间 的 ) 或 曲面 为 积分 区 域 .本 章 的 
重点 是 这 两 个 类 型 的 积分 的 计算 法 , 我们 将 看 到 它们 可 以 归结 到 定 积分 
或 二 重 积分 的 计算 . 


§14.1 对 坐标 的 曲线 积分 


1. 功 的 问题 我 们 已 经 在 第 八 章 中 用 定 积分 解决 了 在 平行 力作 用 
下 直线 运动 的 功 的 问题 , 现在 4 
要 来 讨论 曲线 运动 的 功 的 问 
题 . 

设 在 力克 的 作用 下 点 时 
的 运动 路 组 是 曲线 C (为 简便 
起 见 , 设 C 是 平面 型 线 , 图 
14.DD, 而 六 与 点 肝 在 C 上 的 位 
置 有 关 , 即 下 是 点 可 (x,y) 的 . 
函数 忆 二 下 (x,y)， 为 了 求 力 国 14.1 
玉 沿 曲线 已 从 点 甩 到 点 如 的 一 段 狐 44B 上 所 作 的 功 ; 我们 用 分 点 钙 、 由 :、 
…、Ma_! 将 绒 AB 分 为 nn 段 小 缴 

MiMi=1,2, RR; Mo= A, M=B), . 
其 长 为 Asi. 设 刁 长 A si 很 小 , 则 力 忆 在 红 太 ,Mi 这 小 一 部 分 上 变化 
不 大 ， 可 以 近似 地 看 作 常 力 ， 并 可 取 在 弛 Mi-iMt 上 任 一 点 Mi:(&i,91) 
(143) 
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的 力 瑟 ( 司 ,zi) 来 代表 它 ， 同 时 又 用 芝 机 ,条 ,的 长 度 近似 代替 弧 有 ,14， 
的 长 度 As:， 于 是 力 下 在 这 一 小 部 分 上 所 作 的 功 Aw; 近 似 地 等 于 
(6 与 他:_i 的 数量 积 , 即 
A 到 is F{é,n0): Meit. 
没 Ptx,y) 和 @(x,y) 分 别 是 力 F 在 x 加 和 轴 上 的 投影 , 则 
F=P(r ,Dit Q(z, 9)j. 
又 因为 Axi=Xi 一 Xii 及 入 yi 二 yi 一 yi-!1 是 矢量 前 -iM 在 坐标 轴 上 的 
授 影 , 所 以 


MM= Arit Ay. 
于 是 数量 积 
P(E,0) Mt = P(e 0 Arit Qn) Ava 
而 力 所 洛 弧 AB 所 作 的 功 多 可 以 近似 地 表示 为 和 


W=BAwa P(e) Arit Q(éi,n). My 上) 


显 狼 , 当 分 点 钝 多 且 弧 段 合 小 时 , 近似 程度 将 意 好 。 因 此 , 我 们 定义 力 吾 
在 曲线 C 上 沿 缴 AB 所 作 的 功 抒 是 和 (1) 的 极限 ， 


W = lim [P72)- Axit+ (En A gi], (2) 


仙 有 8 一 仿 
其 中 |A s| 表 示 所 有 小 弧 段 中 的 最 大 长 度 . 
2. 对 坐标 的 曲线 积分 “ 抽 去 (2) 中 瑟 , 忆 , 日 的 物理 意义 ,一 般 池 ， 
我 们 给 出 下 面 的 定义 ， 
设 曲 线 C 是 分 段 光 清 的 ,函数 P(x,y)、 Q(x, 四 在 C 上 连续 ,其余 
记号 的 意义 如 上 , 则 称 极限 值 (2) 为 函数 P(x,y) 及 入 (x,) 灌 网 线 忆 从 点 
4 到 点 召 对 坐标 的 曲线 积分 , 并 记 作 


所 本 昌 线 是 分 段 光 沸 的 , 就 是 悦 , 曲线 是 调 有 限 菜 具 有 连续 转动 的 切线 的 县 所 连接 
起 来 的 , 而 连接 点 可 能 为 角 点 . 贫 如 第 还 的 边界 是 分 人 光滑 的 , 四 个 顶点 是 角 点 , 扇形 的 边界 
“起 是 分 段 光滑 的 , 中 心 及 半径 与 贺 医 的 交点 是 角 点 ， 等 等 . 
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f Pisar+ Qn day = lim ZIP(E00): Axit Q(E70)° AD 
ARH . 


Qall—n) 


(3) 
有 时 为 表明 起 点 A4Cxo,z0) 及 终点 BL 了 ) 的 坐标 起 见 , 也 记 作 : 


WY) 


f Part+t Qdy. 


(Foyo: 
据 此 定义 ,可 见 变 力 正 沿 曲 线 忆 从 44 到 B 所 作 的 功 可 以 表示 为 曲线 
积分 | 


w=/ Par + Qay, 
#9 


这 里 五 . 名 是 变 力 在 坐标 轴 上 的 投影 

我 们 类 羽 趾 定 尺 连续 函数 Ptr,y,2), Q(T,y,21、 民 (XY,#y,Z2) 沿 空间 
由 线 丁 从 点 4 到 点 吾 对 坐标 的 曲线 积分 为 

/ Pazr + Qay + Rdz= lm PIP(E nt) Axe 

如 0asl-o 

+ EWE) Byit REL NC) Bzil, (4) 

其 中 [Eiri, 引 为 弧 Mi-1 弄 ; 上 的 任意 一 点 , 态 Xi、 态 Vi 点 zi 为 天 量 
再 :1M 在 坐标 轴 上 的 投影 . 

直接 根据 定义 , 我 们 可 以 导出 对 坐标 的 曲线 积分 的 一 些 篇 单 性 质 ， 
例如 : 

1 如 果 则 线 绝 4 号 是 由 CC Ce 几 部 分 所 给 成 , 则 在 弥 4 瑟 上 
的 积分 等 于 在 各 部 分 上 积分 之 和 即 


f Part@ay= | Par+Qdy+f Pdr+Qdy++f Pdr+ OQdy. 
CL Ca 人 


读者 可 以 比照 # 8.3 性 质 5 加 以 验证 . 
2 荐 改变 积分 路 线 的 方向 , 对 举 标 的 曲线 积分 只 是 改变 符号 ， 即 


pe 
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Pax + Way = ~ | par + Qay, 
BA A 


这 里 BA 与 4 访 只 是 方向 不 同 ,前 者 以 吾 为 起 点 4 为 终点 ,后 者 以 A 为 起 
点 如 为 终点 . 

团 为 改变 积分 路 线 的 方向 , 就 改变 定义 中 (公式 (3)) Ax, Ay; 的 符 
号 , 所 以 有 上 面 的 结论 . 

3， 现在 来 讲 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 法 , 

定理 ” 设 曲 线 C 的 参数 方 各 是 

r=9tt), y=pi), 

其 中 函数 9 (四 、$( 加 具有 一 阶 连续 导数 ( 即 基线 是 光滑 的 )， 当 上 单调 地 
( 增 大 或 减 小 ) 由 a 变 到 8 时 , 曲线 C 上 的 点 经 过 由 有 4 到 如 的 弧 A4B. 如 果 


男 数 PCz,b)、@(z ,在 红 4 上 连续 , 则 积分 Pir + Qdy 存 在 , 并且 
EH 
可 以 表达 为 定 积分 


f pr ne 加 


i 
= f {Plg() ,GD 19 + Qlo (DG (Dg at (5) 


证 设 狐 4B 上 的 分 点 Mi(x2,8:) 对 应 于 t=, 用 有 上 任意 一 
点 (7 让 对 应 于 上 一 Te. 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 (5. 了 ,有 


Axi=p(t)— g(t) =9 (DAt, 
式 中 5 在 ti_i 与 ti 之 间 ， A 二 4 Fi. 于 是 和 


EP Ea)" Xi 二 > Plo( rp lp (rr- A 
当 无 限 增 大 且 |A sh( 因 而 |A 四 无 限 减 小 时 , 上 式 右边 的 和 的 极限 等 
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于 中 
lim Plo(rd,plrd]e' (rr) ht 


再 一 9 


(AE=0) 


在 
= /Plo(D.g(0)]o'(t at. 


这 就 证 明了 曲线 积分 / P(x,y) dx 存在 , 并且 它 的 值 等 于 定 积分 : 


B 
f Pradr= pletn40be(Ddt (6) 
"AB a 
同样 可 证 
/ Qn dy= {Ql DD dt. (nD 
AB 立 


合并 公式 (6) 和 (7) 即 得 公式 (5), 定理 证 毕 ， 

公式 (5) 表明 ,计算 对 坐标 的 曲线 积分 时 , 只 要 把 其 中 的 了 ,zy 、dx、 
民 硕 次 换 闫 gt. pAD dt, VD dat, 然后 自 曲 线 的 起 点 有 4 所 对 应 
的 参数 值 w 到 终点 百 所 对 应 的 参数 值 5 作 定 积分 就 行 了 . 

如 果 曲 线 弧 4 巨 是 分 段 光 滑 的 , 那 末 把 它 分 为 下 个 部 分 , 能 得 其 中 每 
个 部 分 都 是 光滑 的 。 于 是 应 用 公式 (5) 于 每 个 部 分 , 然后 把 这 天 个 积分 加 
起 来 , 并 注意 到 性 质 1* 就 可 看 出 , 在 分 段 光滑 的 曲线 上 计算 公式 ( 习 仍 是 
成 立 的 . 

特殊 地 , 取 太 为 参数 t, 曲线 C 的 方程 为 y= 二 (x), 其 中 必 +) 是 x 的 
单位 连续 函数 , 则 计算 公式 (8) 成 为 


有 
| Pixar= 六 PE,az)lar， (8) 


中 才 看 9.3 的 康 证 . 
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这 里 当 工 由 xo 变 到 关 时 , 曲线 C 上 的 点 经 过 从 起 点 A4 到 终点 8 的 直线 弧 
dB， 同样 , 取 y 为 参数 1 曲线 忆 的 方程 为 + 二 g(y), 其 中 p(y) 是 gy 的 
单 值 连续 函数 , 则 计算 公式 (站 成 为 


/ Q(x, ay= f Oly ,ydy, (9) 
的 30 
这 里 当 y 由 yo 变 到 了 时 , 曲线 C 上 的 点 经 过 从 起 点 4 到 终点 号 的 曲线 狐 
AB 


关于 空间 曲线 上 对 坐标 的 曲线 积分 ,应 用 类 似 的 方法 同样 可 证 ， 
设 空间 曲线 夏 的 参数 方程 为 


Tp y=%(t), z= wt), 


其 中 9( 四 、Y()、wl) 具 有 一 阶 连 续 导 数 ， 如 果 西 数 P(x,y,z)、 
Q(T,Y,Z)、 民 (I,y,z) 在 夏 上 连续 , 则 有 计算 公式 


a . 
了 Pax + Qay + Rdz = {Plp(2),g(t),wt De'(n 
必 I 


+ Qo, BD, oN D+RPD ,GD wt oa (10) 


y 这 里 当 参 数 ; 单调 地 ( 增 大 或 碱 小 ) 由 a 变 
RO 到 时, 曲线 厂 上 的 点 经 过 从 起 点 4 到 绑 
点 恕 的 曲线 弧 AB， 


讽 1。 计算 曲线 积分 
1 f (rtdrttr—y) ay, 


路 线 C 蚌 Ci) 图 弧 4B, (ii 折线 4OB 
〈 玫 14.2?. 


解 〈i) 圆 弧 4 局 的 参数 方程 是 


X=co058, y=sing (os g< 和 如) 
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应 用 公式 (7), 得 


/ (r+)adr+(r— ydy 
及 吾 


#2 


一 J leos atsin DN(— sind)+(cos 0—sind}cos bd 


xi2 


=/ cos20_ sin20 d=—1. 


(站 》 AO 的 方程 是 y=0(0 < x<1), OB 的 方程 是 +=0(0 
yg&]): 在 A40 上 dy 一 0, 在 OB 上 dx 一 0. 于 是 应 用 公式 (8) 和 (9) 


f (riyarttlr -Da=f tnartf -nw 
0 . OB 


A0B 


= fxar r+/ (n= 一 上 -二 


1 


例 2， 设 路 线 忆 是 抛物 线 y? 二 x 上 从 
点 遂 生 ,一 直到 点 Bll,1) 的 一 段 弧 (图 
14.3), 计算 曲线 积分 


了 Tyar. 
如 


解 这 时 7 王 士 vY 不 是 单 值 的 , 所 以 职 图 14.3 
抛物 线 的 红 4O、DB, 其 方程 各 为 8 一 一 vY 及 y 二 十 YT， 于 是 分 别 应 
用 (8), 得 到 


了 rydr = 了 xydx + fzvar 
ADB A 如 如 


= fr(vDart faviar -2 friar = 和 
1 站 [| 


150 


数学 分 析 ( 续 ) [种 二 篇 


例 3。 计算 曲线 积分 


了 Tidrt+3ay dy— rydz, 
允 


路 线 忆 是 从 点 A4(3,2,1) 到 点 B(0,0,0) 的 直线 段 AF. 


解 ” 直 线 4B 的 方程 是 


化 为 参数 方程 得 


r=3t, y=21, z= Wtel), 


应 用 公式 (1) 求 得 


| 


AB 


0 
rdr+3ay dy— rvdz= fl(3t)3+3t(2t)".2 (31).2t]dt 
1 


=87/ rat= -至 . 
例 4。 设 有 一 质点 :质量 为 mw) 受 重 力作 用 在 铝 直 平面 上 洪 某 一 梁 
0 = 线 狐 4B 移动 , 求 重 力 所 作 的 功 , 
Cx, y) 解 ” 取 + 轴 为 水 平 直线 , y 轴 铝 直 向 下 
有 〈 图 14.4), 则 重力 在 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 
P(x) =0, Q(x,8) = mg, 
i 这 里 9 是 重力 加 速度 ， 于 是 质点 从 起 (zeoto) 
图 1 4 移动 到 点 B(X, 了) 时 重力 所 作 的 功 是 积分 


【于 
WW = 了 mgdy =me fdy=mg( Y —s). 
Fo 


Toboy 


514.2 对 强 长 的 曲线 积分 
1 设 曲 线 局 是 分 段 光 滑 的 , 函数 f(x,z) 在 CC 上 连续 .我 们 定义 
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冰 数 Fr , 切 沿 典 线 避 从 点 4 到 点 吾 对 焉 长 的 曲线 积分 为 下 列 和 的 极限 


并 用 记号 上 (x,y) ds 来 表示 这 极限 值 ; 
局 如 ， 


1 rzDDd= lim 2 fbn) A ss (D - 


Bl 

其 中 si: 是 把 统 AB 分 成 小 弧 有 Hi:-1Mi; 的 长 度 , (5&1,7n)) 是 弧 陪 ;_1M;: 上 的 
一 点 在 一 12… 3) 

我 们 也 末 以 完全 相仿 地 定义 函数 (x,y,z) 沿 空间 曲线 厂 从 点 和 刀 到 
点 广 对 强 长 的 曲线 积分 , . 

设 平 面 曲线 形 的 物质 的 线性 密度 为 jy 二 jg{x,y)[ 如 为 空间 曲线 ， 
三 (XY,y,2) 1] 根据 定义 (1) 并 依照 $13.8 对 于 物体 的 质量 , 重心 和 转产 
惯量 的 讨论 , 谈 者 不 难 建立 下 果 的 洁 果 ， 

上 质 线 4B 的 质量 M 为 。 


M-/ 4 ds; 
AB 


重心 (元 ,多 ) 为 


.对 工 轴 、y 轴 及 原点 的 转动 惯量 各 为 
到 = 了 yg ds, b= rp ds， n=/ (ity ds. 
A AB AB 


前 面 提 到 , 对 坐标 的 曲线 积分 与 积分 幢 线 的 方向 有 关 ， 但 是 , 不 论 


积分 路 线 的 方向 如 何 , 在 定 兴 (1) 中 各 弧 攀 长 上 5 总 取 正 信 “ 记 以 , 对 强 


长 的 曲线 积分 与 积分 路 线 的 方向 无 关 ， 即 
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ff as=) fas. 
BA 8 
除 此 外 , 对 弧 长 的 烛 线 积分 的 其 它 竹 质 与 对 坐标 的 曲线 积分 的 性 质 
相同 ， 
2. 现在 来 讲 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 法 ， 
定理 ” 设 曲 线 忆 的 参数 方程 是 
r=g(0), y=%()), (2) 


其 中 靖 数 2 六 、%t 具 有 一 阶 连 续 导 数 ， 当 参数 1 从 a 变 到 8(a< 有 时， 
曲线 CC 上 的 点 经 过 的 路 么 为 弧 A4B，、 如 果 和 函数 站 xX ,如 ) 在 弧 A4B 上 连续 ， 


则 积分 / f(xX,V) ds 存 人 在 , 并且 可 以 表达 为 定 积 分 
妈 旦 


f ftw as= ee P(A at. (3) 


中 证 取 缴 攻 ANMY = 为 胆 线 忆 的 


戏 3 参数 (图 14.5, 则 点 和 4 对 应 于 s= 几 
5 点 召 对 应 于 s= 工 ( 弧 4 盏 的 全 长 ), 点 
| 马 ” 有 对 应 于 Ss=56 并 令 沾 昭 季 -4 


D 证 站 上 的 一 点 (6 对 应 于 5= 8 于 基 ， 
6 根据 定义 (1) 有 


f fr) das=lim D1 flEin) As， 
AF t=1 


a 


=lim B /lr (sd,v(sd)A ss= {flr(s),v()as. 
对 于 上 式 右边 的 定 积分 , 作 变 量 代 换 


s=s(0= fv p+ g(t) di, 
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把 参数 5 换 到 原来 参数 1 ， 因 上 一 4 时 5 一 0 1=# 财 s 二 LL, 并 且 ds= . 
V9 (有 科 十 $3 有 Gi, 故 有 


t 月 
f ftr (ous)as= f Hod, GD pT GA) dt. 


这 就 证 得 公式 (3). . 

公式 (3 表明 , 计算 对 缴 长 的 盔 线 积分 时 , 只 要 拒 其 中 的 x、# 、ds 左 
次 换 为 p( 站 、$( 和 及 Vp 5( 及 十 YD) di, 然后 从 a 到 8 作 定 积分 吉 11 了 ， 
这 里 我 们 必须 掉 定 积分 下 限 a 小 于 积分 上 限 8; 如 亲 a 大 于 8 时 , 则 对 调 
积分 上 下 限 使 得 骤 长 s 随 参 数 + 增 大 而 增 大 ， 我 们 知道 , 这 样 对 调 不 过 
改变 积分 路 径 的 方向 , 而 这 是 无 关 紧 要 的 事情 . 

特殊 地 , 如 果 曲 线 避 的 方程 是 zy= W(z), 其 中 %(zr) 具 有 一 阶 连 续 导 
数 , 当 ro<z 扣 大 时 曲线 C 上 的 点 经 过 的 路 径 为 弧 人 4 五 , 则 有 


了 fras= {flr G(r) WIT Sz) dxs (4) 
EE To 


如 果 曲 线 忆 的 方程 是 x 二 pg(2), 其 中 p(y) 具 有 一 阶 连续 导数 , 当 y0 所 所 
.了 时 曲线 己 上 的 点 经过 的 路 径 为 弧 4B, 则 有 


{ /znas= flolw) yy 1l+ gt dy. (5) 


其 次 , 对 于 空间 曲线 栈 ; 
T=p(), y=, z=w(n), 
亦 有 完全 类 似 于 公式 (3)? 的 结果 ， 


且 
flrsv8) as= {lol god WP TDD oD dt. (6) 
AB 可 


例 1。 计算 曲线 积分 


a “oe a TT TP te RP whe! 
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路 线 C 是 (i) 抛物 线 y* 二 4 自 点 (0, 中 到 点 (1 分 的 一段 弧 , (ii 本 加 
天 十 区 =1 在 之 轴 上 方 的 部 分 


解 (i) 因为 必 =VI+( 你 ) dy-y1+ 车 dy， y 的 变化 区 间 


是 四 , 2], 则 上 由 公式 (引得 


f 0-f oft dy=2. [+ je $-(2V3 1D), 


(六 ) 椭圆 的 参数 方程 是 一 5 cos 1, yy 二 3 sin tl 这 时 


ds= ( 麻 )+( 各 ) dt=v25 sin?t+9cos’t dt 


at .at 
=y25— 16 cos’t dt, 
t 的 变化 区 间 是 种 , 产 ]， 由 公式 (3) 有 


f yas= {3 sin 1/25—16cost dt. 
[0 [1 
作 代 换 z=cos ft 之 后 并 应 用 分 部 积分 法 , 便 得 到 
f vas=—3 /51m du=6 (25 16 du 
[my 
= 部 /os 16w +( 各 arc sin4 wo)] =9 十 全 arc sin. 
例 2， 计算 曲线 积分 


由 rrr I ta 十 字 ”” 
人 矿 基 申 旋 线 xX 二 gcost，Jy 二 6 sin 1:，z = 二 寻 的 第 一 团 ( 参 看 图 9. 20)， 


/EE 
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化 区 间 是 四 , 2z], 故 由 公式 (6) 得 


2 ~ 
ds rf 人 =" +e 多 
/ ry “4 + fz re a actegl 
i 2 
= Tarc tg 


3. 现在 要 找 出 两 种 曲线 和 分 之 间 拘 关系 ， 
如 前 , 取 呈 长 4 李 =s 作为 曲线 尼 的 参数 , 殊 A4B 的 全 长 为 工 , 则 二: 
对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 法 [上 节 公 下 (本 ]. 有 


/ Pixart+ Qir nady= flPle(s),v(s)]} Go 


t . 
+ Qlr(sy (sas= f {Plr(s),v(s)]eos ed 
+ Q[z(s),y(s)]eos Blds. 
其 中 cos a= 全 ,cos B=- 戏 是 曲线 C 的 切线 的 方向 余 强 ， 又 由 对 骤 二 
的 曲线 积分 的 计算 法 [公式 (3)], 有 | 


/ [Plx,y)eos a+ QUr, vcos 3lds 


全 
-Her gt Qlrts), vy(s)leos Plas. 
这 就 得 到 两 种 曲线 积分 的 关系 式 
1 Pie+od= /peu a+QeosBads. (7 
同样 , 对 于 在 空间 曲线 六 上 的 节 线 积分 亦 有 


f par+ Qady+ Raz=/ {Peasat@eosB+i+Reos ry)ds, {x: 
An A - . 
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这 里 cos 4a,cos 8.cos 7 是 丸 上 切线 的 方向 余弦 ， 


§14.3 格林 (Greenm) 公式 


”我 们 就 要 证 明 展 布 在 一 个 平面 区 域 上 的 二 重 积分 与 沿 这 区 域 边界 
的 曲线 积分 之 冯 的 一 个 关系 设 区 域 为 一 条 或 几 条 曲线 围 成 的 , 取 
边界 的 正 向 为 这 样 的 方向 , 使 得 区 域 吕 永远 保持 在 它 的 左 侧 ， 例 如 对 


于 两 个 同心 图 所 围 的 区 域 来 说 ,外 圆 的 正 疝 是 反 时 针 的 方向 , 而 星 图 的 
Yy . 


正 向 是 顺 时 针 的 方向 ， 我 们 用 外 表示 沿 
tC 


闭 曲线 C 的 正 向 的 积分 . 

定理 设 工 闭 区 域 刀 的 边界 曲线 
C 与 任 一 平行 于 坐标 轴 的 直线 的 交点 不 多 
于 两 个 《图 14. 全)， 

2 范 数 P(z,y) Qtr,a 在 刀 上 只 


图 14.6 - 有 一 阶 和 连续 偏 导数 ， 则 有 格林 公式 
几 Pax 十 9 /f( 狂 一 和 )drar | (0) . 


这 里 曲线 积分 是 沿路 线 C 的 正 向 , 二 重 积 分 是 属 布 在 区 域 万 之 上 . 
证 根据 二 重 积 分 的 计算 法 , 有 


op _ 生 “ap 
orm/ | Ye 
= [IP(z,y2) — P(r) az, 


式 中 yh(T) 是 曲线 局 的 方程 , y = 加 (z) 是 曲线 Ca 的 方程 . 
再 根据 曲线 积分 的 计算 法 [§ 14. 1 公式 (8)] 有 


fPar=f Part f par= /pts dr+ fplz ar 
[a 三 上 CL Er 在 
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-- fptr Px)lar. 
于 是 , 比较 上 面 记得 的 两 个 结果 , 我 们 证 得 
/fy Sardy=—§{ Pax. (2 
局 样 可 证 : 
Py Qay. (3) 


”合并 (2)、 (3) 就 得 到 格林 公式 (1)， 
邵 果 边界 曲线 忆 与 平行 于 榴 标 轴 的 

让 线 的 交点 多 于 两 个 时 ,可 引进 几 条 辅助 

曲线 把 区 域 口 分 为 有 限 个 部 分 区 域 , 使 得 

每 个 区 域 的 边界 满足 定理 的 条 件 , 则 格林 
公式 {1]) 对 于 这 样 区 域 仍然 是 正确 的 .例如 
就 图 14.7 测 论 , 应 用 公式 (1) 于 思 的 部 分 

区 域 万 Ds. Di 之 上 , 并 注意 到 在 引进 的 
辅助 曲线 上 的 积 分 是 相互 抵消 了 , 所 以 有 图 14.7 


V8 -ye 
-+f tf = = Par+ Qay. 


平面 全 积 作为 井 线 积分 在 公式 (1 中 取 户 = 一 y 包 =x, 即 得 区 域 
号 的 面积 S 为 


S= /faray=3f zay—y dr, (4) 
pb [a 


这 就 是 说 , 区 域 吕 的 面积 可 以 天 为 沿 其 边界 正 向 的 一 个 赐 线 积分 ， 
例 1， 对 于 § 14.1 例 1 的 曲线 积分 ,如 果 C 是 扇形 区 域 D 的 边 内 


< 人 [第 二 简 ) 
于 14. 力 ,验证 格林 公式 了 肝 让 歼 性 ， 
解 ”根据 $14.1 例 二 的 结 洒 ,我 位 冰 得 
下 (并 十 的 Cr 十 (Cr 一 zy 一 了 (riyar+{tr—y) dy 
i 


HOA 


+ 上 Gna ta x to ar tr — yy 
2 


SOA 


一 了 (十 四 Gy 一 1 一 (一 =. 


ADB 


f/f [tz 一 人 Bt “nlaray= {fu drady =0. 
Ea - - Ea 


上 


{ (x 二 tr 一 ez fr + 9) |aray, 


ABOA 
必 就 是 需要 验证 的 . 
例 2. 求 李 加 工 = a cos 0，y 二 bsin8 所 图 成 图 珍 的 面积 全 . 
解 ”根据 公式 (41 存 


5 = 二 f TA ar =: 3 了 (ab CC0S2 昌 十 osSinzt)ep 
站 [i 


$14. 4 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 条 忻 
在 $14.1 例 1 中 ,我 们 计算 过 曲线 积分 


C0,1) 


(Itaritr—yady (P=rty, Q=r—y), 


(10) 
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它 治 着 两 个 不 同 的 路 线 所 到 的 值 都 等 于 = 1， 但 现 丰 名 察 岗 线 积分 


i1,1} 


f rdy~ydr (P=—y, = 7 


侣 ,0 


时 ,我 们 不 难 验算 它 治 抛物 线 y 二 z* 上 所 到 的 全 等 于 二, 而 沿 三 次 担 物 


线 y=x? 上 所 取 的 值 等 于 地 ， 那 末 一 般 说 来 .函数 号 、@ 满 足 什么 条 件 ， 
积分 


(Td) 


fP drie ay 


{Toyo 

万 才 与 政 线 无 关 耐 只 了 节 决 于 始点 jsfzro zo) 点 于 终点 Jr Dr 在 未 证 明 
下 面 的 定理 以 管 复 这 个 问题 之 前 , 我 们 注意 , 营 
由 44 到 8 沿 着 人 :与 由 前: 到 以 ; 沿 着 忆 ( 图 14. 
5) 这 同 个 曲线 积分 相等 时 ,; 则 由 1, 到 1 沿 着 
局 再 由 前 ! 回 到 Mo 沿 着 一 Cs 这 个 闭 曲 线 上 的 积 
分 显然 为 零 ， 反 过 来 说 也 是 正确 的 、 因 之 , 昌 
线 积分 与 路 线 无 关 熟 等 价 于 陆 曲 线 上 的 曲线 积 
分 为 零 ， ”图 14.6 

定理 1. 设 芋 ”区域 妃 是 一 个 单 连 通 域 全 ， 

2 函数 刀 z,2], Q(x ,四 在 DD 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 曲线 积分 


/Pax + de 与 路 线 无 关 ( 或 沿 着 娓 上 的 任意 闭 曲 线 的 曲线 积分 为 零 ) 之 
必要 且 充 分 条 件 是 


3P_309 
3 (1) 


恒 能 满足 . 
证 根据 格林 公式 [前 节 公 式 (H] 条 件 显然 是 充分 的 ， 反 之 , 条 
QD 平面 上 单 连通 域 指 的 是 这 样 的 区 城 ， 在 区 域内 任意 用 曲线 连续 变形 总 在 域内 而 能 


织 成 为 域内 一 点 , 例如 几 14.7, 14.8 中 的 区 域 人 是 单 连 通 城 , 而 两 个 网 心 遇 包围 的 环形 区域 
就 不 是 单 连通 城 . : 
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人 也 是 必要 的 ， 设 在 任 一 闭 曲线 上 曲线 积分 /Pdr + Qdy 为 志 , 而 在 D 


上 竟 有 一 点 Mo(zog 使 得 -3 一 3 二 0( 假 定 >0)， 由 于 懈 导 数 的 
连续 性 ， 则 在 以 点 肠 为 中 心 7 为 贺 周 的 一 个 足够 小 的 图 玉 内 能 有 


人 op 
->0. 于 是 


1 PartQd=/[( 竹 一 各)ardy>0 


此 与 所 设 不 合 。 定 理 证 毕 , 
人 例如 了 = 


5 = 二 六 在 原点 大 不 连续 的 ， 但 在 不 是 单 连通 域 如 环形 区 


区 5 
域 4<ze+W2<4 之 上 ,它们 满足 条 件 .3 = 5 = 此 未 苛 r， 这 时 , 清 
着 圆 闻 一 cos 9, y= 二 sin 80<Cs2r) 上 的 曲线 积分 | 


2 
— 天 一 一 
(ie 27 


就 不 为 零 . 

应 用 上 述 定 理 我 们 可 以 证 明 关 于 多 微分 的 条 件 的 定理 

定理 2。 若 函 数 尸 . 妨 在 单 连通 域 闻 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 
Pax + @ady 为 某 一 函数 (x,) 的 全 微分 之 汉 要 且 充 分 条 件 是 条 件 (1) 恒 
能 满足 ， 当 条 从 (1) 满 足 时 , 务 数 (不 计 一 常数 之 差 ) 可 经 由 普通 积分 求 
出 ,. 其 形式 为 


| 四 ， 
ux,t) = /Prvar + /ec (2) 


其 中 (zo,yo) 是 区 城 吕 内 的 一 个 定点 . 
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证 首先 ,条 种 是 必要 的 。 因 为 车 存在 着 函 攻 tx, 使 得 
他 人 一 Par 十 Qay, 
则 必 有 


= Ox _ O08 
Br 和 


其 次 ， 要 条 件 是 充分 的 考察 位 于 区 域 吕 内 的 曲线 积分 
(Tw) 


Par + @ay. 


{royo 


因 假定 条 六 (DD 满足, 根据 上述 定理 , 这 积分 与 路 线 无 关 , 也 就 是 说 , 当 始 
点 于 oo3o 固 定时 ， 它 是 终点 M(x :9) 的 沙 数 .用 wlx,) 表 示 这 函数 ， 
则 积分 可 以 写 为 


{Ty} 


f Part Qady= u(r,y). - (9) 


{Tmo 一 


于 是 , 如 果 终 点 为 N{x + Ax,y), 又 有 


《证 证 站 下 ty 


Par+ Qay= Wir+ Ar,y). (4) 


{rmt , 

因 积 分 与 路 线 无 关 , 可 以 取 路 线 由 
MM。 到 用 为 任 一 曲线 及 由 肢 到 NN 为 一 平 
行 于 轴 的 直线 (图 14. 分， 故 由 (3)， 
(4 立即 得 到 里 14.9 


YY 


HD yr 


+ 
(x+ 起 ,二 u(x ,0) + 了 Pdr + Qay, 
[下 


在 最 后 积分 中 ,zy 一 常数 , 故 dy =0, 并 应 用 积分 中 值 定理 , 上 式 成 为 


{TE 


uzt+Axn—ury)= f Pdr 


Ty 


=Ax"P(x+0Ax,n), (0<0<. 
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两 边 各 路 以 上 六 并 令 4z 一 0 而 取 极 限 , 就 得 到 
OE _ 


Br Plx,y). 
网 昌林 证 绎 = Qtz). 
这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 , 


最 后 , 当 条 件 (1) 满 足 时 , 由 积分 (3) 所 
确定 的 函数 &(z,#) 是 与 路 线 无 关 , 故 可 取 
平行 于 4 轴 的 直线 Mo 民 及 平行 于 轴 的 
直线 Ri 为 积分 的 路 线 ( 图 14. 10), 当然 

本 1420 要 假定 折线 1 RM 完全 位 于 娓 内 ， 由 此 ， 
' 不 难看 出 函数 & 确 可 由 公式 (2) 给 出 如 


3 yp 
ur)= /Plr,yo)art+ f Qtr,w) dy. 


或 者 取 平 行 于 ” 轴 的 直线 MoS 及 平行 于 了 轴 的 直线 ,S1 为 积分 路 
线 ( 图 14. 10), 则 函数 2 也 可 表 为 


ulz0) = Q(zom dyt f Pr nar, (2") 


例 (4x+l0ry 3y drt+{(lor yl2xy+ 5y) dy, 


解 名 -一 人 一 30xy* 一 12y*, 所 以 原 式 在 整个 平面 区 域 上 是 某 芍 


数 刀 的 全 微分 ， 取 (zo,y9) 为 (0,0) 并 应 用 公式 (2), 不 计 一 常数 之 差 , 求 得 
这 函数 


工 站 
旗 ( 全 一 far Sor + f (sxy*—12ry+5y’) oy 
[rn 母 


三 世 4 十 57283 一 3X24 十 35 
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§14.5 曲面 积分 


1, 流量 问题 ”对 坐标 的 曲面 积分 

流体 在 空间 中 流动 ,假定 流速 与 一 点 的 位 置 有 关 , 而 流体 的 密度 jx 
处 处 相同 ( 设 4 二 1)。 要 求 计算 流体 在 单位 时 间 内 流 过 曲面 的 流量 作 . 

如 图 14.11, 把 曲面 束 分 为 及 个 小 片 Aqi, 其 面积 也 天 Aqi(ti=1, 
2,…,2) 末 表示 ; 在 每 一 小 片上 任 取 一 
点 (Toy52 站 ; 则 在 革 位 时 间 内 流 过 小 片 
在 的 流量 各 外 :近似 地 等 于 以 lwitcos 人 
为 高 、 上 2 为 底 的 柱 体 体积 [vileos 如 . 
Md 其 中 ;是 流体 流 过 点 (Xi,8i,20 的 | | 
流速 ,|v:| 是 它 的 模 , 8; 是 流速 b: 与 曲面 
在 点 (zego2si 的 单位 法 线 #; 间 的 夹 胡 ， 
车 令 Pi, Qi、 Ri 是 vi 在 坐标 轴 土 的 投影 ; 
cos dr, Cos Pi, Cos Yi 是 :的 方向 余 弦 ， 
则 有 


AB vcos Agi={pi RN Ag: 
一 (Pi cos ait Oi cos Pit R: Cos ra gi, 


或 者 
AB PA dryat OiA irr RiA oirys 


这 里 入 orz 一 cos rAd Bonrr—=C08 Pi Ad Bgiww =C0S71A gr 分 别 
是 本 片 和 人 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 (有 正和 负 导 ). 于 是 总 流量 人 近似 地 
等 于 和 

时 [Pi sz 十 生生 orzz 十 R: 总 Gray - (1) 


当天 无 限 增 类 ,小 片 中 最 天 的 直径 趋 于 零 时 , 我 们 定义 和 (1) 的 极限 为 
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流体 在 单位 时 间 内 流 过 有 曲 曾 写 的 流量 外 . 

一 般 地 , 设 曲 面 是 分 片 光滑 的 ,函数 Plzr,y,z). Q(x,y2)、 
RIx,y,z) 在 人 上 连续 ， 而 以 户 , @:, Ri 表示 这 三 个 函数 在 点 (xi,yi%i) 
的 函数 值 , (1) 中 韵 其 余 记 号 意义 如 上 . 我 们 定义 和 (1) 的 极限 为 函 
数 忆 tx,y,z)、 Q(T,w 2)、R(X,2,3) 在 曲面 全 上 对 华 标 的 曲面 积分 ， 记 作 


ffPe (zdy Az + Q(x yz) de dr + Rr ya) dray 


让 名 一 交 


三 lim SIP, A Giwet iA diasrt RA iry)s (2) 


这 里 la 外 是 所 有 小 片 的 直径 的 最 大 值 . 
. 据 此 定义 , 可 见 流体 在 单位 时 间 内 流 过 曲面 王 的 流量 外 为 曲面 积分 


8= /f Pay de + Qds dx + Rar dy, 


其 中 已. 龟 . 尽 是 流速 op 的 坐标 . 

-如同 曲线 积分 里 要 规定 曲线 的 方向 一 样 , 这 里 我 们 也 要 规定 曲面 的 
方向 。 本 章 总 假定 我 们 折 考 虑 的 曲面 是 两 岗 的 ， 设 想 把 它 的 一 侧 染 为 
红色 , 另 一 侧 染 为 蓝 色 , 这 样 就 不 可 能 党 着 红 侧 上 的 曲线 不 越过 边界 而 
能 达到 它 的 蓝 侧 . 在 红 侧 上 的 法 线 方 向 是 不 穿 过 蓝 制 的 方向 ,而 在 蓝 侧 
上 的 法 织 方 向 是 不 穿 过 红 侧 的 方向 . 如 此 , 法 线 的 指向 就 定 出 曲面 的 一 
便 ， 如 果 规 定 某 一 侧 为 正 向 , 而 另 一 侧 为 负 向 , 则 曲面 就 成 为 有 向 曲面 
了 了， 通常 我 们 用 (一 仿 ) 表 示 与 曲面 区 的 正 向 相反 的 同一 曲面 ,由 于 
卫 与 (一 ) 的 法 线 方向 相反 ， 它 们 的 方向 余 汞 也 都 差 一 个 符 导 ， 因 而 有 


Hh f Pdydz+ Qdadr +Radrdy=— 4 | Padyadz + Qdzdr + Rardy. (3) 


中 所 调 举 面 是 分 片 光 清 的 ， 就 是 说 它 是 由 有 时 个 具有 连续 转动 的 切 平面 的 则 面 所 连 
接 起 来 前 .例如 球 画 或 圆柱 面 都 是 光滑 的 , 而 长 方 体 的 表面 就 是 分 片 光滑 的 . 
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上 曲面 积分 的 其 它 一 些 性 质 , 均 与 二 重 积 分 担 类 似 . 证 明 方 法 也 相 
同 . 

现在 来 讲 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 法 ， 先 对 定义 (2 中 己 . 护 为 等 的 
情形 ， 即 对 曲面 积分 

fe #2) dxdy = lim BRilx WZ) A giry 
de 一 个 
来 加 以 考虑 . 

| 设 平行 于 有 z 轴 的 直线 交 曲 面 全 (< 取 它 的 上 山 ) 不 多 于 一 点 , 就 是 说 ， 
曲面 宇 可 以 表示 为 单 值 珊 数 z= 坟 (xy,8) 以 Dw 表示 了 在 xOVy 平 面 上 的 
投影 区 域 ， 假 定 函 数 z(x ,四 在 Dw 上 连续 ,函数 R(x ,y,z) 在 区 上 连续 ， 
因 小 片 Ag: 上 任意 一 点 (woyiz0) 的 立 标 为 zi 二 (xa); 所 以 和 


ER(royna) 各 yxy 可 以 滞 为 


名 Rxw bua) :Boiry= Rravoz tray) A giry. 


令 m 一 co 取 极 限 , 并 注 章 到 在 让 的 上 出生 Crm 一 cos 入 站 9 为 正 , 由 二 重 
积分 的 定义 , 就 得 


ff Rew a dr w= {f Rley.a (earay, (4) 


公式 (4) 表 明 ,计算 曲面 积分 /R(x,y,z) dray 时 , 只 要 把 其 中 变量 z 换 


为 表示 曲面 三 的 函数 z(y,g)y 然 后 在 卫 的 投影 区 域 刀 。w 上 计算 二 重 积分 
就 成 了 . 

必须 指出 , 公式 (四 的 曲面 积分 是 取 在 曲面 的 上 圳 的 , 这 时 法 线 与 
2 辅 成 锐角 (因而 cos y >0); 如 果 不 然 , 我 们 取 在 曲面 的 下 侧 , 这 时 法 
组 与 3 轴 成 钝 角 ( 因 而 cos y<0), 公式 (4) 中 右边 的 积分 值 雇 改 变 符 号 
即 ' - 


ff Ry, drdy = — ff Rx vatr dardy. (4') 
~ Dy 


同 理 .如果 曲面 写本 以 上 开 示 为 单 值 耳 儿 二 (9,z) 或 y=y{r,2), 
则 直 玉 对 称 性 ,我 们 开 然 员 能 得 到 类 氢 于 ( 相 及 (0 的 计算 公式 ， 


J Pr y, sedads = += 几 PFC 2Z) ,je {53) 


等 式 丰 过 的 答 竺 是 放样 深 定 的 ， 亏本 起 存 册 而 主 的 曾 阅 , 诺 虑 正 蔷 ， 及 
之 , 山 果 取 在 则 而 后 例 , 宕 取 旬 号 ， 
Hf Qcrs Va drdz =+ ff al 人 [Er 3drae, (6} 


Dre 

等 世 丰 过 的 符号 是 这 样 决 定 的 ， 刀 果 吧 和 企 曲 而 的 右 铺 , 点 琶 由 号 ， 反 
之 ,如 到家 在 曲面 堪 鲜 , 应 取 负 和 导 ， 

如 末 井 而 全 不 能 满足 所 设 条 件 .例如 平行 和 > 轩 的 在 线 变 瞩 叮 区 于 
一 世 时 ,可 把 它 分 为 岂 训 分 ,使 得 每 一 部 分 贞 满 足 条 件 , 然后 对 每 一 部 分 
应 用 公式 ( 急 或 47 青 把 结果 加 起 来 , 就 担 在 整个 曲面 上 的 曲面 株 分 的 
值 . 

例 1，。 求 积分 


， Nf ra tty, 


曲面 写 是 在 宇 0。y 二 0 时 球面 7 车 2 二 1 的 朵 分 之 一 舶 外 侧 ， 
解 把 衬 分 为 两 部 , -一 为 王 。 其 万民 为 三 一 Yi 一 站 执 一 为 
人 其 方 哥 为 = 一 一 天主 于 是 


TH = 4 六 kyzdrdy 十 有} Lyedrdy, 


等 蕊 右 过 的 第 一 个 积分 到 在 的 上 钢 . 第- 个 积分 到 在 的 下 出 分 别 
嵌 出 会 谎 (天 (43 化 为 二 重 积分 


ff ryedray 一 fh Tf TY 一 Tt 
让 Dave 


ef et) el dedy, 
I 


Dry 


[党 十 四 虹 : 山 级 隅 他 硫 昌 量 积 人 守 


和 人 pa i | cf 于 投 吕 汉语 ,就 证 位于 第 一 各 嵌 ; 
HE ry 所 省 只 吾 相 .全 入 过 和 各 分 


2 3 i "snideos dylr i drdg 
hs 人 
了 了 | 


。 be . 和 < 2 
~ 1 人 
J sin20u0] Pdrn = 癌 : 


例 立 计算 曙 面 供 分 


了 二 机 — az te de ty 十 了， 


表 面 . 
解 ”这 时 外 分 区 域 并 是 由 六 全 
平面 改写 Se 所 还 接 世 来 
的 ， 其 中 平面 写 , 入 :在 rOwy 于 曾 
及 zOz 平 匡 上 的 投影 竺 十 过 ( 投 塌 
区 咸 成 一 组 段 , 就 面积 而 言 古老 1， 
平面 人 :和 三 ,在 xD 平面 入 Jiz 和 | 
面 上 的 投 束 等 于 零 ,平面 Xf 图!3 
在 zyOz 半 狸 及 zsOx 平 面 上 的 投影 党 于 鹤 ， 所 以 根据 公式 ( 引 , 我 们 有 


J ytr adydz = /fy ~ Zidyds + ff yr —z) dyde 
~ Xt ~ 


C0, 0) | | 
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= ff oa oayae- {fy(0-a) aya 


A 
Tt 


撒 据 公式 (从 ,有 


ff zazdr = {f rrdzaxr + ff rdzar 
号 Xa 4 
一 ffs ads 一 ff rrazdr = 
的 00 


得 根据 公式 (4), 有 
ff ytza)ar dy= ff (y+ za) dr d+ ff (vtre)ar ly 


= ff w+ ar) drdy -ff rt0.n) dray 
bo 


是 , 最 后 得 到 
了 = 全 +0+ 全 = a 


2. 对 面积 竟 葛 面积 分 我 们 定义 连 线 症 数 F(xr,y,z) 在 有 曲面 瑟 上 对 
面积 和 的 曲面 积分 为 
Nima § lim Eflroy: ,ZN Ag (7) 
Wai-o 

下 中 A 4 是 腥 面 王 革 各 小 片 的 面积 , (4,81， zj) 是 小 片上 的 任意 一 点 ， 
如 果 则 面孔 的 面 密度 是 4 二 f(x,y,z), 则 积分 (站 表示 该 曲面 的 质量 

Mf. . | 
前 面 提 到 , 对 上 坐标 的 曲面 积分 与 曲面 的 方向 有 关 [ 公 式 ( 四 1. 但 
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是 , 对 面积 的 曲面 积分 却 与 申 面 的 方向 无 关 ， 即 
ff fr,8) da= ff fry,a) da. (8) 


这 是 因为 在 定 愉 (7 中 的 各 小 片 的 面积 总 d 总 取 正 值 的 缘故 . 

现在 我 们 只 提出 对 面积 的 临 面 税 分 的 计算 公式 , 而 把 它 的 证 明 省 略 
了 ， 

设 曲 面 习 可 以 表示 为 单 值 函 数 z 二 z(r, 让 ,Dw 是 可 在 rTrOy 平 面 上 
的 投影 区 域 ,， 假 定 画 数 z(x, 们 在 Dxy 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 函数 


f(r,y,z) 在 吕 上 连续 . 则 积分 ff /f(x,y,z) dg 存在 , 并 可 表示 为 二 重 积分 
工 


Jean 


= f/f flr yatr Ita) Tar) dray. (9} 


Dxy 


公式 (9) 表 明 , 我 们 在 计算 曲面 积分 4h rz ,vy,z) da 时 ,只 要 把 其 中 


元 换 为 表示 击 面 立 的 函数 z(z ,2 ); 上面 元 素 坝 换 为 
¥ ] 十 儿 让 十 名 闫 ordy, 


再 确定 曲面 忆 在 xOy 平 面 上 的 投影 区 域 厂 zx 然后 计算 在 Dow 上 的 二 重 
积分 . 

如 果 有 曲面 闷 可 以 表示 为 单 值 函 数 芝 =z{f2,z) 或 了 =2z,z] 刚 由 于 
对 称 性 , 同样 可 得 


Je y,z) da= Jr 2) ,yz2v1l+rst+reaydz; {10} 


Dyr 


ff fx,y,2) sg= ff le wre), a TI draz. (ll1) 
对 Dxr 


例 3. 计算 积分 


He 化 半分 析 ( 钱 ? t 第 二 征 ] 
f/f 各 
其 中 守 是 球面 广 ? a 被 平面 z= 
六 截 瞩 的 顶部 ( 辆 14. 13). 
解 六 z=ya 一 x 一 yi， 
. 7 az Oz a 
图 .1 ¥ | + (2 和) = Va 


故 根 据 公 式 (9) 


a dr 
Ue /er 
法 中 石 = 是 球 的 顶部 在 x Ow Hii E 的 投影 区 域 ， 组 然 是 加 形 ， x+y 扫 
2 一 请， 引用 极 坐标 来 计算 这 个 -: 重 积分 , 我 们 得 到 


ui 


a gar dy na | 7 dr 


dry | a 一 区 

一 ral nt 一 |= 272 In$. 
$8. 最后, 我 们 剩 用 两 种 曲面 积分 的 计算 法 来 证 明 它们 之 的 关系 

成: : 


ff Pavaz + Quedr + Raray 
王 


= cos gt+ Qeos AiR cos yj] dg, 12) 
于 


其 中 cos a.cos Bcos 是 曲面 忆 上 法 线 的 方向 余 臣 
事实 上 , 设 曲 槛 世 的 方 称 是 = 一 zt,2j, 轧 m 是 王 在 rO8 平 面 上 的 投 
彩 区 域 . 由 对 坐标 的 此 面积 分 计算 法 ,有 


J ee, #2 Ardy = t+ ff Rlz,y, 2{T,9) drdy, 


Dxyg 


上 千 中 (十 ). (一) 导 随 积分 取 在 如 上 全 或 下 删 而 定 ， 
妇 册 对 曾 积 的 出 天 积 分 计算 法 并 注意 到 
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士 1 


COS 7 一 一 一 一 一 
7 va yt 2 (x, 0) 


有 
ff Rx yz)eos 7 da= {{ Rlx,y,z(xy) lcos r 
卫 


Dxy 


vta(r,y) + a r,s) dxdy=+ ff Rlx,y,2(x,9)]ardy, 
. Dx . 
其 中 (十 ), (一 ) 号 随 cos 7 为 正 或 负 而 定 , 即 随 积分 取 在 好 的 上 健 或 下 健 
而 定 , 这 就 证 得 


JRc va) drdy= {R(x,y,z)cos 7 dig. 
荆 EE 
仿 此 可 证 公式 (1 人 中 的 其 祭 两 项 等 式 . 


§14.6 奥 斯 特 办 格拉 特 斯 基 ( Ocrporpazcrni) 公式 


格林 公式 表达 出 平面 区 域 上 的 二 重 积分 与 其 边界 上 的 曲线 积分 间 的 关系 ， 
而 奥 斯 特 罗 格 拉 特 斯 基 公式 是 将 林 公式 的 
推广 , 它 建立 了 空间 区 域 上 的 三 便 积 分 与 
其 边界 上 的 曲面 积分 之 问 的 关系 ， 这 个 关 
系 可 踪 述 如 下 ， 

定理 1 设 上 空间 闵 区 域 如 的 边 
界 曲面 台 与 任 一 平行 于 坐标 轴 的 直线 交点 
不 多 于 两 个 (图 14.14)， 

2 函数 Plzx,y,z) 、Q(X ,jz) 、 
吕 (r,Ej 在 马上 具有 一 防 连 续 仿 导数 , 则 
有 有 奥 斯 特 罗 格拉 特 斯 基 公 式 围 14.14 


(可 + 况 + 可 jumi 


= ff Pavar + Qdzar + Raray . (1) 
三 . 


TT 
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Me oF 20 | BR ) gravd 


= (ftp eos 4 十 和 cos 月 十 民 cos ras. 《1 


这 里 曲面 积分 是 取 在 闭 曲 面 忆 的 外 便 , 三 重 积 分 是 展 布 在 区 域 避 之 上 . 
证 由 于 前 闻 公 式 ( 人 ,我们 只 须 证 明 公 式 (1)， 根 据 三 重 积分 的 计算 法 , 有 


2 IR 


/ee BE jrqydz = 1 drdy 器 束 ve 
a 


= ff Re v.00) Rg ya day, 


式 中 履 w 是 空间 区 域 如 在 xOz 平 面 上 的 投影 区 域 , 而 z =z1(x,y) 是 边界 曲面 的 下 部 
分 乙 ! 的 方程 , z 二 ztx ,所 是 边界 曲面 的 于 部 分 己 : 的 方程 . 


请 根据 曲面 积分 的 计算 法 [前 节 公式 (4)、 地]], 则 表 数 瑟 [(Y,y ,2) 在 瑟 的 外 侧 的 
积分 为 


# Rdxdy = 4 ff Rardy + ff aray 
艺 


-Ja ze) drdy — ff Rx, yzi) drdy 


Dxy 


ff leer nada Rlx ya) J]ardy. 


Dx# 


是 化 六 上面 所 得 的 机 个 结果 ,我 位 得 
Hedrdyde= -fy Rdrdy. 2) 


同样 可 证 


He drdydz = 时 Pdydz, 
fh Jaguaue- 六 Qadzdr. 


合并 {2).(3) 即 得 公式 (1). 

如 果 边 界 翰 面 与 坐标 辅 的 交点 多 于 两 个 时 , 可 仿照 平面 的 情形 全 14， 3 引进 只 个 
辐 助 晶 面 把 区 城 2 分 为 有 限 个 区 域 , 使 得 每 个 区 域 的 边界 曲面 满足 定理 的 条 件 , 刚 不 
难 推 得 公式 (1) 对 于 这 样 区 域 仍 然 是 正确 的 . 


{3) 
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体积 作为 曲 画 积分 ”在 公式 (1) 中 令 PP 二 x, 旬 =y, 情 二 zz, 立即 得 闭 曲面 如 包 轩 
的 体积 为 


y= HH drdyds =3ff rdyde + ydzdr + zdrdy. (0) 
王 


与 曲面 无 关 的 各 忻 ”我 们 也 可 提出 你 在 314.4 所 讲 的 同样 问题 , 就 是 ， 曲 面积 分 
1 Payds + Qadsdr + Rdrdy 


在 怎 料 的 条 忻 下 才 与 曲面 无 关 而 只 取决 于 曲面 的 边界 曲线 ? 这 个 问题 相当 于 在 怎样 
的 条 件 下 堵 昌 而 上 的 曲面 积分 方才 为 等 ?9 由 公式 (1) 立 即 看 出 如 果 在 区 域 如 上 (假定 
区 域 映 是 这 样 的 ， 马 内 任 一 亡 曲 曾 所 包 图 的 点 全 部 属于 名) 晴 数 记忆 , 闻 满 足 条 件 


aP ,88 ,6R - 
te =0， (5) 


则 在 这 区 域内 任意 闵 山 面 上 的 晶 面 积分 为 等 。 反 之 , 如 果 在 任意 闭 曲面 上 的 曲面 积 
分 为 零 ,而 竟 有 一 点 (+,y,z) 绒 于 避 使 得 (5) 不 能 成 文 , 则 护照 入 4.4 定 理 1 的 推理 不 
难得 出 与 所 设 相 矛 盾 的 结论 , 如 此 , 我 们 证 得 

定理 2， 曲面 积分 与 所 取 曲 面 无 关 而 只 到 决 于 划 守 的 边界 疝 线 之 必要 且 充 分 
的 条 件 是 (5) 恒 能 满足 . 

例 “利用 公式 (1) 验 证 上 节 例 2 所 得 到 的 结果 ， 

”和 解 上 告 傅 2 的 曲 曾 积分 中 局 一 Wx 一 z)， 全 = 玉 一 好 十 zxE, 则 


全 
Em = hy 心 加 三 并 ， 


代入 公式 {1} 中 , 便 得 


= tr ardaz= a'. 


这 就 是 需要 验证 的 , 


TT 


第 十 五 章 微分 方程 
§515.1 一 般 概 念 


凡 表 示 未 知 基数 与 未知 函数 的 导数 以 及 自 度 电 之 间 的 关系 的 方程 
站 艇 微分 方程 。 如 果 在 -… 个 微分 方程 中 出 现 的 未 知 丽 数 只 合 一 个 自 变 


这 个 方程 就 叫做 常 微分 方程 ,例如 -人世 二 一 ay?， 如 困 在 一 个 微分 廊 
程 中 出 现 有 多 元 阔 数 的 篇 导数 , 这 个 方程 就 叫做 偏 微 分 方程 , 例如 
站 避 2 证 


人 = 全. 在 本 间 中 我 们 只 讲 常 微分 方程 一 简称 微分 方程 
沿 分 方程 的 一 般 撒 式 是 
Flr Wd yy =0, C1) 
在 这 方程 中 工 古 自 变量 , y 是 x 的 相知 函数 :y=y(r), 而 9 3 依次 


是 荡 数 y 二 y(x) 对 三 的 一 阶 ,…-, n 扒 导数， 在 方程 中 出现 的 各 阶 时 数 


量 高 的 阶 数 叫做 微分 方程 的 阶 ， 例 如 散 分 方 和 
后 间 = 一 gry 是 二 阶 的 ， 


3y? 如 一 2 二 0 是 一 阶 的 . 


假如 某 一 个 函数 ( 显 函 数 或 隐 少 数 )y 二 ylx) 满 足 微分 方程 (1), 也 就 
是 涪 , 当 我 们 用 y= 二 y(x), 二 六 (下 二 yr) 代 入 方程 (1) 后 能 
使 这 方程 成 为 三 等 式 , 那么 耳 数 y 二 y(x) 就 叫做 油分 方程 C1) 的 解 (或 积 
分 )， 例 如 , 浇 分 方程 3y?dy 一 2xdz 一 0 的 一 个 解 就 是 函数 y=x 主 或 由 
方程 y' 一 x* 一 0 所 表示 的 隐 函 数 . 
微分 方程 (1) 的 一 个 解 对 应 着 平面 上 的 - -条 曲 线 ， 叫 做 (1) 的 积分 
【1741 
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曲线 .例如 , 曲线 y= 二 x 了 就 是 微分 方程 3y?y 一 2.rdxr 二 0 的 一 条 积分 曲 
线 . 

在 儿 何 学 .力学 .物理 学 以 及 -- 般 的 自然 科学 及 工程 技术 中 常会 遇 
到 油分 万 尹 。， 下面 洗浴 两 个 例子 来 阐明 一 些 基本 概念 ， 

例 1， 求 : 切 曲 线 , 使 它们 在 点 二 处 的 切线 的 斜率 部 罕 上 已 知 请 数 
3， 

手 “ 报 加 学 致 网 儿 何 意义 ,我 们 可 以 建立 这 利明 线 y -yy(r) 所 应 清 
哇 的 入 分 方程 


dy 
or -2r, 


这 是 一 阶 微分 六 限 。 册 
cy 一 2 or ' 
型 1 分 后 让 


本. 


v= 及 rdr 或 3 一 z 十 万 


换 让 之, 单 参 ; 数 摧 折 物 缆 族 沁 - = 二 十 也 ( 蜀 
15.1 是 级 分 方程 六 =2r 的 解 ,其 中 心 是 全 
点 常数 , 它 起 普 参 数 作用 ， 这 二 线 误 中 任 间 
一 条 有 曲 弘 臣 这 微分 方 性 的 了 积分 曲线 , 它 在 点 
工 处 的 钱 线 冬 罕 等 于 已 敌手 数 27r。 

如 果 欠 内 于 面 上 上 一 点 (Yo,go), 我们 证 以 
在 洲 分 条 程 二 27 的 一 要 积分 下 线 中 壕 择 
一 条 晶 线 ,全 它 过 过 局 知 点 tro, 如 )， 事 实 上 ， 


x 


济 15.1 


六 er 加 或 y=r:+(yo— ra) 


使 是 柯 裤 六 地 线 , 电 误 是 说 ,在 她 物 级 族 CC 中 到 C= 一 
例 Z 自由 落体 问题 . 贰 拓 为 办 的 物体 央 逐 再 力 的 作 用 自由 了 
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落 , 试 建立 它 的 微分 方程 
解 把 物体 降落 的 铅 王 线 作为 工 轴 ( 图 15.2), 其 指向 彰 下 (朝向 地 
心 ， 设 物体 在 时 刻 的 位 置 为 = z (月 由 二 阶 导数 的 力学 意义 , 可知 
-区 基 是 物体 沿 Oz 轴 方向 的 加 速度 ， 另 一 方面 在 主力 的 作用 下 物体 加 束 


度 的 方向 是 朝 下 的 , 其 大 小 为 9. 由 和 牛顿 第 二 定律 得 到 下 列 二 罩 微分 方 
程 . . 


0 dr 
WT 9, 
或 
~ dx 
dt 一 了 
积分 一 次 得 
好 
一 一 二 91 十 C,, 
z at 
肯 积 一 次 有 


图 15.2 1 
, = 39+ 人 :十 Cz 


这 里 Ci, Cz: 是 两 个 任意 常数 .、 假设 开始 时 的 时 间 是 1 二 0, 此 时 物体 位 于 
Tax(0), 其 速度 .人 | = bo 则 Cus wo,Cs=xo、 于 是 自由 落体 的 运动 
方程 是 : 


世 = 才 9t?+ vot + xo. 


从 上 而 两 个 岗子 和 青 出 ,一 阶 微 分 方程 的 解 含有 一 个 任意 常数 , 二 阶 
微分 方程 的 解 合 有 两 个 任意 常数 ,一 般 地 说 , 2 阶 微分 方程 51) 的 解 含 有 
2 个 任意 常数 微分 方程 的 解 所 含 任意 常数 的 个 数 ， 如 果 坊 坟 程 的 阶 数 
相间 ;, 这 种 解 就 叫做 微分 方程 的 通 解 . 因此 一 航 微 分 方程 

| Flryy)=0 (2) 
的 通 解 的 形式 是 y 王 y(x,O) (或 p(x,y,C) = 办 ,其 中 己 是 任意 常数 ， 正 
加 我 们 在 例 1 中 已 指出 的 ， 通 解 的 几何 意义 是 单 参数 的 曲线 族 . 二 阶 


于 +] 和 丽 分 方程  z 
微分 方程 
Flry,v,y)=0 : C3) 
的 通 解 的 形式 是 y= 二 g(x,Ci,Ca) (或 p(x,y,C1,C2) = 由, 其 由 Ci Cz 是 两 
个 任意 常数 , 几何 上 就 是 两 个 参数 的 曲线 族 ， 一 般 地 说 , n 阶 微分 方程 
(DD 的 通 解 的 形式 是 y= 二 y(x,Co…Cn) (或 p(x,g,Ci…,Cx) 二)， 
注意 , 通 解 中 的 任意 常数 必须 实质 上 是 任意 的 例如, y=(Ci+ 
Coz 实 质 上 不 是 两 个 任意 常数 , 因为 Ci 十 Cs 只 能 算 做 一 个 皇 意 常数 
C= 二 Ca， 又 姐 ,2x 十 妇 十 6 二 0 实质 上 不 是 三 个 任意 常数 ， 因 为 令 


CCs 则 Cz+Cszz++L=0 中 只 有 二 个 任意 常数 . 


性 好 


如 果 指 定 通 解 中 的 任意 一 组 常数 等 于 某 一 组 固定 的 常数 , 那么 得 到 


微分 方程 的 一 个 解 ,中 做 特 解 .例如 ,在 微分 方程 -人 和 =g 的 通 解 了 = 


去 9f*+ Cu+Cz 中 指定 Ci=2.Ca=l, 于 是 得 到 特 解 二 二 942 十 2 十 1. 
在 一 阶 微分 方程 (2) 的 通 解 y 二 y(x,C){ 或 p(x,y,C) = 中 中 求 满足 
条 件 ; 
当 =xo 时 8 一 加 Cd) 
《 简 记 作 y]x-x。o 二 0) 的 特 解 有 特殊 意义 ,这 里 xo. 加 是 两 个 已 知 数 ， 这 条 
件 叫做 微分 方程 (2) 的 初始 象 件 ， 尼 然 , 如 果 通 解 中 的 常数 C 满 足 方程 
yo=y(xoC) (或 p(xo,y6,C)=0), 


则 由 此 定 出 的 常数 已 代入 通 解 中 去 就 得 到 方程 (2) 满 足 蔬 始 条 件 (4 的 
特 解 。 求 这 种 特 解 的 几何 意义 是 ;在 方程 <2) 的 一 切 积分 曲线 中 , 求 出 通 
过 点 (xo,20) 的 那 条 积分 曲线 . 

二 阶 微分 方程 (3) 的 杆 始 条 件 是 ， 


当 f=xo 有 时 ， 多 一 为 ， 入 一 的 C5) 
《 简 记 作坊 x=xo 二 J68 ] -三 加 ,其 中 ze. #16, 坊 是 三 个 已 知 数 ， 要 在 
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方程 (3 的 通 解 了 =3tz,CuCse) 中 定 笛 任意 常数 ,使 它 满足 条 件 45), 显然 
只 要 从 联 立 方程 
: 人 CC 
yo=¥ xo, CO, Cs) 
中 , 解 出 C1、 Cz 就 可 以 了 .。 求 二 阶 微分 方程 (3) 满 足 条 忻 (5) 的 特 解 的 所 
合意 义 是 ;在 一 切 积分 曲线 中 , 求 出 这 样 一 条 积分 曲线 , 它 不 仅 通 过 已 知 
点 Cxo #0)s 屿 曲线 在 该 点 的 切线 具有 已 知 的 斜率 如. 除了 几何 意义 外 ， 
像 在 例 2 这 样 的 力学 问题 中 , 初始 条 件 
区 | -0 一 工 0， XJs0= wo 
给 出 自由 落体 在 !=0 时 的 位 置 xo 和 初速 度 wo， 
一 般 地 说 , 7 阶 微分 方程 (1 的 初始 条 人 忻 是 
Yl-xo= Vo, yx Ye, Fo), 
其 中 zo yo. yo、….#y" 是 Nn 个 已 知 数 ， 
我 们 现在 考虑 一 个 相反 的 问题 , 已 络 音 参数 曲线 族 的 方程 
plr,y,C)=0, | (6) 
求 出 与 它 对 应 的 微分 方程 , 这 问题 可 用 微分 法 来 解决 . 把 方程 66) 对 二 微 
分 ,得 


EC) , 
dr 十 a =0. (7 


由 方程 (人 及 (7 中 消去 任意 常数 CC, 就 求 出 这 曲线 族 的 微分 方程 
F(x,y,y') =0, 


“例如 , 抛物 线 族 的 方程 为 y= Cr?, 微分 得 y 二 2Cr， 由 这 两 个 方程 消去 
任意 常数 C, 便 得 该 抛物 线 族 的 微分 方程 y =22， 


在 下 面 儿 节 中 心 15.2 一 $415, 外 我 们 先 讨论 一 阶 微 分 方程 。 当 -- 阶 
微分 方程 (2) 中 的 y' 可 以 解 出 时 , 我们 有 
y =fr,y) 
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形式 的 方程 ， 再 将 /(z .表示 成 一 号 多 -2 的 形式 , 于 是 一 阶 微分 方程 
也 可 以 取 以 下 的 形式 ; 
Plx,v)ar +t Qer,vay=0. 
§15.2 变量 可 分 离 的 微分 方程 
设 微分 方程 
Plr dar t+ Qtr,v ay =0 


中 的 函数 局 与 @ 都 可 以 分 解 为 两 个 因子 的 积 , 而 这 两 个 因子 中 ,一 个 不 
含 变量 zx, 另 一 个 不 含 变量 y, 即 方程 可 写 为 


Mi{ry Ma dr tt Nx} Np) dy =0. (1) 
用 J 必 ty) N(x) 除 这 方程 的 两 这 , 就 化 为 下 面 的 形式 : 
M(xr) Nz( } 
Ma tay = (2) 


于 是 ， 必 的 系数 只 含 变量 z,dy 的 系数 只 含 变量 y. 这 样 ,我 们 就 说 方程 
(1) 的 变量 被 分 离 了 , 因而 原 方程 (1 叫做 变量 可 分 离 的 方程 . 这 种 方程 
的 解 , 可 嘉 接 用 积分 法 求 得 , 

将 (2) 式 的 两 边 积分 , 得 


Mu(z) Na(p) ， 
和 


其 中 C 是 任意 常数 .我 们 验证 这 就 是 用 隆 式 给 出 的 方程 人) 的 解 , 因为 它 
含有 一 个 任意 常数 , 从 而 是 (的 通 解 ， 事实 上 , 令 上 式 左 边 的 函数 为 
utx,y), 于 是 只 要 验证 由 等 式 U(X, 四 一 CC=0 所 决定 的 隐 函 数 y== 
y( 工 ,CC} 满 足 方 程 Q)， 但 由 隐 函 数 的 微分 法 C8 12.7)， 

olw(x ,sw — CC] Mx) 


dy - Aar — NX) 
dr utz,n -CT Noly)’ 
dy M; 动 ) 
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Mtr) _ Nly) 


所 以 Te ax = ~ Nt) dy, 而 这 就 是 方程 C2, 
例 1， 求 微分 方程 
dy _ lty’ 
dr (1l+r i}ry 
的 通 静 . 
解 ”将 原 方 程 写成 


(lt+ty adr—r(tli+r yy =0, 
除 以 了 (二 3 人 十 罗 3 ,得 


ox bdy 
世人 十 关于 1 二 0 


于 积分 fe 可 /= 


dx _ fxdx 
/学 - 订 全 fe: 一 Co 
如 inx 一 二 mt 十 z) 一 二 in(1 二 的 一 Cu 


nf(1+x (+)}=21In x—2C, 
假若 我 们 以 InC 代替 一 2C, 则 可 将 上 述 结 果 写 成 
In[(1+ 7x3(1+g 1=InCx’, 
于 是 通 解 为 (+xIQFg)= Cr 
例 2， 试 求 微分 方程 


yx 

当 了 =2 时 , y 二 4 的 转 解 . 
解 ” 将 原 方程 写成 
rartyay=0. 
求 积分 得 dc 


当 工 =2 时 , y 二 4, 由 此 得 


1 
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2+8=C 或 C=10., 


所 要 求 之 特 解 为 
x 二 yy 二 20. 
例 3， 用 均 质 材料 设计 一 个 高 为 h、 顶 面 直 径 为 24 的 旋转 体形 状 
的 支柱 . 如 果 支 柱 项 部 所 受 的 压力 为 忆 ， a 


并 且 要 求 每 一 个 水 平 截面 上 的 压强 { 包 
括 自重 所 产生 的 压强 在 内 ) 都 相等 , 那么 
它 应 该 是 每 样 的 旋转 体 ? 
解 ” 按 图 15.3 取 定 坐 标 系 ， 若 在 区 
轴 某 点 处 截 此 支社 , 则 所 得 的 水 平 截面 
是 一 个 圆 ( 因 为 支柱 是 旋转 体 }, 这 加 的 半 有 
径 设 为 y, 我 们 的 问题 就 是 求 函 数 y = 国 153 
zz 而 支柱 侧面 正 是 则 线 y==y(x) 绕 工 轴 旋转 形成 的 . 
因为 支柱 硕 部 半径 为 a, 所 以 yt0) = Ce。 于 是 支柱 项 部 所 承受 的 压强 ， 


P , rr 
为 地 从 而 每 个 水 平 截面 上 的 压强 也 都 等 于 -7 


考察 在 点 z 处 的 截面 上 所 受 的 压力 , 在 这 裁 面 上 除了 支柱 项 部 的 压 
力 呈 外 , 尚 有 支柱 由 如 到 z 一 段 的 自重 g(x)， 但 9(z) 一 7 了 ,其 中 7 为 
支柱 材料 的 比重 ( 据 假 设 y 是 常数 ), 普 是 这 段 支柱 的 体积 ， 据 8 9.2 知 ， 


V=x fy au, 
故 g(x)=xy /yw) du. 因此 在 点 x 处 的 截面 上 所 受 的 压力 为 P+ 


ay fu:dr, 而 压强 为 -起 z| P+ x7 friar] 
0 


从 以 上 分 析 和 题 意 看 来 , 我 们 可 粹 得 到 下 列 方 程 . 
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1 1 2 上 P 
jlP ta fdr | 


P+ zr fy'dr = 各 0 
入 


对 工 微分 后 , 得 


呈 2P 了 
Try ee yy ' 
2P Ad 
或 NN 二 人 
分 离 变 量 后 , 得 
Na 
ys 2p dir, 
下 积分 | 
hn y= 4 CC, 
或 y=Ce 人 Br (Ce), 
据 初 始 条 忻 y(0) = 二 a, 得 C= a&, 所 以 
y= ae 区 
815.3 齐 次 微分 方程 
i1， 车 一 阶 微分 方程 


中 的 立 数 7(x,y) 可 写成 志 的 印 数 时 , 即 /zx ,一 9( 世 这 各 方程 叫做 
齐 次 微分 方程 ， 例 如 


(8 —y) dr 一 (2 rp) dy =0 
是 齐 次 方程 , 闵 为 
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Ty 的) 
二 7 一 1 , 
在 齐 次 微分 方程 
-9 © 


中 . 令 垃 =v， 即 y= 约 ， 


这 样 引入 变量 x 的 新 的 函数 就 可 把 齐 次 微分 方程 化 成 变量 可 分 离 的 
方程 ， 国 


Oy {dy 
dr Oar 
于 是 方程 (1 前 形式 塞 为 
vt -g(t), 
”也 就 是 xB p(t 
分 高 变量 后 , 得 
Ne 
gr)j—p Xx 
dt 
利和 分 9 天 十 三 ， 


求 出 积分 后 , 再 用 世代 替 v 便 得 到 已 给 微分 方程 的 通 解 
例 1。 解 方 程 | 
y+ ry 和- 
解 ” 原 方程 可 写成 


PR 
dx XY 1 
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这 是 一 个 齐 次 微分 方程 ， 令 芯 =v, 它 变 为 


XA t= 一 
或 vdrt+r{l— wav=0. 
变量 分 离 后, 给 出 

ar {1-day _ 

此 十 攻 =0, 
求 积分 得 : iIn x +in sy—v= C0,, 
或 写 为 lInror OC; +», 

r=, 

虽 v= 地 ,因此 通 解 为 

y= Cex(C=ec). 
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例 2。 对 于 一 旋转 曲面 形状 的 刀 镜 , 假设 由 旋转 轴 上 上 一 点 口 发 出 的 
一 切 光 线 经 此 目镜 反射 后 都 与 旋转 轴 平 行 。 求 这 旋转 曲面 的 方程 (汽车 


灯 和 探照灯 内 的 站 镜 就 是 这 样 的 》， 
解 ” 慑 旋转 轴 为 x 轴 , 光源 所 在 之 
处 本 做 原点 口 ( 图 15.4). 取 通过 旋转 轴 
的 住 芍 平面 为 zxOz 坐 标 面 , 这 平面 截 此 
旋转 面 得 曲线 C. 设 口 点 发 出 的 菜 条 光 
线 经 C 上 一 点 型 (z, 妇 反射 后 是 一 条 与 


工 轴 平 行 的 直线 MS. 又 设 过 点 再 的 切 


线 4 了 与 蔗 轴 的 倾 钊 是 w*， 根 据 题 意 ， 
<SMT=a. 另 一 方面 , < OMA 是 入 
射 角 的 余 角 , 和 SMT 是 反射 角 的 余 角 ， 


半 15.4 


故 <0O14= ZSMT=a， 从 而 40=OM. 但 40=AP- 0P= 
MPctg a— OP=- -zs 而 OM = 3 十 y>。 于 是 得 微分 方程 
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rt 
或 
ydr—(r + ty Yay=0. 
这 是 齐 次 微分 方程. 令 之 一 或 +=yw 则 dr 一 udy 十 ydu. 代入 后 得 
yudy + ydw =y(uty Wt dy, 


或 
yadu=v ul Ay, 
从 而 
dx _dy 
ul 2 
积分 后 , 得 
Intutvy mil1)=iny—Inc, 
或 
w+VIETIT= 妈 . 
让 
(长 -地 = 十 1, 
得 到 . 
vy Dy =1 
C? C 
或 
y*=2C(x + 号) 
这 是 一 族 扫 物 线 ， 若 将 y? 找 以 gy 十 a? 就 得 到 旋转 曲面 方程 
. z?+z2=2C(z +§). 


”这 是 一 族 旋 转 抛物 面 , 也 就 是 我 们 所 要 求 的 . 
如 果 四 镜 席 面 的 直径 是 4，, 从 项 点 到 底面 的 距离 是 产 , 则 由 x 十 


攻 = 加 y= 台 得 C= 车 ， 十 是 得 到 一 个 作为 特 解 的 施 转 拍 物 面 


y+27= 扩 (x + 二) 
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2， 有 些微 分 方程 员 然 不 是 齐 次 的 ,但 经 过 适当 的 变量 变换 后 , 可 以 
化 鸭 齐 次 方程 ， 例 如 ， 2 


/A(t ) 2 


为 一 非 齐 次 方程， 得 用 于 到 变换 人 请 化 次 广 注 
以 天 十 正 代 了 ,并 以 了 十 天 代 因 此 处 天 及 下 为 待定 的 常数 ， 于是， 
dr 二 dX,dy = 二 ddY ,而 ( 罗 节 成 为 


人 了 =/( axtbhbY +ahtbk te -) 
dx "\aXtp Yiahtoktc 


# 
当 | | +0, 邵 多 + 二 时 ,我 们 能 定 出 声 及 上 证 满足 方程 组 


{0 
a Rt+ Bb't+ c= 
这 样 ,方程 (2} 便 北 为 一 齐 次 方程 
YY XpY 
人 ) 


A+oYrYr 
当 - = 二 时 ， 上 述 方法 不 能 应 用 , 因 这 时 卢 及 大 无 法 未 得 ， 但 设 
并 
a mm 


刚 (2) 可 写成 


条 = tt 7) 
mlar+ by}+e ) 


再 以 人 代 axf 十 她 ,于 是 


py lid. 
dr 二 2 十 或 久 = 守 全 中 


方程 (2 便 化 为 


试 委 -中 =A( 庆 2 
这 是 变量 可 分 离 的 方程 .… 
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§15.4 一 阶 线性 方程 


1 方程 


， 
ar t= Q, (1) 


其 中 PP @ 为 xz 的 省 数 , 叫做 线性 方程 , 因为 它 是 函数 及 其 导数 的 一 次 
方程 的 缘故 ， 

为 了 求 这 方程 的 解 ， A 
2 -人 +Py=0. (2) 
方程 (2) 叫做 对 应 于 原来 方程 (1) 的 齐 次 线性 方程 . 方程 (2 是 变量 可 
分 离 的 。 分 离 变 量 后 得 . 


+pdz 一 0, 
再 积分 之 , 得 (2) 的 通 解 为 
Iny=— {Par +inC, 或 一 Ce-fPar， 


这 里 C 为 任意 常数 . 其 次 , 我 们 应 用 所 谓 参 数 变易 法 来 求 原 方程 (1) 的 通 
解 , 这 方法 是 把 方程 (2 的 通 解 中 的 C 换 为 了 的 函数 " 而 令 


-y= pe-J Pax (3) 
于 是 


将 (3) 及 C3 代入 CD 申 以 定 p， 这 样 定 出 的 5 当然 使 (3) 式 满足 方程 (1)， 

因而 将 定 出 的 代入 (3) 中 便 得 方程 (1) 的 解 . 下 面 我 们 便 根 据 这 样 步 钨 

米 导 出 方程 (1) 的 解 ，, | 
先 将 :3) 及 C3) 代入 (), 得 


-2 -IPdx— pye- Jrax+ Pve /re*= @, 
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即 A efPar 


dr 
于 是 , 再 由 积分 求 出 


v= fQef rxdr tC, 
式 中 是 积分 常数 . 
把 求 出 的 代入 (3) 中 , 就 得 到 方程 (DD 的 通 解 为 
y=e "ex( Qel rar +t c). (4) 
由 此 可 见 ,线性 方程 (1) 的 通 解 可 用 两 次 积分 而 得 出 , 并 且 这 通 解 是 
由 两 项 组 成 的 , 第 一 项 Ce-1** 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 (2) 的 通 解 ,第 二 
项 ef7ex [Qef "dz 是 原 方程 (1 的 一 个 特 解 (在 通 解 中 令 C 二 0 便 得 到 


这 特 解 ), 
例 1。 解 方 程 


dy 2 主 
dx XxX+l (r+D%. 


_ 2 _ 3 
解 此 为 一 线性 方程 ,其 中 号 = 一 二 后, 一 (x 十 DD 


对 应 的 齐 次 线性 方程 是 
2 2ar 
dr Xx+l 0 或 y x+l* 
求 得 它 的 通 解 为 
y=Clr + 


现 令 y=v(zx 十 ])* 并 代入 原 方程 中 , 即 得 
-22(z 十 D2=(z 十 ] 沪 
或 (r+ 


El 
积分 之 ,得 v= +t. 


.15.5), 其 中 t 是 时 间 变 量 . 试 建立 关 
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故 求 出 原 方 程 的 通 解 为 


2(x 十 1 
3 


C(x+ LY. 


y=#(x+1)’= 


例 2， 在 一 闭合 电路 中 电阻 民 . 
电感 元. 电容 忆 是 串联 的 , RC 是 
三 个 正常 数 ， 电 源 供 给 电动 势 瑟 = 
蕊 (由 ,而 电路 中 的 电流 j= 从 (图 


于 电流 的 微分 方程 , 并 在 没有 电容 
的 情况 下 , 解 此 方程 . 图 15.5 


因为 线 图 的 感应 电动 势 是 一 上 - 余 ， 故 电 路 中 的 总 电动 势 是 


一 工艺 男 一 方面 , 电流 通过 电阻 时 产生 的 电压 降 是 iR, 通过 电容 时 产 


生 的 电压 降 是 二 idt, 这 里 积分 中 的 下 限 是 由 初始 条 件 确定 的 . 根据 


电学 理论 , 电路 中 的 总 电动 势 等 于 整个 电路 中 的 电压 降 , 即 


E— LE=Ri+ Ef ia, 


(于 网 
或 Lt+Rit 去/ 


拓 时 闭合 用 中 统 有 电容 四) 于 是 我 们 得 到 关于 电流 i 的 


一 和 阶 线 性 方程 如 下 ， 
di ,RR._Ek 


二 一 


一 开 ， 


”假设 初始 条 件 是 给 出 {=0 时 电流 i 的 值 : i(0) = 加。 


现在 应 用 公式 (4) 来 解 这 方程 因为 (1) 中 的 = 尺 ,所 以 Pdi = 
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-又 GD) 中 的 @= 达 后 所 以 ofrea- la DefHt. 寺 此 通 解 巧 


i= ca etrdi+ c). 
由 初始 条 件 让 1-o 二 jo, 得 
了 一 e-F(io+ 1 fe t) eat ). 
如果 EE(D)=Bo (常数) 则 
i={io— 
当 + 增 大 时 , 因子 e- 估 很 快 地 减 小 、 也 就 是 说 , 经 过 一 个 很 短 的 时 间 , 电 


流 就 次 于 稳定 , 此 时 电流 强度 i 可 以 由 欧姆 定律 来 计算 一 - 公 。 
2. 现 考察 析 努 利 (Bernoulli) 方 和 方程 


EN 8 Eo 
蚌 )e + 往 


py= [二 (#0,1), (5) 


其 中 己 下 和 @ 均 为 工 的 函数 , 称 为 粕 努 利 方程 ， 当 %=-0 或 1 时 , 这 方程 是 
线性 的 ， 当 二 9,1 时 , 这 方程 虽然 不 是 线性 的 ; 但 利用 变换 z 二 y!-" 便 可 ， 
化 为 线性 和 事实 上 , 先 以 y" 除 方程 (5) 的 两 边 , 则 得 


0 Wy" 入 ,因此 上 式 又 可 写 为 
: Fy Ev")+Py "= 
以 z 代 yn, 于 是 得 一 线性 方程 _ 


+- 帮 Pz=(- 有 8， 
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求 得 这 线性 方程 的 通 解 后 , 再 用 yw-" 代 替 z<, 便 得 到 柏 努 利 方程 (5) 的 透 
解 。 


例 3。 试 求 方程 -2 二 二 = alln zy 
的 通 解 ， 
解 ” 以 y* 除 方程 的 两 边 , 则 得 


py 2 十 二 9 一 alnrx, 


即 . | 一 路 一 + 二 ga In x. 
以 z 民 yy 于 是 得 一 线性 方程 
-2 一 二 z 一 —alnx. 


现在 P= 一,Q= 一 eln z, 故 这 个 方程 的 通 解 为 
z =ef i c+ f —alnzx): eicazl], 
即 z=zx|C— 和 glinz)?|. : 
将 y-! 代 z, 则 得 原 微 分 方程 的 通 解 为 
zz c- 和 mn z?]=: 


$15.5 全 向 分 方程 


如 时 方程 
P(r ar t+ Q(r, ydy =0 CD 
的 左边 恰好 是 某 一 个 函数 4= g(x, 四 的 全 微分 : 
du= Pdx + Qay, 


-出 方 程 人 1 岂 做 全 微分 方程 。 这 时 , 它 前 通 解 就 是 由 方程 
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ul¥,y)=C 
所 确定 的 隐 函 数 . 
根据 8914.4 的 定理 2, 当 Px, 四、@(x, 丰 在 某 单 连通 域 D 上 具有 
一 阶 连 续 偏 导数 时 , 要 使 方程 (1) 是 全 微分 方程 , 其 必要 且 充 分 条 件 是 


-全 一 一 一 人 C2) 
dy or 
且 当 此 条 件 满足 时 , 全 微分 方程 (1) 的 通 解 为 


并 > 
ulz ,t= /Pldrt+ Q(z) dy=C, (3) 
E41 J 


式 中 己 是 任意 常数 . xo, yo 是 在 区 域 记 内 适当 选 定 的 点 和 olro,y0) 的 坐标 , 
例 1. (5zr+ 十 3282 一 2 多 cr 十 (3r2y ry + ys) dy =0. 


opP _ 2 38， 
因为 Ey =6xry—3y 


所 以 这 是 全 微分 方程 可 取 xo 二 0,go 二 0, 根据 公式 (3) 
lr)= (St3ry sy) dt fy 
= ry 8 十 了 2 


于 是 , 方程 的 通 解 为 


二 二 C, 


如 果 条 件 (2) 不 能 满足 , 方程 (1 就 不 是 全 微分 方程 。 这 时 如 果 有 一 
个 适当 的 函数 4 二 tx, 四 使 得 方程 

uPdzr + Qady=0 
成 为 全 微分 方程 , 则 象 这 样 的 函数 z 就 叫做 原 方程 (D 的 积分 因 于 .至 于 
积分 关子 的 求法 ， 一 般 说 来 , 不 是 一 忻 容易 的 事 ; 不 过 在 极 简单 的 情形 
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下 , 可 以 任 观 察 而 得 到 


2 


i i 分 因子 ， 乘 上 其 中 任何 一 个 积分 因子 并 积分 , 立即 可 以 
得 到 通 解 


= Cc. 
“二 》 海 察 方程 (1 十 Var -+ 一 fxdy = 人 0. 
因 - 人 -二 ,所以 它 不 是 全 微分 方程 。 但 把 它 它 的 各 项 从 新 合并 为 
(ydr +xdy) + xy(ydr — xdy) =0, 
这 时 易于 看 出 ， BAT 方程 就 变 为 


dr) 上 -并 = =0. 
村 Ip? 要 
积分 之 , 得 通 解 为 
lr 
zy 十 mp 了 CC, 
即 : 二 = Ce 区 (C=e9)， 


$15.6 高 阶 微分 方程 的 几 个 特殊 类 型 


在 本 节 中 只 讲 在 应 用 上 ,尤其 在 力学 上 常见 的 几 种 简单 类 型 的 高 阶 
微分 方程 , 并 且 它 们 的 通 解 可 用 降低 方程 的 阶 数 的 方法 (所 谓 降 阶 法 ) 而 
获得 . 


1 所 半 =/(z) 型 的 微分 方 和 此 种 微分 方程 可 用 丈 次 积分 求 得 
通 解 ， 积 分 一 次 得 
但 = [f(x) }art+C, 
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再 积分 得 
gg far {fr) e+ Cr+ Ce 


如 此 继续 进行 , 到 第 次 积分 就 得 


Cz”! Cexr™? .. 
y= fdr f flx)dr+ EE TFT+T 十 
“一 


六 以 
Cai 二 Cry 
其 中 全 1、 Ca, ~ Cal Cn 为 任意 常数 . 
车 初始 条 件 是 
yr-xo= 8 xx0= = x=0, 
出 满足 这 组 初始 条 件 的 解 显然 就 是 
多 一 -人 rw 
4 深 
例 1。 求 微分 方程 


y” =Sinx—cosr 
的 通 解 . 
解 ”接连 积分 三 次 就 得 到 ， 
扩 一 一 00S 一 Sm 二 人 
基 一 一 sin 十 cos 了 十 Cr 十 Cs 


y=cOS8 T+Sinr + 学 x?+ Csx + Os. 


这 最 后 的 y 的 表达 式 就 是 通 解 . 

例 2， 质量 为 吉 的 质点 受 力 的 作用 而 沿 Ox 轴 作 直线 运动 . 假设 这 力 
下 仅 是 时 间 上 的 函数 :到 = 五 (及 ,在 开始 时 刻 1=0 时 下 (人) 二 请, 随时 间 
上 的 增加 , 此 为 均匀 地 减 小 , 真 到 主 = 了 时 天 (了 T)=0, 如 果 开 始 时 质点 位 
于 原点 , 且 初 速度 为 零 , 求 这 质点 的 运动 规律 . 


和 
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解 ” 设 r( 用 表示 在 时 刻 守 质点 的 位 置 , 据 和 牛顿 定律 得 到 质点 运动 的 
微分 方程 
ma 
m= Ft), 
罗 相 罕 闭 此 为 沟 物 宙 信 ， 故 玉 (四 三 而 一 好 ,而 且 当 上 了 时 严 =0, 所 以 


条 we0rA- 齐 于 是 原 微分 方程 可 以 写成 


人 于- 一- 地 ) 


初始 条 件 是 |] = 0, 窜 -| ,=0, 因此 清 足 这 初始 条 件 的 解 县 
z= fa /BE(-) 
= 党 ee 人 (地 - 坷 )》 


即 z(t}= {1- 寺 ) 


3 工 
是 我 们 所 求 的 运动 规律 . 
2， 护 = Ar 型 的 微分 方程 对 于 这 种 方程 , 我 们 可 设 jy =p， 


则 妨 一 -2 一 加 于 是 所 给 方程 化 为 


p=f(x,p). 
这 是 一 阶 微分 方程 设 其 通 解 为 
p= Plr, CO. 


但 -本 因此 又 得 到 一 个 一 阶 微分 方程 


多 =r(z,C， 
再 积分 之 ,得 
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y = [or,C) adr + C2. 


例 3， 求 微分 方程 y” 一 -全 4 满足 初始 条 件 y]=o 一 1,9]x-o=3 的 - 


十 
特 解 ， 
解 设 y 二 Pp, 则 y ”二 p' 代 入 后 分 离 变 量 得 
2 _ 2rdx 
Dp w+l1 
积分 之 Inp=In(x*+D)+InG, 
. 或 p=C(x ?+1), 
即 : : y= C(x +hD). 
由 初始 条 件 yjxso=3 定 出 C=3, 因 此 y' = 二 8x: 二 3。 表 积分 得 
y= 十 3Y 十 Cz. 
又 由 yjx=o 王 1 得 Cs 一 1。 于 是 所 求 的 解 是 
y=X 二 +3x+1. 


撞 4 悬 链 线 ” 设 有 一 均匀 的 、 凶 软 的 绳索 ,两 端 大 定 , 仅 受 强 本 身 
重力 的 作用 , 试 求 该 绳索 在 平衡 状态 对 的 形状 . 

解 ”考虑 鲁 索 最 低 点 4 到 另 一 点 型 的 一 段 弧 .44 ,其 长 麻 设 为 
假定 单位 弧 长 欧 重 力 为 p, 则 弧 4 于 的 重 
力 为 nS， 由 于 绳索 是 柔软 前 , 在 点 4 的 张 
力 沿 水 平 的 切线 方向 ,其 大 小 设 为 五 ; 在 
点 栖 的 张 方 沿 该 点 切线 方向 , 与 水 平成 
前 , 其 太 小 设 为 个 (图 瑟 .-6， 轩 作用 计 旨 
段 4 村 的 外 力 相互 平衡 , 把 作用 于 强 和 4 村 
上 的 力 沿 铅 直 及 水 平 两 方向 上 分 解 ' 得 

Tsin 6=ps, 图 15.6* 
Teos #8== H. 


上 两 式 相 除 , 就 有 
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一 各. -上 ( = 了 ) . 
tg#8 Fs 令 a oo 


现 取 y 轴 过 点 4 铅 直 向 上 , 并 取 z 轴 使 得 原点 口 到 4 的 丰 离 |04j= 4, 于 


是 上 面 等 式 成 为 
1 
dr a 
并 且 初 始 条 件 为 =0 时 ,zy 一 2 y 二 0. 
将 上 式 对 x 微分 ,得 
"las 
人 adr’ 
再 利用 统 微 分 公式 ds 二 v1+y”dx 便 得 
v= 1+y’, 
这 就 是 绳索 的 微分 方程 。 我 们 来 求 这 方程 的 解 。 令 
ro “dp 
og =p, J 一 ar 
并 分 离 变量 , 刚 它 成 为 
dp _a 
l+p’ 4” 
积分 之 arsh 办 = 二 十 C, 
_ fr 
或 为 p=sh(+C:). 
因 当 =0 时 ,y=0, 灰 C1=0 
. nt 
再 积分 A =p= sh 
得 | y=a ch + Cz. 


因 当 二 0 时 ,y= 二 4, 克 Cs 二 0 
所 求 绳索 的 形状 由 曲线 方程 
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y=ach =$(este 
来 表示 , 这 曲 组 叫做 旺 链 线 . 
3 g 二 所 2 轧 3 各 的 微分 方程 ”对 于 这 类 方程 , 可 设 
yy 二 p, dp 


dr dy dr dy 
代入 方程 后 , 得 
六 过 一 An 
运 十 一 阶 微 分 方程 。 设 它 的 通 解 为 
| P= pty,0), 
域 
=p(y,0), 
dy 人 
Py CD) ax. 


例 5， 求 解 方程 2yy" yy ?一 0 (yy>0 


解 设 一 力 风 y”= 思 和 ,代入 方程 后 有 


2 + p= 0. 


分 离 变量 . 

HD _d 

p 2y° 
积分 后 有 

” in 六 一 一 去 In y+ln Co, 
或 
四 
P= 
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FL 
vydy=C dr. 
再 积分 得 
y= Cr+ C; (C.=3c), 


y=(Cx + Ct 
二 6， 一 个 离 地 面 很 高 的 物体 , 受 邮 球 引力 的 作用 , 由 静止 开始 落 向 
地 面 . 求 它 落 到 地 面 时 的 速度 和 所 需要 的 时 间 . 
解 ” 取 连结 地 球 中 心 与 该 物体 的 直线 为 # 轴 , 其 方向 锅 直 向 上 ， 到 
地 球 的 中 心 为 原点 品 , 地 球 的 半径 设 为 民 . 
假设 物体 的 质量 为 坟 , 与 地 球 中 心 的 距离 为 了 。 在 时 刻 上 物体 所 在 


的 位 置 为 y 一 #(1)， 此 时 速度 是 局-- x( 四 .于 是 据 万 有 引力 定律 ,得 到 以 
下 的 微分 方程 ， 


Ci 
人 yr* » 
dy _ kM 
或 df: 一 py 3 
其 中 M 为 地 球 的 质量 , 1 为 引力 常数 因为 世间 一 - 络 , 且 当 雪 一 尽 时 
和 = 一 9 所 以 上 = 2 于 是 方程 成 为 
如 
ar: yy 站 


- 初始 条 忻 是 yj:-o= i yj-0= vl =0, 
现在 先 求 落 到 地 面 时 的 过 度 ， 解 这 方程 。 由 < 侣 = 得 


找 入 方程 后 , 分 离 变量 得 
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-号 


三 一 全 个 ， 


积分 之 ,有 


2 
仿 二 2 十 CC. 


由 初始 条 件 定 出 C= -22 扩 ,所 以 


在 这 式 中 令 y 二 RR 就 得 到 物体 落 到 地 面 时 的 速度 为 
{29R(I—R) 
i . 


再 求 落 到 地 面 所 需 时 间 ， 因 为 y 随 时 间 | 增 大 而 减少 ， 故地 <0. 从 


而 。 
cg rl 1 
z Cy 
分 离 变 量 后 有 
YE = RY a, 
或 . 


oli/ vy 
EY 55 ye 


积分 之 , 并 对 右边 积分 应 用 三 角 代 换 jy 二 cos’ ws 容易 得 到 
-Ysin uw COs Ht lu} + Cs 


=- 和 知人 本 一 vy 24+ 1 arc Bd 二 三: 


当 4=0 时 ,y= 1/1, 可知 积 分 常数 C= 
” 令 y=RR， 这 得 到 物体 到 达 地 面 所 信 时 间 为 


万 芭 (Y RR i.f arc cosy 3 
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§ 15.7 线性 微分 方程 解 的 结构 


设 微分 方程 是 末 知 冰 数 及 其 各 阶 导 数 的 一 次 方程 , 就 叫 这 个 方程 是 

线性 的 ， 关 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 是 
yD bag pay = 7, 《1 > 

其 中 思 、 户 a、*…、 pn、 都 是 和 变量 x 的 函数 ， 当 =0, 这 个 线性 微分 方程 
称 为 齐 次 的 , 否则 称 为 非 完 次 的 。 我 们 总 假定 函数 记 、 Po、…、 记 rn, 在 某 
.一 区 间 (a, 四 内 是 连续 的 . 

当 ?一 1 时 , (就 是 一 阶 线性 微分 方程 , 我 们 在 $ 15.4 已 经 讨论 过 
了 . 在 本 节 中 我 们 要 讲 关 阶 线性 方程 解 的 一 些 基本 定理 

定理 1， 设 yys 是 #* 阶 齐 次 线性 方程 
yt py py + + pry=0 (2) 
的 两 个 解 , 则 加 

y= Ot Cays 

也 是 该 方程 的 解 , 这 里 C;、 Cs 为 任意 常数 (实数 或 复数 均 可 ). 

证 将 y= 二 局 i 十 Czys 以 及 它 的 一 阶 .二 阶 …. nx 阶 导数 代入 方程 
(2) 中。 注意 

y= Cyt Cg 的 f=1,2,…, 1), 

于 是 得 

人 人 十 Cs 十 plCry” -J+ Cp ) + + pa{( Ci 的 十 sa) 

=O y+ pv tt pay]t Cafyzt Pap” + + pay] 

=C10+ C20=0, 
这 就 证 明了 zy 一 CoCo 满足 方 程 C2)， 证 毕 . 

定义 ”我 们 说 变 乓 了 的 4 个 函数 轴 、 yz、…, ys 在 区 间 (&, 四 内 是 线 
性 相关 , 如 困 存 在 著 % 个 不 全 为 零 的 常数 ,、… ,Kn 使 得 当 f 在 该 区 
则 内 , 恒等式 

K+ Ragst + kgs = 人 0 
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成 立 ; 理 则 它们 就 咀 线性 无 关 , 
例如 , 通 数 1cossx ,sin*x 是 线性 相关 ,因为 取 记 ==1, 记 二 语 二 一 1 就 
有 
1 一 cos2r — sin:x=0. 
又 如 函数 1.x、x:.z: 是 线性 无 关 , 因为 使 多 项 式 
tT 二 kar Et 
为 零 的 至 多 是 三 个 数 信 , 即 它 的 根 ; 除非 常数 请.&a、 和 .后 全 为 零 , 它 不 能 
恒 等 于 零 . 
在 # 一 2 的 情形 ,根据 定义 容易 君 出 , 如 果 两 个 函数 yy. ys 线性 相关 ， 
则 它 科 的 商 为 一 常数 .因此 , 如果 它们 的 商 不 为 常数 ,它们 就 是 线性 无 


定理 2， 设 jh, fz.… yx 是 齐 次 线性 方程 (2) 的 %w 个 线性 元 关 的 解 ， 

区 
y=Ct Cagyet + Cnyin 

就 是 它 的 通 解 , 其 中 Cu C2、…、 Cr 是 区 个 任意 常数 . 

证 因为 zz 是 方程 人 的 解 ， 根据 定理 1, C+ Cayz 也 是 方程 
2) 的 解 ， 同 理 , (Ciyi 十 Czp2 十 Cats 也 是 方程 (2) 的 解 ， 依 此 类 推 , 可 知 
Ci 二 Czas 二 "十 Cnyn 是 方程 (2) 的 解 . 

二 ii Caty 十 "… 十 Cnyn 是 4 阶 方 程 (2) 的 通 解 ， 因为 它 它 含 有 关 
个 性 意 常 数 C、Cs,…. Cs。 证 毕 . 

注意 , #1, yz、…、 yn 是 线性 无 关 的 解 这 个 候 没 是 重要 的 , 因为 如 果 它 
们 是 线性 相关 的 , 则 按 定义 ,有 不 全 为 0 的 常数 大 ,下 …. 开 s 使 

Rit Egat nn = 

成 立 ， 设 4 二 0, 从 而 


Vn 二 一 证 (hn+ hagat 二 
于 是 
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y= Ct Cod Cnyn 


dy 


一 人 十 Cuapzt 十 Ciyn-s—| Ce 


+ Cua yt 4 Clot |] 


Le- yatfer- Gejot- 


+ (C1— Can jn 


换言之 ,在 三 :各 十 … 十 Cnyn 中 实际 上 并 没有 nn 个 任意 常数 . 因此 ,车 
Bn ys 线性 相关 ,网 # 三 避 训 十 一 十 Cnyn 不 是 ew 阶 方程 2) 的 通 
解 ， 


方程 2 的 任何 个 线性 无 关 的 特 解 构成 所 请 该 方程 的 解 的 甘 本 
组 。 因 此 , 根据 上 面 的 定理 , 解 方程 (2) 的 问题 就 是 求 出 它 的 基本 组 的 问 
题 , 也 就 是 求 出 它 的 4 个 线 狂 无 关 的 特 解 的 问题 一般 说 来 , 求 特 解 不 是 
一 件 容易 的 李 , 我 们 没有 一 定 的 方法 可 以 划 循 ,不 过 有 时 在 策 单 的 情形 
下 可 以 凭 党 试 而 获得 ， 
例 1。 求 方程 : 
(zs—Dy—zxy 十 一 
满足 初始 条 件 为 -0 二 2, yw-o 二 1 的 特 解 . 
解 。 不 难 验 知 刀 二 z,ys 二 e* 是 两 个 特 解 ,并 办 上- 不 为 常数 ,所 以 它 
科 线 性 无 关 ， 
因此 ,方程 的 通 解 为 
y= Cr Ce”, 
微分 之 ， $= C+ Cre”™, 
应 用 初始 条 件 , 得 联 立 方程 组 
2= Cs, 1=C+C 
由 此 定 出 CCz 


一 一 一 一 ~ 一- 
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， 三 :一 2， 人 一 一 
于 是 , 所 求 的 特 解 为 
区 一 一 十 2 >， 

定理 3 如果 y: 是 方程 
yy pny = 
的 解 , 又 yz 是 方程 
Voy tt pay = 
的 解 , 则 y+ ya 是 方程 
YFP tp = 十 所 《3) 
的 租 . 
证 ”将 如 十 yz 代入 方程 (3) 的 左边 , 得 到 
《2 + ga) pan + ga) D+ pn{y + 82) 
=(v pg pay) + + pv + pnts) 
=i+f, | 
所 以 所 十 加 是 方程 (3) 的 解 ， 证 毕 . 
定理 4 设 % 跑 非 齐 次 线性 方程 (1) 的 一 个 特 解 是 y*, 而 对 应 于 方程 
“127 的 多 阶 齐 次 线性 方程 (2) 的 通 解 是 Ci 十 Cz 十 十 Cnyny 则 方程 
(7 的 通 解 是 
Y 三 Cg 十 Ca 加 十 … 十 Cg 十 3 


证 事实 上 ， 把 y 一 全 :81 十 Czyz 二 Cayn 十 "代入 方程 (1) 的 左 . 


边 , 就 有 

(Cn Cagst +t Cry ty + pC Cagzat 
+ Cnynt YI Nt pa( Ct Capst nt Caynt y*) 
= pt pa ) + Cy py dt Dry) 
十 :…: 十 四 sy 二 加 如 如 Dt bagn) ty + py 
Fpag = C0 Cardte t+ Car Ot F=f. 

由 此 验证 了 y= 二 Ci 加 十 … 十 Cnyn 十 yg" 是 方程 (1) 的 解 , 并且 它 含有 x 个 
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任意 常数 Ci、…、 Cw; 所 以 它 是 姑 阶 方程 人 IT 的 通 解 .证 毕 . 
由 此 可 见 , 非 齐 次 线性 方程 (1) 的 通 解 可 按照 下 述 步 又 来 求 , 党 求 出 
对 应 的 齐 次 线性 方程 ( 约 的 通 解 C 拉 十 Ca 加 二 十 Gaga 它 叫 做 方程 
(D 的 余 画 数 , 再 求 出 GD 的 特 解 y* 然后 把 它们 加 起 来 , 就 得 (D) 的 通 角 . 
例 2， 容 易 验 证 妨 =ex, 加 =zre* 是 二 阶 齐 玫 线 性 方程 六 一 287 十 


y 一 0 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 又 1* 一 村 zae* 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 


| 3 一 28 +y=2re” 
的 一 个 特 解 ， 于 是 根据 定理 4， 
zy 一 Cier 十 Caxre* 十 村 Taex 
就 是 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 , 而 这 方程 的 人 函数 就 是 Cie* 二 Core™. 
、 415.8 常 系数 齐 次 线性 方程 


在 本 节 中 我 们 要 讲 常 系数 齐 次 线性 方程 的 解法 ， 这 解法 的 主要 特点 
是 : 不 用 积分 只 用 代数 方法 就 能 求 出 方程 的 通 解 . | 
设 二 阶 齐 次 鳗 性 方程 为 ， 
vy +py +arv=0, 1 《1) 
其 中 加 .2 为 已 类 常数 ( 实 烙 ). 
站 且 尝 试 y=e<(r= 实 的 或 复 的 常数 ) 是 否 能 为 方程 (1) 的 解 ， 为 
此 , 求 出 四 y= e 所 = 了 ae 并 把 它们 代入 (1) ,于 是 得 以 等 式 


全 当 r 为 复数 a 十 动 ,为 实 变数 时 , 导数 公式 -二 er<= re 伟 类 成立， 事实 上 ,对 关 
系 式 二 10.1 尤 拉 公 式 ) 
Ci ec0s hr + i sin br) 
也 两 边 的 导数 , 就 有 
Ff et gev{cos br tisin Br)+e™(— bsinbri+ib eos x) 


=(atib)etcos br ti sin br) =(at db}e®+e, 


4 了 IT Th 
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er{ri+pr+i+a)=0. 
但 e 王 二 0, 因此 有 . 
rT pr 二 eo=0, (2) 

出 此 可 见 , 车 + 是 二 次 代数 方程 (2 的 一 个 根 , 风 e 人 确实 是 方程 41) 的 一 
个 特 解 . 

方程 (分 叫做 方程 (的 特 钙 方程 法 竺 征 方程 的 两 个 要 zi yz 的 三 种 
可 能 情形 ， 

1 六 二 知 是 两 个 不 相等 的 实 根 ; 

2” 入 一双 十 拥 ,* 一 ge 一 六 是 一 对 共 辆 复 根 ， 

3 二 fz 是 两 个 相等 的 实 根 ， 
我 们 分 别 讨论 方程 (1) 的 通 解 如 下 . 

工 特征 方程 的 根 是 两 个 不 相等 实数 的 情形 . 


因 er*. er* 是 方程 (D 的 特 解 , 并且 em -sm 不 为 党 雪 它们 


是 线性 元 关 , 所 以 根据 前 节 定 理 2 方程 C1) 的 通 逢 为 
一 Cenr 十 Caenr， ， 03) 

2” 持 征 方程 的 根 起 一 对 共 久 复 涩 的 特 形 ， 

因 e**9* 及 ew 是 方程 (的 特 解 ,并 且 它 们 的 高 ex" 不 为 党 
数 , 记 以 它 科 是 线 丛 无 关 的 , 方程 (的 通 解 为 

| | 1 二 Cetattax 二 Caetz ax 

为 了 要 把 遂 解 表示 为 实 函 数 的 形式 ,我 们 把 ev 及 et 分别 
税 上 适当 的 常数 然后 相 加 , 再 应 用 尤 拉 公 式 (§ 10.14) 使 它们 变 为 实 画 数 


Ei EBYX 二 i = ee. 性 十 Ei 


=e cos Pr, 


e+ HBO Ce FEB}YX 


5 一 e” esin Br. 
由 前 节 定 理 1 知道 , 这 样 所 得 到 的 结果 ecos Bx 及 esinBr 起 是 方 
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程 ( 人 的 特 解 .显然 ,它们 的 商 不 为 常数 , 所 以 是 钱 性 无 关 , 因而 方程 (1: 


的 通 解 写成 实 函 数 形 式 时 就 为 
| 2 = ec Cureos BCasin Br), 
其 中 gq,8 为 特征 方 各 的 复 很 的 实 部 及 患部 . 
3 特征 方程 的 根 是 两 个 相等 实 歼 的 情形 , 


0 


(4) 


因 训 = 只 知 一 个 特 解 训 =e" 因此 把 通 解 设 为 y= 二 #2 红 = 


gm*. gf 的 形式 , 代入 方程 (1D), 得 


也 m eto 十 Dp) a + en*(reTi Prt qa): w=0. 


因 六 是 特征 方程 的 芋 根 , 故 z# 及 比 的 系数 均 为 零 中 而 方程 化 为 


了 一 小 
积分 两 次 , 得 U= CC 十 Cox、 
代入 yy 二 ji 刀 即 得 通 解 
. y= ei*(0 + Cax), 
情 1， 解 方程 y” 一 2 一 3y 二 | 
解 其 特征 方程 为 . . 


y2 一 2Yy 一 了 一 和 或 {tr 十 (rr 一 3)= 二 0. 


于 是 , 两 个 处 等 的 实 根 为 + 二 一 1 与 7; 二 所 志 通 解 为 
y= te, 


例 Z 求 方 和 
人 13++s=0 
的 特 解 满足 初始 条 忻 ， 
4 .人 
| 当 =D 时， 8s 二 4 d= 2 
解 ” 其 特征 方程 为 


(9) 


六” 和 由 根 与 系数 航 关系 知道 ， 方 程 (2} 的 队 根 之 和 等 于 一 p。 今 x 为 方程 (2) 的 重要 . 


读 2n 二 一 p 团 2 六 十 旋 一 小 
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7 27 二 1=0 或 (7 十 ] 一 小 
于 是 , 得 两 个 等 根 + 二 一 1, 而 通 解 为 
. =e (C+ Cat). 
现在 求 折 需 的 特 解 , 我 们 应 用 已 给 的 初始 条 件 以 定 任意 常数 局、 Ca 
之 值 . , 
将 f=0,s=4 代入 通 解 中 ,得 C, 一 4 从 而 
se (#4 二 Cot), 
对 上 求 导数 , 即 得 
窗 =e(C 一 4 一 Co 


再 将 1=0, 从 = -2 代入 上 式 ,得 C:= 2， 于 是 所 求 的 特 解 为 


5 一 6 ‘(4 十 2), 
例 3， 解 方程 
gy —20 +3v=0. 
解 ” 其 特征 方程 为 
rr 一 2 二 5 二 0, 
故 + 二 1 土 2i 为 一 对 共 辆 复 根 , 所 求 的 通 解 为 
zy 一 EC Cos 2r 十 Ca Sin 2x). 
例 4 简 谐 兰 动 ” 设 质 重 为 多 的 质点 用 力 的 作用 沿 荐 立轴 运动 , 质 
点 的 平衡 位 置 歌 艇 原点 , 力 的 方向 指向 原点 ， 力 的 大 小 与 质点 到 原点 的 
距离 成 正比 ， 未 质点 的 适 动 规律 ， 


解 ” 设 zf 必 表示 质点 在 了 上 时 刻 的 位 置 ， 据 牛 顿 第 二 定律 , 运动 的 徽 


2 . 
请 有 一 一 人 7Y， 


这 里 常数 人 >0 叫做 恢复 系数 ， 设 -= 和 ,于 是 有 
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dx 2 
“tk 二 0. 

特征 方程 是 7 十 大 二 0, 所 氛 它 有 一 对 咸 根 x 二 土 试 . 故 方 程 的 通 解 是 


r= 人 Ccos kt 二 + Ca Sin kt. 


二 ¥ CY 十 (aas kt +TE sin Ki) 


并 设 
¥ ?二 + Cs 二 A, 
C1 Ca 
VO Me Oro 
则 通 解 为 


r= 二 Asin(kit+ a). 
假设 初始 条 件 是 z],-e= xo，x =0= oo 则 
Yo 一 由 Sim 让， w= N80, 
从 而 


也 四 
A=/ re 十 说， 他 一 arc tg 
Hn 


上 面 讨论 常 系数 二 阶 齐 次 线性 方程 时 所 用 的 方 * 也 可 以 推广 到 党 
系数 为 阶 齐 次 线性 方程 上 去 。 我 们 对 此 不 再 详细 的 讲 , 只 把 结果 叙述 于 
下 ， 设 已 给 方程 为 


nm nl Hn—2 - 
0 (6) 


其 中 诸 系 数 pi 力 。。…、 记 a 均 为 常数 . 
在 方程 的 左边 用 e* 代 换 加 即 得 
(rtpir™ + par ”++ pe", 
. 由 此 可 见 ,如 果 > 是 方程 
ra (7) 
”的 一 个 根 , 网 e™ 即 为 () 的 一 个 特 解 ， 方 程 (?) 叫 得 方程 46) 的 特征 方 
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程 . 
根据 特征 方程 的 根 , 可 写 出 其 对 应 的 微分 方程 的 解 如 下 
特征 方程 的 根 微分 方程 通 解 中 的 对 应 项 
1 单 实 概 y， 给 出 一 项 Ce 
2 ”一 对 单 复 很 给 出 两 项 
了 一 华 十 扫 , 和 二 如 一 路， eofC cos Br + Co sin PAr); 
3 让 重 实 禄 六 给 出 下 项 
et{O+ Ort + Cer*); 
4 一 对 癌 重复 概 给 出 27 项 


notin 8, er[(GC+COxt++ Car ”cos Pr 
+(DT Dt+t+ + Dnr™ Doing zl] 
总 之 , 解 党 系数 拓 险 齐 次 线性 微分 方程 可 以 不 用 积分 , 只 要 求 出 它 的 特 
年 方程 的 闪 个 根 :然后 写 出 通 解 中 的 对 应 项 , 则 通 解 就 含有 n 个 任意 常 
数 , 其 形式 为 
= 十 Cn (C8) 
例 5. 求 方程 J? 一 4y” 十 10y 一 12y 十 5y 二 0 的 通 解 . 
解 ”其 特征 方程 为 
1 一 12# 十 $5 二 人 
求 得 它 的 入 为 1, 1.1 土 好 。 已 给 方程 的 通 解 为 
， ye C+ Cx)+e*(C cos 27 + CO sin 27) 
=e*(C+ Crt Ceos 2r+ CC, sin27x). 


515.9 常 系数 非 齐 次 线性 方程 


设 已 给 二 阶 非 这 次 线性 方程 
vy +py taw=f(z), Cy 


其 中 .9 为 常 米 , F(X} 为 7 的 通 数 . -- 般 说 来 ,求解 方程 人 1 的 步骤 是 , 先 
求 出 它 的 余 函 数 , 也 就 是 先 求 出 它 的 对 应 的 齐 次 线性 方程 


人 
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. y+py'+ y= (2) 
的 通 解 Cy 十 Czy, 然后 再 设法 求 出 (1 的 一 个 特 解 沁 , 则 中 解 就 是 余 函 
数 与 特 解 的 和 ;8y = Ci 扩 十 Ca 扩 十 畴 我 们 不 准备 讲 对 于 一 般 函 数 .jzY) 
求 特 解 Y* 的 方法 , 但 当 /Fz) 具 有 王 列 形式 时 (也 是 庶 用 上 最 重 训 的 几 种 
形式 ), 我 们 可 以 不 用 积分 而 上 只 用 代数 方法 就 能 求 出 特 解 y*, 这 种 方法 叫 
做 待定 系数 法 ，A(z) 的 形式 是 : 
lL flx)= Pn(r) ee,. 
2 flr)=e™ [Plr)ecos Br + P(x)sin Px], 
其 中 PP PP, 依次 是 or 次 、/ 次 、 4 议 的 名 项 式 , 4a, 是 常数 
现在 我 们 讨论 当 方 程 (1 中 和 的 7trx) 具 有 上 述 两 种 形式 时 , 求 方程 (1) 
的 特 解 z* 的 方法 . 
1 (7)= Panlx)ew™， 所 取 一 个 多项式 
Oatt)= hor + hr™ i+ bn. | ， 
设 y=x*Qn(T)e™ 二 Q(z)e” ,其 中 是 正 整 数 或 零 ,多 项 式 
Br 一 < 和 az) 斌 将 5 代入 方程 <) 中 以 定 出 常 名 DoD、…、 ns. 
因为 fx) 呈现 Pntx)e“ 的 形式 , 所 以 这 种 党 试 是 合理 的 . 
将 y= 二 Q(x)e™ 代入 (1) 后 ,得 
(Q"+200 taW)e”"+p(Q tade +ade™= Pe”™, 
或 
Q +(2a+p) +a tpat a n= Ps， (3) 
因此 ， 
i》 如果 2? 十 pa 十 4 计 0, 妇 & 不 是 特征 方程 7 十 pr 十 5 二 0 的 根 ， 
若 取 = 引 则 (D 式 左 .有 两 边 都 是 吉 次 的 多 项 式 , 比 较 两 边 的 系 
数 , 就 有 (mm 十 1) 个 联 立 方程 , 从 而 可 以 定 出 (gw 十 起 个 常数 Bo, 而、…、 bn. 
让》 如 果 a? 十 pa 十 4 二 0 而 2& 十 pp 和 村 0, 即 & 是 尾 征 方程 的 单 根 ， 这 
时 车 取 ==1,(3) 式 左边 人 @" 二 (28 二 办 二 (x 昌 a) ”十 (28 十 加 (XQn) 仍 
是 王 次 多 项 式 .于 是 比较 两 边 系数 也 能 定 出 (如 十 中 个 常数 bb、 
tm, 
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“iii) 和 如果 a 十 pa 十 9=0,2@ 十 $=0, 即 g 是 特征 方程 的 重 根 , 此 时 
车 取 龙 =2, (3) 式 左边 久 二 (x*Q@m)" 仍 是 次 的 多 项 式 ,因此 比较 两 边 
系数 就 能 定 出 bo, bi、…、 bm 
总 结 以 上 的 讨论 , 得 到 以 下 的 结论 ; 
如 果 flx)= Pn{x}e“, 风 方程 (1) 上 有 形 如 
y= ne (4) 
的 特 解 , 其 中 人 @mn 是 与 Ps 同 次 ( 交 次 ) 的 多 项 式 , 是 方程 (2) 的 特征 方程 
中 含有 利根 4 的 次 数 ( 即 按 ag 不 是 特征 方程 的 根 ,或 是 单 根 .或 是 重 根 , 依 
次 取 无 =0. 或 1 或， 
”特别 是 当 /(z)=Ae”“ 时 , 其 中 4 是 常数 ( 即 零 次 多 项 式 )， 则 可 设 
二 Bx"e™, 其 中 吉 也 是 按 上 述 规 定 取 小 .或 工 .或 2, 呈 是 待定 带 数 . 
2° fr}=e [Ptr)ecos Br+ Prt)sin 1] 
先 应 用 尤 拉 公 式 (3 10.14) ,将 三 角 函 数 表 成 指数 函数 的 形式 ， 
Flx)=e™[Picos Br Pnsin Bx] 


a Or ei sae | 
-eo"|P 和 + 


Pr rr ox ( 公 - 分) te— i 
=( 全 + 多 + 


设 7 .7 中 较 大 的 数 记 作 zz 则 (如 + 嫩 ) 是 个 zm 次 多 项 式 , 记 作 Pe, 于 


是 (分 一 如 县 是 的 共 饮 多 项 式 Pn 它们 对 应 的 系数 是 共 二 复 


数 )， 所 以 
Hr}= Prlr) BIT 十 P(r) er Ax 
=f(z) + f(r), 
其 中 = Pnettm 名 =e ， 
要求 方程 (1 的 特 解 . 只 要 求 出 方程 
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yy” +py’ + ay EA 
的 特 解 y? 和 方程 
y +py tay=f 
的 特 解 y# 就 可 以 了 ， 因 为 据 § 15.7 定理 3, 方程 (1) 的 一 个 特 解 就 是 
. | y= 

由 上面 的 假定 , = Poeeriam 根据 本 节 工 中 的 辣 果 ,可 设 巡 = 
7 人 aeerx 其 中 上 是 特征 方程 含有 重要 4& 十 友 的 议 数 . 但 特征 方程 是 
实 系 数 的 二 次 方程 ,所 以 e 十 如 (8 士 由 量 多 只 能 是 它 的 单 根 , 于 是 取 左 = 人 0 
或 1. 

叉 记 = re 二 了,, 赦 与 个 共 罗 的 函数 所 一 x 人 名 me 中 * 必 然 是 
方程 十 Py’ 十 9y 二 的 特 解 ， 于 是 方程 忆 ) 的 特 解 

y* 一 3 + 二 [me 十 neim*] 
. 二 rte [和 net 证 十 Qne- +*], 

因为 方 插 纯 中 的 两 项 是 共 蜀 的 , 相 加 后 没有 卉 部 ,所 以 y* 可 以 写成 实 函 
数 的 形式 : 

: y=r*eT[RV rcos Br + ROT) sin Px], 
其 中 R 册 .有 RW 是 两 个 s 次 多 项 式 ， 于 是 我 们 得 到 以 下 的 结论 ; 

如 果 /(x) 二 e*”[Pr(x}cos hx 十 Pn(z) sinhx], 则 方程 (1) 好 有 形 如 

y*=rtem [R(xr)cos Ar + Rsin px] (5) 

的 特 解 , 其 中 用 8 RB 是 z% 次 多 项 式 , 办 是 4 2 两 数 中 较 大 的 数 , 而 上 则 按 
(十 访 )[ 址 (a 一 庚 )] 不 是 特征 方程 的 根 . 谍 是 特征 方程 的 单 根 , 依次 取 0 
或 1. 

特别 是 当 7) 二 Ae”cos 三 或 了 esin Br 时 , 特 解 y* 可 以 设 为 

y=xtes[D: cos Ar 十 万 :sin Br], 

其 中 五 ,、D。 是 两 个 待定 常数 , 而 上 则 按 (w 十 轨 ) 不 是 特征 方程 的 根 .或 
是 特征 方程 的 单 根 , 依次 环 0 或 1, 
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当 了 是 属于 所 论 不 同类 型 的 几 项 的 和 村 , 我 们 先 分 别 求 由 各 不 同类 
型 的 项 所 对 应 的 特 解 , 然后 把 结果 加 起 来 , 就 得 对 应 二 了 的 特 解 ， 

例 1。 解 方程 zy 一 28 一 3y 二 3x 十 1, 

解 ” 对 应 的 齐 次 方程 六 一 28 一 3y 二 0 的 特征 方程 为 

72—27—3=0, 人 9) 
它 的 责 个 根 为 六 =3, 13= 一 1, 因此 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 (也 就 是 余 医 ， 
数 ) 为 
和 一 下 es 十 人 ae 
现在 还 要 求 出 非 齐 次 方程 的 特 解 g*， 因为 非 齐 次 方程 右边 的 函数 
fz) 二 37 十 1 是 属于 Put)ec 这 一 类 型 的 [Puefzr)=3r 上 1 是 一 次 客 
项 式 , a = 站 ,因此 设 y*==r*@i(x)， 因 a=0 不 是 特征 方程 C6) 的 根 ， 
套 二 0。 叉 因为 @.(x) 也 是 一 深 多 项 式 , 因而 我 们 令 
- 下 一 十 五 . 
将 8 "代入 了 一 2 一 38 一 3x 十 1 锝 ” 
一 了 boy —2bo—3h = 二 3x 二 1]. 
比较 等 寻 两 边 辣 类 项 苔 系数 得 
[7 
—280—3h=1. 

由 此 求 得 bo= 一 lb 二 计 , 而 y* 二 一 x 十 志 ， 把 求 得 的 y* 各 到 余 画 数 了 
上 去 , 便 得 所 求 非 齐 次 方程 的 通 解 为 ， 


区 一 三 十 帮 mB 一 坟 + 和 
出 2， 解 方程 
一 28 一 38 一 2 
解 ” 这 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 与 倒 1 中 的 相同 , 因此 特征 方程 和 余 
函数 也 和 例 1 中 的 相同 ， 现 在 来 求 y*. 因为 f(x)=e-* 是 属于 Ae” 


的 形式 (a 二 一 1, A4=1), 而 ga= 一 1 是 特征 方程 <6) 的 单 根 , 故 取 二 1 
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”因而 转 解 为 
y*=xbe “=bre™. 
将 y 代 入 y” 一 29' 一 3 三 e ,得 
—4be ”=e@ *, 


由 此 得 b= 一 十 而 y* 一 一 让 Ye“， 通 解 为 


y=Y+ty"=Ce™+ Cae-x 一 二 re- 


例 3， 解 方程 y 一 2y 一 33 = 3x 十 1 十 e- 

解 ”注意 到 ， 这 方程 所 对 应 的 章 次 方程 与 例 1 及 岗 2 中 的 相同 ， 因 
此 余 函 数 为 = Cesx+ Cae-<*。， 这 方程 右边 的 函数 是 (rz) 一 37 十 1 十 
e-*。， 就 整个 /zx) 来 说 , 它 并 不 属于 上 述 丙 种 类 型 ， 但 是 如 果 拒 7z) 看 
为 两 个 函数 之 条: f(x) 二 (7) 十 f(z) ,其 中 站 (x)=3x 十 1， 
=e 刚 有 (7) 及 h(x) 者 是 属于 Pn(x)e** 的 类 者 。 前 面 ($15.7， 
定理 3 已 经 证 明 ; y 二 py 十 Y= 二 刀 十 所 的 特 解 H* 等 于 y"+py 二 y= 
刻 的 特 解 六 与 y 十 py 二 99 二 所 的 特 解 好 之 和 #* 一 如 十 并， 因此 ,要 
求 y 一 2y 一 3y 二 37 十 1 十 e * 的 特 解 y*, 只 要 上 先 求 册 y 一 2y 一 2 二 
3z 十] 的 特 解 y? 及 y “一 2y 一 3y 二 ee“ 的 特 解 好 ,而 yy"=y? 十 成， 但 
鲍 1 中 已 求 出 好 = 一 x 十 十, 铺 2 中 已 求 出 嵌 = 一 上 fe, 因此 5"= 
一 z 二 村 一 村 re-< 面 J 一 2 一 3y 二 37 十 1+e * 的 透 解 为 

y=Y+y"=COev+Ce *—x 十 村 一 二 ze- 

例 4， 求 微分 方程 y" 十 y 二 x cos2x 满足 初始 条 件 引 <-o=1， 
yx=0o 二 0 的 特 解 ， 

解 这 微分 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 为 v” 十 y= 二 0， 特 征 方程 是 x? 十 

1=0. 特征 方程 两 个 根 是 十 i, 因此 余天 数 卫 = Cicos x 二 Cz Sin 了 
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为 方程 右边 的 函数 f(x)=x cos 27 是 属于 e™[P(x) cos Br+ 
Pafzjsin Br ] 类 型 [a =0, 8=2,P(x)=x, Pn(x)=0], 从 而 设 
y=(ar+heos2r+(crtasin 27. 
微分 后 得 
y=(2cx+i2d+ ocos 2r— (ar t+26— csin 27, 
y=—4(ar+pb—e)ecos 2r—d(cr+ diasin 27. 
代入 原 方 程 有 
【一 36r 一 3 十 4c)cos 2r—(3cr+ 3ai+da)sin 2r =7rcos 27. 
比较 两 边 的 系数 , 得 一 3a=1, 一 38+4c=0, 3c=0，32 十 42 一 10: 


由 此 解 得 a= 一 可 ,bc 一 0d 一 二， 所 以 
* .4 二: 
2 一 53X008 47 十 可 Sin 2x， 
而 原 方 程 约 通 解 为 
y=Y+y*= 人 Ccost+ Cs sinx — 计 xcos 27 + 和 sin 27x. 


现在 利用 初始 条 件 来 定 出 CC 及 Cs， 由 =0 时 y=1], 得 CC 二 1, 所 以 
J =cos x + 人 Ce sin x 一 + COs 27 + 和 sin 27， 
微分 后 得 


y' =~ sinrt+Ccosz + Bcos 2 十 且 x sin 27， 


再 由 =0 时 y' 一 0, 得 C:= 一 站， 故 所 求 的 特 解 为 


有 一 COSs x -$sin zz 一 二 COS 27 + 3sin 2x。 


二 阶 常 系数 的 线性 方程 在 应 用 上 是 较 重要 的 一 类 方程 ， 例 如 在 
$ 15.4 的 例 2 中 , 我 们 曾经 建立 了 下 列 方程 : 


4 _ 
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其 中 常数 RR. 上 、C 售 次 表示 闭合 电路 中 的 电阻 .电感 及 电容 ,三 王 中 


是 电源 供给 的 电动 势 , 一 弛 月 表 示 电 流 ， 若 设 g 一 [iat. 则 4 =a( 站 就 是 


电容 器 上 的 电量 , 因为 .和 9 一? 所 以 上 列 方程 可 以 写成 关于 电量 的 二 阶 
常 系数 线性 六 程 ， 


= 


dq dd 
df FRILL+ EG= E. 


如 时 将 原 方程 对 t 微分 就 得 到 关于 电流 的 方程 


Ea oi ET 
大 和 及 从 十 去 a 


在 力学 中 , 运动 体系 在 一 个 自由 度 内 的 振动 现象 (例如 , 弹 答 的 上 疯 因 
定 , 于 端 感 有 更 物 的 情形 ), 可 用 二 阶 常 系数 的 线性 方程 来 措 写 。 设 运动 
体系 沿 着 工 轴 和 运动, 其 平衡 位 置 取 为 治标 原点 O, 其 质量 为 加 ， 设 在 时 刻 
+t 体系 的 位 移 是 x 二 x( 上 站， 如 时 笨 系 所 受 的 恢复 力 (如 弹 筑 的 弹性 力 
等 ) 与 位 移 成 正比 , 即 恢复 力 是 Cxr, 其 中 常数 C 之 0 称 为 恢复 系数 .此 外 , 体 
系 还 受 有 阻力 (如 空气 的 阻力 或 其 它 靡 擦 力 等 )， 蛆 力 与 运动 的 速度 成 正 


比 , 即 阻力 是 /人 其 中 常数 记过 0 叫做 阻尼 系数 . 于 是 据 牛 顿 定律 得 到 
体系 的 运动 方程， - 


2 


等 式 右 边 取 人 负 号 是 因 人 * 的 方向 相反 , 而 阻力 与 速 
疫 的 方向 相反 ， 设 下 伺 二 和 -在 =2h, 则 有 常 系数 二 崇 齐 次 线性 春 程 
hr 


它 所 宕 示 的 振动 现象 叫做 自由 振动 ， 如 果 赂 去 阻力 不 计 ( 即 二 人 0, 则 得 
到 简 潍 振动 的 方程 愉 15.8 例 和 
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姐 果 体系 还 受 有 外 力 的 干扰 , 设 外 力 是 一 个 依 赖 时间 上 的 函数 

让 , 出 我 们 有 非 齐 次 线性 方程 
xX” +2hr'+ Rr = fF(1), 
它 记 表示 的 振动 现象 叫 散 强 追 振动 . 

下 面 我 们 讨论 一 个 兰 浆 情形 即时 力 不 计 ,而 外 力 是 周期 信 的 下 
所 .了 Fi? = B sin owt, 

例 5， x 十 太 x+=B sin wf(4.B、 都 是 常数 ). 

解 ” 对 应 的 齐 议 方 程 的 通 解 是 Asin (Kt 十 p) 0G 15.8 例 性， 

在 如 十 上 的 情形 , 特 解 的 形状 是 ea cos wt 二 58 sin ob 代入 方程 , 求 得 
a=0,6= pr. 从 耐 得 到 一 个 特殊 的 强迫 要 动 为 -Fr 蕊 -sin wtf 而 其 
亿 的 强迫 振动 可 家 为 

T=Asin(fkt+ op) tsin wt. 
这 表示 运动 是 以 国 频 率 为 上 的 自由 振动 与 图 频率 为 外 的 外 而 干 抗力 所 
.引起 的 影响 (这 影响 也 是 一 个 加 类 率 为 w 的 周期 振动 ) 相 问 加 而 成 的 . 第 
二 项 的 振幅 是 [5 二 当 名 与 相差 很 小 , 它 就 变 得 很 大 ， 


在 w= 上 的 情形 ， 特 解 的 形状 为 x*= f(acos 村 十 五 Sin 机)， 认 而 
XT) = ta cos Ft + sin £1)+2k(— a sin Kt+ Beos 4t),， 代入 方 


程 , 求 得 4 一 一 -六 ,6=0， 而 又 如 后 的 结果 为 


并 一 Asin(ht+g) 一 孝 tcos 太 . 
第 二 看 拓 动 的 上 闪 时间 的 大 而 无 恨 增 大 , 冯 训 发生 所 肖 闪 . 
现象 . 


上 面 讲 的 两 种 情形 所 用 的 待定 系 部 法 对 于 常 系数 n 院 非 卉 次 线 控 
微分 方程 也 是 适用 的 ， 所 贫 特 出 注意 的 是 ， “在 公式 (4 或 (5) 中 的 因 于 
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xx 的 指数 下 应 随 特 征 方程 根 的 重复 次 数 递 增 而 递增 . 
例 6， 求 方程 v9 一 4y”+10v” 一 12y' 十 5 二 e*sin27 的 特 解 y”. 
解 ” 这 里 a 土 识 =1+2i 是 特征 方程 的 一 对 共 思 复 根 ( 前 节 例 59， 故 
y* 的 形式 为 
y"=xe*(a cos 2r +t sin27). 


代入 原 方程 就 能 定 出 常数 g. 读者 可 自行 演算 . 
$15.40 万 拉 方 程 


在 应 用 上 党 过 见 的 一 种 线性 方程 一 一 尤 拉 方程 , 其 形式 为 
Ty pr pn ry thay = x), (1) 
其 中 已 …, 加 是 常数 。 这 全 方程 可 以 化 为 常 系数 组 性 方程 来 求解 ， 作 和 代 


rx 二 ee 或 +=lnz， (2) 
则 有 
dy dy dt dy 
yar dtadr xat 
”Al dy 上 dl afldy 
2 ar 1 剖 ) EE 人 咎 要) 
og Ay = 二 (2 
一 dt x 人 adr? - 齐 ) 


多 
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Ty a 

"A dy - 
sr dy dy od 一 有 (万 一 
TY Ts a ta PD DD— ay, 


一 般 地 ,所 中 二 DD(D 一 )…( 刀 一 K+Dy， 代 入 (D 后 , 则 得 以 1 为 自 变 
量 的 常 系数 线性 微分 方程 . 它 的 特征 方程 显然 是 把 (]) 的 左边 各 zxyto 换 
写 为 


{ro £1) (=,2,.., 1), C3) 
并 把 最 后 一 项 中 的 2 换 写 为 1, 然后 令 整 个 式 子 等 于 零 . 
例 i 


解 设 工 =e! 或 1=Inx, 原 方程 化 为 
DiD—D(D-2Oy+t DID- Dy~4Dy=3e. 
其 特征 方程 为 


rtr—l}(r—2+rir— Ddr=0, 
即 ri 2 3 =. 


解 出 三 个 根 + ==0. 一 1.3, 得 余力 数 
Y=CO+tCOe tCe = tC Car, 
根据 $15.9, 特 解 的 形式 为 


二 BEE 一 
代入 原 给 方 禅 以 定常 数 b 求 得 1 一 一. 妃 -， 于 是 ,方程 的 通 解 为 
了 一 Ci+- 全 +Cazs 一 与 
Si15.11 和 顶级 数 解 法 举例 
当 微 分 方程 不 能 用 初等 方法 来 求 它 的 解 时 , 我 们 可 以 用 震级 数 来 
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求 它 的 解 。 车 这 级 数 收 全 得 足够 快 , 取 它 的 前 几 项 就 可 以 得 到 一 个 满足 
一 定 精 确 度 的 近似 解 . 

1， 求 一 阶 微分 方程 


2 fr, 切 《1 


满足 初始 条 件 y]x-xo==w 的 特 解 , 其 中 已 知 函 数 F(z, 妇 是 (z 一 zo)、 
(y 一 yo 的 多 项 式 ， 
Fx,W) 
=g00+ ai IT —Xo) + Aoty — yo t+ am( x — Xo) (py yo) ™, 

这 时 我 们 可 以 设 解 y= 二 y(z) 是 Lx 一 xo) 的 震级 数 ， 

v=ota(r— rotal(r—ro) tant ro) "t+, {2) 
其 中 ,42,…,&Qn,… 是 待定 系数 ， 把 (2) 代 入 (1 中, 施行 必要 的 运算 后 ， 
便 得 一 个 恒等式 ， 比 较 这 恒等式 两 边 的 系数 , 就 可 以 定 出 常数 eca……， 
而 级 数 (2? 在 其 收敛 区 间 内 就 是 满足 万 始 条 件 zy]--* 一 加 的 特 解 , | 


例 1。 -入 =x++y 当 工 =0 时 ,y=0. 


解 ” 这 时 xo 二 0,w0 =0, 帮 设 
=A Aart Ar i at!+ ast 二 :, 
并 代入 所 给 方程 的 两 边 ,得 
G1+2ar + ddr dar +dar!+ 
=X++ (mr tar’ ar t+ ar ) 
=I+air’ +2a dr + (ot ua) r+, 
由 此 , 比较 恒等式 两 边 的 系数 , 得 


在 一 oo 一 玉 ， da=0, 在 4 一 日， 全 5 一 


于 是 所 求解 的 级 数 开始 帮 项 为 


了 工 .… 
20' 


1 1 
2 一 3X 十 区 2 
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2 设 二 阶 线性 向 分 方程 
vy +pr}y +o(r}y=0 C3) 
中 前 系数 六 (7)、 02) 为 多 项 太 或 都 可 展开 为 的 等 级 数 ， 我 们 假定 方程 
的 级 数 解 为 
y=Aao tart Ar ent’ t+-. . 
如 困 初 始 条 件 为 , yx-o 二 yo 9 ]x=60 二 加 ;显然 280 一 jo， 三 如， 于 是 ,把 
级 数 
外 二 加 十 护 天 十 Ga 十 … 十 从 4 十 CA) 
代入 方程 (3) 中 , 并 施行 必要 的 运算 之 后 , 便 得 一 个 恒等式 .、 比较 这 个 重 
等 式 两 边 的 系数 , 可 以 定 出 常数 exea…… 而 级 数 ( 在 其 收 伍 区 间 内 就 是 
满足 已 给 初始 条 性 的 方程 (3) 的 一 个 特 解 . 
例 2. y= 时 ,y= yy =i 
解 ” 这 时 y==0, y=1, 戎 设 
Y= a2r? 二 Qa 十 at 十 … 十 nT 十 ~…， 
把 它 代入 所 给 方程 , 得 
2az+3:2aax +4.3a4r:+ 
+n(m— lanr” +. 
三 十 ar 十 AaT 十 十 0n-aT" 了 十 … 
比较 两 边 的 系数 , 得 
dz=0, ta—=0, 4:3604=1, *, Rn(R— lan = gn_s, 


由 此 


= 3, ds 二 0，46 二 站， i ys 
耳 忆 求解 的 级 元 开始 儿 项 为 
x 
4 84°67 7 
， 一 般 遇 , 不 论 方程 (3) 中 的 系数 加 zZ)、 4(z) 能 否 展开 为 工 的 和 


ga, 只 要 xz23sr) 和 工 2(zZ 能 展开 为 的 等 级 数 时 , 我们 可 假定 方程 


y= 十 之 一 
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的 解 为 / 
y= (at art a 二 十 Gnx 十)， (5) 
并 把 它 代入 3) 中 ,施行 必要 的 运算 之 后 , 便 得 一 个 屋 等 于 零 的 钥 等 式 , 
由 此 ,令吉 的 各 系数 为 堆 , 首先 出 最 低 项 的 系数 为 零 可 以 定 出 指数 < 
` 的 秆 (指数 cc 可 能 不 是 正 整 数 ), 然后 再 定 出 常数 oa3,62,… 


例 3， 方程 
y+iy y=0 
或 XY ”十 入 十 YY 一 0 《的 
叫做 零 级 贝 窗 尔 (Bessel) 方程 中 ， 我 们 试用 芋 级 数 求 它 的 解 
解 设 y= ar tar tt (ror0). C5 
区 Y= ort 


逐 项 微分 (6) 式 后 , 有 
y=car +tctl)ar’t+(tct+2o) ar!t..., 
ry =e(c—l)ar® lt+(ctl) car’t+(cio(ct+ 1 art!+... 
将 上 三 式 等 配 左 . 寿 两 边 相 加 , 对 于 右边 来 讲 若 x 的 闻 次 孜 的 系数 为 0， 
则 7) 能 满足 (6)， 所 以 令 
yc 的 系数 ， czto 二 小 
YX 的 系数 : fc+liaza 一 小 
xctl 的 系数 : (c+2) gt do=D, 
Xe 1 的 系数 ， (c+ Han + Gn-2=0), 
从 第 一 个 关系 式 , 因为 mm 二 0 故 有 c=0， 再 由 其 余 的 关系 式 可 以 逐步 定 
出 . 


立 ! 二 0, 


人 D x- 级 贝 守 尔 方程 的 形式 是 二 上 y+ 人 (1 一 了 5)y 一 


oo ve me trier i Ld 
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1 
府 2 一 9d, 


于 是 es,as… 都 为 0. ax as… 可 用 wo 表 出 , 而 级 数 (5) 成 为 


y= ad 一 和 + 开矿 z+ | ， 
用 比值 法 可 以 看 出 方 括 弧 内 的 级 数 是 到 处 收 伍 的 . 取 避 二 1, 这 级 数 所 定 
义 的 荡 数 记 作 tr)， 人 第 一 类 光 弘 内 剖 尔 本 数 


Jotx)=1 大 + 
于 是 (xz) 给 出 方程 的 一 个 特 解 


$15.12 常 系数 线性 微分 方程 组 


对 于 微分 方程 组 , 我 们 仅 就 常 系数 线性 微分 方程 的 情形 来 讨论 、 下 面 仍 用 在 
$15.10 普 经 用 过 的 记号 已 以 简化 求解 的 手续 . 没 嘱 表示 对 某 自 变 量 ( 例 如 ) 求 导 的 


所 


于 一 了 十 … 


运算 , 则 Dy 一 - 戏 ,D'y = 所 和 一 般 地 , D"y = 和 基于 是 ,一 个 常 系数 线性 徽 分 表 
达 式 
Go ay " 
可 以 记 作 
(2D" + a Dt tonDtany=rF(D)y, ” 
F(D) 就 是 左边 的 万 的 次 多 项 式 , 
根据 记号 思 的 意义 显然 有 


aD"ythD "y=(at ho Dy Day)= aD"y, DD (Dy = Dy, 
其 中 .上 是 常数 , 霹 . # 是 正 整数 。 良 此 , 如 果 gp.( 中. pz( 中) 是 两 个 多 项 式 , 则 有 等 式 
FAD)yr eAD) y= [pA(D) +t pa D) jy, 
PAD DY [pi Dp D) ly, 


i .nr 
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并 且 这 结果 不 依赖 于 8 和 入 (已 ) 的 先后 次 序 ， 因 此 , 对 于 怀 的 多 项 式 作 加 , 减 . 乘 
法 的 运算 时 就 可 以 较 昭 通常 法 则 来 进行 ，. 
现 设 已 给 方程 组 为 
(2 (Dm= tr), 
Fa Dnt+ Da Dy = (x), 
其 中 下、 感 、 有、 区 是 五 的 多 项 式 ， 未 熏 和 数 态 、 3 的 守 数 行列 式 
_ RD) @(D) 
RD) BD)l 
也 是 号 的 多 项 式 . 方程 组 的 通 解 共 含 有 任意 常数 的 个 数 恰 好 等 于 这 和 多项式 A 的 次 
数 , 我 们 未 讨论 这 结论 ， 只 讲 方程 组 的 实际 解法 . 为 此 , 可 在 5 中 请 去 如 [加 六 (DD)、 
有 刁 瑟 质 ] 或 消去 yy [如 名 :站 ,Dsl 总 ) 互 质 ]， 例 如 , 要 消去 yy;, 不 站 假定 依 ,( 万 )、 
人 xs( 刀 ) 互 质 【如果 名 (DD). Bs( 吃 有 最 帘 公 因子 昌 (DD) 可 先 令 z= 及 (DD) ys 使 轨 到 所 
殷 定 的 情形 ]. 用 @@x( 叫 ) 乘 人) 的 第 一 方程 , 用 一 民 ,( 厂 ) 磁 第 二 方程 , 然后 相 加 , 就 得 术 
含 #4 的 方程 


(1) 


[Fi(D) BA DD) — Fa D) BD) 
= A) DD RL). | (2) 
这 是 zi 的 党 系数 线性 微分 方程 , 求 得 它 的 通 解 后 , 代入 (1 中 伍 -方程 , 可 以 定 由 yz， 
假 是 ,一般 地 这 样 做 法 要 产生 出 多 余 的 任意 常数 ， 为 了 避 锡 这 种 情形 , 班 为 PD 六 中)、 
加 ( 忆 ) 豆 质 ,根据 代数 的 宗 理 ,可 以 求 出 另外 两 个 多 硕 式 办 (站 ,ouxf 姜 ) 俩 得 
(CD) plD) 一 Bs( DD (DD) 三 1, 在 简单 情形 下 , gl 和 gf 中) 不 玲 凭 观察 而 获得 . 
于 是 , 用 yat D) 莱 (1) 的 第 一 方程 , 用 pi( 蕊 ) 委 第 二 方程 , 然后 相 减 , 就 得 到 方程 
[RCD pt DD) — Fl De D) Jy t+ ys 
pa 站) 万 (一 pf 站) fr). C3» 
这 和 时 把 C23 的 通 解 加 代入 到 ( 引 中 ,由 于 ys 的 系数 为 1 而 不 合 吕 , 疡 以 只 要 作 微分 运 
算 , 这 样 在 不 会 产生 另外 新 的 任意 常数 之 下 , 就 能 况 求 出 y.， 
注意 到 方程 (2 中 轨 的 系数 就 是 行列 式 ,所 以 一 般 解 共 合 有 与 & 的 次 数 相等 
的 任意 常 教 。 如 果 名 ,DD). @s(.D) 有 最 高 公 因 于 五 (DD), 则 在 (2 出现 的 不 是 ,DY、 
Ds{ 功 的 本 身 而 是 它们 被 瑟 ( 万 ) 除 后 的 商 , 同时 在 (3) 中 的 ys 应 该 用 z 二 玉 (DD) ys 来 
代替 ， 琴 此, 通 解 折 含 有 任意 常数 的 个 数 仍 热 与 色 的 次 数 相 等 . 
例 1 解 方程 组 ” . ns 、 
-20 + 0 
Dn— (D+ Dy.=0. 


2 
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这 时 以 消去 太 为 简便 ， 用 一 忆 * 洪 第 一 方程 并 与 第 二 方程 相 却 , 杜 
(D3D'T3D'— DD) y=D. 


由 此 , 解 得 
的 三 Ce 十 (ce 十 人 六 十 生 广 守 全 < 
把 它 代入 第 一 方程 即 求 出 
=3ct2et edt ertet le*. 
{0 D+ Et, 
了 DY 二 (DT+ Uy=0, 
为 了 消去 用 DD: 十 1 条 第 一 方程 ,用 一 也 乘 第 二 方程 , 然后 相 加 , 得 
(CD DDr=(D+1)e'~2e!, 

其 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 的 根 为 


ate=iy 到 ry4 二 年 太 二 土 f Ce 


硝 2. 


其 通 解 为 
I= "Tce tcscns Bi csin Bt—2er. 
求 y 时, 固原 方程 组 中 的 系数 为 四 (总 = 中 @(D)=DD?+1, 星 的 可 见 取 
PatDD)=D,qu( 中 =1 萄 有 (Dgs(D) 一 咏 (D)po(DD)= 一 1, 于 是 用 口 莱 原 给 第 
一 方程 ,然后 与 第 二 方程 相 泪 ,如 此 得。 ~ 
| (D2D)r—y=e!, 
再 以 上 画 求 出 的 代入 , 只 要 作 王 分 运算 , 就 可 得 到 和 
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